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PRÉFACE 


Lorsqu’un  ouvrage  élémentaire  obtient  quelque  succès 
dans  l’enseignement,  il  y a nécessité  pour  l’Auteur  de  tâcher, 
à chaque  édition,  de  mettre  à profit  les  avis  qui  lui  sont  don- 
nés par  une  critique  éclairée.  11  doit  surtout  se  tenir  au  cou- 
rant des  méthodes  nouvelles  qu’il  juge  susceptibles  de  per- 
fectionner les  théories  développées  dans  son  ouvrage. 

Pénétré  de  cette  obligation  qui  m’était  imposée  par  l’é- 
coulement assez  rapide  des  précédentes  éditions  de  mes 
Éléments  d' Algèbre . j’ai  repris  avec  soin,  dans  celle-ci,  tous 
les  chapitres,  pour  y apporter  quelques  améliorations.  Je 
me  contenterai  ici  d’indiquer  les  principaux  changements. 

Dans  le  troisième  chapitre,  la  rédaction  du  paragraphe 
relatif  à l’extraction  de  la  racine  carrée  d’une  quantité  en  partie 
rationnelle  et  en  partie  radicale  du  second  degré,  a été  refaite  en 
entier;  et  en  appliquant  la  formule  générale  à l'expression  de 
la  racine  carrée  des  imaginaires  du  second  degré,  j’ai  démontré 
que  ces  sortes  d’expressions  conservent  toujours  la  forme 
des  imaginaires  elles-mêmes.  C’est  à la;  lecture  de  l’Algèbre 
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de  MM.  Mayer  et  Choquet,  publiée  depuis  deux  ans  seule- 
ment, que  je  dois  l’idée  de  cette  amélioration. 

J’ai  retranché  du  quatrième  chapitre  toute  la  partie  de 
l’analyse  indéterminée  du  second  degré,  qui  se  trouvait  dans 
les  éditions  précédentes,  parce  qu’elle  n’offrait  pas  un  grand 
intérêt. 

Dans  le  cinquième  chapitre,  j’ai  supprimé  également  la 
théorie  de  la  racine  cubique  des  nombres  entiers,  comme  faisant 
partie  de  mon  Arithmétique  ; mais  en  compensation  je  me 
suis  étendu  davantage  sur  le  procédé  de  la  racine  nüm‘  d’un 
nombre  entier,  et  sur  les  extractions  des  racines  par  approxi- 
mation, en  général.  J’ai  présenté  en  outre  d’une  manière 
plus  complète  que  je  ne  l’avais  fait  jusqu’alors,  le  procédé 
delà  racine  m,J,""d’un  polynôme.  Enfin,  la  démonstration, 
due  à Euler,  de  la  formule  du  binôme  dans  le  cas  général,  ayant 
été  l’objet  de  quelques  critiques,  je  n’ai  conservé  que  celle 
qui  est  fondée  sur  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Dans  la  théorie  des  logarithmes,  qui  constitue  la  plus 
grande  partie  du  sixième  chapitre,  j’ai  renvoyé  à mes  Elé- 
ments d’ Arithmétique,  pour  la  manière  de  se  servir  des  tables, 
et  je  me  suis  borné  à l’exposition  des  propriétés  des  logarith- 
mes et  de  leurs  applications. 

L’introduction  au  septième  chapitre,  ayant  pour  objet  la 
divisibilité  des  fondions  entières,  a été  beaucoup  simplifiée  par 
la  suppression  de  tout  ce  qui  n’avait  pas  un  rapport  immédiat 
avec  les  principes  de  la  théorie  générale  des  équations.  La 
résolution  des  équations  réciproques  est  aussi  présentée  d’une 
manière  que  je  crois  plus  simple  et  plus  satisfaisante. 

C’est  surtout  dans  le  huitième  chapitre  qui  traite  de  la  réso- 
lution des  équations  numériques,  que  d’importantes  améliora- 
tions ont  été  introduites.  Après  avoir,  comme  dans  les  précé- 
dentes éditions,  développé  les  principes  relatifs  aux  limites 
des  racines . et  les  conséquences  qui  en  dérivent,  la  mé- 
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thode  des  racines  commensurables  et  les  deux  méthodes  d'ap- 
proximation de  Lagrange  et  de  Newton,  principalement 
dans  le  cas  où  une  seule  racine  réelle  est  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs,  j’ai  exposé  avec  tout  le  soin  possible 
le  théorème  de  M.  Stlrh,  et  ses  applications  à la  résolution 
d’une  équation  numérique  quelconque.  Ce  beau  théorème, 
déjà  répandudans  l’enseignement  par  la  publication  de  deux 
nouveaux  ouvrages,  celui  de  MM.  Mayer  et  Choquet,  dont 
j’ai  déjà  fait  mention,  etle  Traité d’ Algèbre  deM.  Lefébure  de 
Fourcy  (qui  a paru  tout  récemment),  ne  pouvait  manquer  de 
faire  partie  de  cette  nouvelle  édition  de  mes  Éléments;  et 
je  n’ai  rien  négligé  pour  en  faire  ressortir  toute  l’utilité.  Je  re- 
grette que  la  trop  grande  étendue  de  ce  chapitre  ( qui  ren- 
ferme en  outre  la  théorie  de  l’élimination  ),  ne  m’ait  pas  per- 
mis d’entrer  dans  plus  de  détails  sur  un  théorème  analogue 
de  MM.  Budan  et  Fourier,  qui,  toutefois,  ne  conduit  pas  à 
des  résultats  aussi  complets  à beaucoup  près,  que  celui  de 
M.  Sturm  : je  me  suis  borné  à en  présenter  l’énoncé. 

On  trouvera  encore  à la  fin  de  ce  chapitre  deux  notes, 
l’une  en  deux  parties,  sur  les  polynômes  rationnels,  qui  se 
trouvait  dans  l’édition  précédente,  l’autre  sur  V élimination. 
qui  m’a  été  communiquée  par  M.  Gérono,  principal  du  col- 
lège de  Lorient  (*). 

Peu  de  changements  ont  été  introduits  dans  les  deux  der- 
niers chapitres,  si  ce  n’est  dans  le  neuvième,  d’où  j’ai  cru 
devoir  retrancher  le  paragraphe  de  Y extraction  de  la  racine 
m""'  d’une  quantité  en  partie  rationnelle  et  en  partie  radicale  du 
second  degré,  comme  étant  peu  utile,  et  où  j’ai  fait  connaître 
l’usage  du  théorème  de  M.  Sturm  dans  la  discussion  de  l’é- 
quation du  troisième  degré. 

(’)  On  trouvera  à la  fin  de  l'ouvrage  une  seconde  note  sur  l'élimination,  par 
M.  Vincent;  elle  m’a  été  remise  beaucoup  trop  tard  pour  que  je  pusse  la  placer 
immédiatement  après  celle  de  M.  Gérono. 
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ALGÈBRE. 


INTRODUCTION. 


1.  L'Algèbre  est  la  partie  des  Mathématiques  où  l’on  emploie  des 
signes  propres  à abréger  et  à généraliser  les  raisonnements  que 
comporte  la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 

On  distingue  deux  espèces  principales  de  questions  : 

Le  théorème,  qui  a pour  but  de  démontrer  l'existence  de  cer- 
taines propriétés  dont  jouissent  des  nombres  connus  et  donnés  ; et 
le  problème,  dont  l'objet  est  de  déterminer  certains  nombres  d’après 
la  connaissance  d’autres  nombres  qui  ont  avec  les  premiers  des  re- 
lations indiquées  par  l'énoncé. 

2.  Les  éléments  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre,  pour 
parvenir  à ce  double  but , sont  : 

1°  Les  lettres  de  l'alphabet,  qui  servent  à désigner  les  nombres 
sur  lesquels  on  doit  raisonner.  Leur  usage  est  nécessaire,  soit  pour 
abréger  les  raisonnements , soit  pour  les  généraliser,  en  ce  que  l’on 
sent  mieux , pour  l’emploi  de  ces  lettres  , que  telle  ou  telle  pro- 
priété appartient  à plusieurs  nombres  à la  fois  ; ou  bien,  s'il  s'agit 
d'un  problème,  que  la  manière  de  satisfaire  à son  énoncé  est  indé- 
pendante de  toute  valeur  particulière  attribuée  aux  nombres  com- 
pris dans  cet  énoncé. 
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2°  Le  signe  -f-,  dont  on  se  sert  pour  marquer  l'addition  de  deux 
ou  plusieurs  nombres , et  qui  s’énonce  plus. 

Ainsi,  25  -)-  36  s’énonce  25  plut  36,  ou  25  augmenté  de  36.  Do 
même  , a -{-  b s’énonce  a plus  b,  ou  le  nombre  désigné  par  a , aug- 
menté du  nombre  désigné  par  b. 

3“  Le  signe — , qui  s’énonce  moins,  et  dont  on  fait  usage  pour 
marquer  la  soustraction  de  deux  nombres  l’un  de  l’autre. 

Ainsi , 45  — 24  s'énonce  45  moins  24  , ou  45  diminué  de  24,  ou 
bien  encore , l’excès  de  45  sur  24. 

a — b s’énonce  a moins  b,  ou  a diminué  de  b. 

4“  Le  signe  de  la  multiplication,  qui  est  x , ou  un  point  que  l’on 
place  entre  les  deux  quantités. 

Ainsi , 30  X 25,  ou  36 . 25,  s’énonce  36  multiplié  par  25,  ou  le 
produit  de  36 par  25. 

Lorsque  les  nombres  dont  on  veut  indiquer  la  multiplication 
sont  désignés  par  des  lettres,  on  convient  encore  de  les  écrire  les 
uns  à la  suite  des  autres,  sans  interposition  de  signe. 

Ainsi,  ab  signifie  la  même  chose  que  a x b ou  a .b;  abc  signifie 
la  meme  chose  que  a x b x c,  ou  a.b.c. 

Il  est  bien  entendu  que  la  notation  ab  ou  abc,  qui  est  plus  simple 
que  celle  oxbouoxbxc,  ne  peut  être  employée  que  lorsque 
les  nombres  sont  désignés  par  des  lettres  ; car  si  l’on  voulait,  par 
exemple,  représenter  le  produit  de  5 par  0,  et  qu’on  écrivit,  pour 
abréger,  56,  on  confondrait  cette  notation  avec  le  nombre  cin- 
quante-six écrit  dans  le  système  décimal.  Celte  remarque  est  im- 
portante pour  les  commençants. 

5*  Le  signe  de  la  division  qui  consiste  en  deux  points  : , que  l’on 
place  entre  le  dividende  et  le  diviseur,  ou  bien  encore  en  une 
barre  — , au-dessus  et  au-dessous  de  laquelle  on  place  respective- 
ment le  dividende  et  le  diviseur. 

24 

Ainsi,  24  : 6,  ou  -g,  s’énonce  24  divisé  par  0 ou  le  quotient  de 
24  par  Q. 
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-ou  a :b  s’énonoe  a divisé  par  b.  On  dit  encore  a sur  b. 

b 


La  notation  , est  la  plus  usitée. 
b 


6"  Le  coefficient,  signe  que  l’on  emploie  pour  indiquer  l’addi- 
tion de  plusieurs  nombres  égaux.  Ainsi,  au  lieu  d’écrire  a -f-a-f-a 
qui  représente  l’addition  de  5 nombres  égaux  à a,  on 
écrit  5a.  De  même  lia  exprime  l'addition  de  11  nombres  égaux 
à a;  1 2ab,  l’addition  de  12  nombres  égaux  au  produit  de  a par  b. 

Le  coefficient  est  donc  un  nombre  particulier  écrit  à la  gauche  d’un 
autre  nombre  exprimé  par  une  ou  plusieurs  lettres , et  qui  marque 
combien  de  foison  doit  prendre  la  lettre  ou  le  produit  que  représentent 
les  lettres. 


7°  L’exposant,  signe  dont  on  so  sert  lorsqu’un  nombre  désigné 
par  une  lettre , doit  entrer  plusieurs  fois  comme  facteur  dans  un 
produit.  Ainsi,  au  lieu  d’écrire  axaxaxaxaon  a.a.a.a.a,  on 
écrit  plus  simplement  a5  que  l’on  prononce  a cinq , ou  plutôt  o8M*« 


puissance. 

On  appelle  puissance,  le  résultat  de  la  multiplication  de  plusieurs 
nombres  égaux , et  degré  de  la  puissance , la  quotité  des  nombres 
égaux  multipliés  entre  eux. 

L 'exposant  est  le  signe  de  co  degré.  Il  s’écrit  à la  droite  et  un  peu 
au-dessus  d’une  lettre,  et  il  marque  combien  de  fois  la  quantité  expri- 
mée par  cette  lettre  doit  entrer  comme  facteur  dans  un  produit. 

Pour  faire  sentir  toute  l’importance  de  l’exposant  et  du  coeffi- 
cient en  Algèbre , supposons  qu’on  veuille  exprimer  un  produit 
composé  de  i facteurs  égaux  à a,  de  3 facteurs  égaux  à b,  et  de  2 
facteurs  égaux  à c;  on  écrira  aWc*,  au  lieu  de  aaaabbbcc. 

Veut-on  ensuite  exprimer  que  ce  dernier  résultat  doit  être  pris 
7 fois  , ou  doit  être  multiplié  par  7 ; ou  écrira  7 aWc*.  Ceci  donne 
une  idée  du  laconisme  de  la  langue  algébrique. 


8’  Le  signe  ^Z,  dont  on  fait  précéder  un  nombre,  lorsqu'on  veut 


indiquer  que  l'on  a à extraire  do  ce  nombre  une  racine  d'un  cer- 
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tain  degré.  Ainsi.  [/  a s’énonce  racine  troisième  on  cubique  de  a. 


On  appelle  racine  2',  3°,  4*.,..  d’un  nombre,  un  second  nombre 
qui , étant  élevé  à la  2",  3',  4e....  puissance  , reproduit  le  premier 
nombre. 

Nous  ne  ferons  usage  du  signe  \/  qu’à  partir  du  troisième  cha- 
pitre. 

9°  Le  signe  au  moyen  duquel  on  exprime  que  deux  quantités 
sont  égales.  Ce  signe  est  = , et  s’énonce  est  égal  â , ou  égale. 

Ainsi,  pour  exprimer  brièvement  que  l’excès  de  36  sur  23  est 
égal  à 1 1 , on  écrit  38  — 25  = 1 1 . 

C’est-à-dire  , 36  moins  25  est  égal  à 1 1 , ou  égaie  li. 

10°  Le  signe  d'inégalité  >,  dont  on  se  sert  pour  exprimer  qu’une 
quantité  est  plus<grande  ou  plus  petite  qu’une  autre. 

Ainsi , a^>  b signifie  a plus  grand  que  b oft  supérieur  à b,  a <^b 
signifie  a moindre  que  b ou  inférieur  à b;  c’est-à-dire  que  l’ouver- 
ture du  signe  doit  être  tournée  du  côté  de  la  plus  grande  quantité. 

D’après  l’exposé  précédent , on  voit  que  l'on  peut  regarder  l’Al- 
gèbre comme  une  espèce  de  langue  qui  se  compose  de  signes  à 
l’aide  desquels  on  suit  avec  plus  de  facilité  l'enchainement  des 
idées  dans  les  raisonnements  qu’on  est  obligé  de  faire,  soit  pour  dé- 
montrer l’existence  d’une  propriété,  soit  pour  trouver  la  solution 
d'un  problème. 

On  concevra  mieux  encore  l'utilité  des  signes  algébriques , par 
les  questions  suivantes  : 

PBElIfcaS  QCKSTIOX. 

3.  La  somme  de  deux  nombres  est  67  ; leur  différence  est  19  ; quels 
sont  ces  deux  nombres  ? 

Solution. 

Tâchons  d'abord  d'établir,  à l'aide  des  signes  dont  nous  sommes 
convenus , une  liaison  entre  les  nombres  donnés  et  les  nombres  in- 
connus de  l’énoncé  : 


Digitized  by  Google 


INTRODUCTION.  t5 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  était  connu , on  au- 
rait le  plus  grand  en  ajoutant  19  au  plus  petit.  Cela  posé,  dési- 
gnons le  plus  petit  nombre  par  a;  le  plus  grand  peut  alors  être  dé- 
signé par  ar— j—  19;  leur  somme  est  donc  a + a + 19  , ou  2a  + 19. 
Mais,  d’après  l'énoncé,  cette  somme  doit  être  67.  On  a donc  l’éga- 
lité ou  Y équation....  2a+  19  = 67. 

Or,  si  2a  augmenté  de  19  donne  67  pour  résultat , 2a  seul  est 
égal  à 67  moins  19  , ou  2a  = 67  — 19,  ou,  en  effectuant  la  sous- 
tration,2a  = 48. 

Donc  enfin , a est  égal  à la  moitié  de  48 , c’est-à-dire 


Le  plus  petit  nombre  étant  24 , le  plus  grand  a + 19  est  24  + 19 , 
ou  43. 

En  effet,  ona  43+24  = 67,  et  43  — 24  = 19. 

V oici  le  tableau  des  calculs  algébriques  : 

Soit  a....  le  plus  petit  nombre, 
a-j-  19  est  le  plus  grand. 

Eq..  2 a+ 19=67, d’où  2 a=  67  —19=48;  donc  a = — = 24 , 

2 * 

et  par  conséquent , a+ 19  = 24  + 19  = 43. 

Eneffet,  43  + 24  =67,  43—24=  19. 

Autre  solution. 

Soit  a le  plus  grand  nombre , 
a — 19  est  le  plus  petit. 

Éq..  2 a — 19=67,  d’où2  a=67+19=86;  donc a = ^ = 43, 

et  par  conséquent , a — 19=43 — 19  = 24. 

On  voit  par  là  comment , à l’aide  des  signes  algébriques , on  par- 
vient à comprendre  dans  un  cadre  très-resserré  les  raisonnements 
qu’on  estobligéde  faire  pour  résoudre  unproblème;  raisonnements 
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qui,  écrits  on  langage  ordinaire,  exigeraient  souvent  une  ou  plu, 
sieurs  pages. 


SOUJTJO»  Gtltik.lt  DE  CI  PIIOBUH. 

4.  La  somme  de  deux  nombres  est  a,  leur  différence  est  b.  On  de- 
mande de  trouver  les  deux  nombres? 

Soit  x. . . . le  plus  petit  nombre  , 

x-\-b  désigne  alors  le  plus  grand. 

Eq..2ar-fi  = a,  d'où  2 x=a  — b-.  Hrme  T — a ^ — _a 

S 2 2’ 

par  conséquent,  x-J-i— ? t i * 

2 2 2*2 

Comme  la  forme  de  ces  deux  résultats  est  indépendante  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  aux  lettres  a et  b,  il  s’ensuit  que , 
connaissant  la  somme  de  deux  nombres  et  leur  différence , on  obtiendra 
le  plus  grand  nombre  en  ajoutant  la  demi-somme  à la  demi-différence, 
et  le  plus  petit , en  retranchant  de  la  demi-somme  la  demi-différence. 
Ainsi , que  la  somme  donnée  soit  237,  et  la  différence  99  • 

le  plus  grand  est  ~ ou  — = H?  = 1 68 , 

et  le  plus  petit,  ou  ÎH=69. 

J 2 2 

Eneffet,  108-{-60  = 237,  108  — 69=99. 

On  conçoit,  d’après  la  question  précédente,  l’utilité  des  lettres 
pour  représenter  les  données  d’un  problème.  Comme  on  ne  peut 
qu’indiquer  sur  ces  lettres  les  opérations  de  l’Arithmétique , le  ré- 
sultat auquel  on  parvient  conserve  la  trace  des  opérations  qu’il  faut 
effectuer  sur  les  quantités  connues , pour  obtenir  les  valeurs  des 
quantités  que  l'on  cherche. 

Les  expressions  - -f-  ^ et  ^ auxquelles  on  est  parvenu  dans 

le  problème  précédent,  s’appellent,  en  Algèbre , des  formules,  parce 
qu  elles  peuvent  être  regardées  comme  comprenant  les  solutions  de 
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toutes  les  questions  de  môme  nature,  dans  l’énonce  desquelles  on 
fait  seulement  varier  les  valeurs  numériques  des  données. 

BEOXltXE  QUESTION.  TltOEÈM. 

5.  La  tomme  de  deux  nombre!  multipliée  par  leur  différence  donne 
pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  secondes  puissances  de  ces 
deux  nombres. 

Ainsi,  soient  12  et  0 ces  deux  nombres;  leur  somme  est  21 , et 
leur  différence  3.  On  reconnaît  que  le  produit  21  x 3 on  63 , est 
égal  à 144  qui  est  le  carré  de  12, diminué  de  81  qui  est  le  carré  de  9. 

Mais , pour  mettre  en  évidence  oette  propriété , quels  que  soiont 
les  deux  nombres , représentons  ces  nombres  par  les  lettres  a et  b. 
La  somme  sera  exprimée  par  a-\-  A,  et  la  différence  par  a — b. 

Pour  former  le  produit  do  ces  deux  expressions , on  supposera 
d’abord  que  l’on  oit  à multiplier  la  somme  a -j-  b par  a , et  le  produit 
sera  o X o-j-  4 x»,  ou  plus  simplement,  o’  -f-  ab  : car  il  faut 
prendre  chacune  des  deux  parties  dont  a -j-  4 est  composé , autant 
de  fois  qu’il  y a d'unités  dans  a , et  ajouter  les  doux  produits.  Mais 
ce  n’est  point  par  a tout  entier  qu’il  fallait  multiplier,  c’est  par  a 
diminué  de  4;  ainsi  le  produit  o*  -f-  ab  est  trop  fort  du  produit  do 
o-}- 4 par  4,  c’est-à-dire  de  o4  -|-4*.  Il  faut  donc  retrancher  o4-j-  4’ 
du  produit]  précédent  e*  -{-  ab;  ce  qu’on  indiquera  algébrique- 
ment de  cette  manière  : a'  -f-  a4  — ab  — b’.  Comme  d’ailleurs  les 
deux  produits  -f-a4,  — a4,  se  détruisent  réciproquement,  il  vient 
enfin  o’  — 4’  pour  le  produit  demandé. 

Ce  résultat  a*  — 4*  ayant  été  obtenu  indépendamment  de  toute 
valeur  particulière  attribuée  à o et  4 , il  s'ensuit  que  le  théorème 
énoncé  est  vrai  pour  deux  nombres  quelconques. 

nOItlUl  QUESTION.  — TE  toit  XI. 

6.  Si,  aux  deux  termes  d’une  fraction  proprement  dite,  ou  d’un 
nombre  plus  petit  que  l’unité , on  ajoute  un  mime  nombre  entier,  la 
nouvelle  fraction  qui  sis  résulté  set  plus  grande  que  la  première. 
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Soit  — la  fraction  proposée  ; ajoutant  3 à chacun  de  ses  deux  ter- 
0 

mes , on  obtient—.  Ces  deux  fractions , réduites  au  même  dénomi- 
15 

75  90 

nateur,  deviennent—^,  or,  la  2“  fraction  est  évidemment  plus 

grande  que  la  première. 

Pour  reconnaître  si  le  théorème  énoncé  est  vrai , quelle  que  soit 
la  fraction  proposée , désignons  cette  fraction  par  en  supposant 
a < 6. 

Soit»»  le  nombre  ajouté  aux  deux  termes  de  cette  fraotion  ; il  en 


résulte. .. . 


a -j-  »» 


b-\-m 

Afin  de  comparer  les  deux  fractions,  il  faut  les  réduire  au  même 
dénominateur;  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  les  deux  termes  a et 
b de  la  première  fraction  par  b -j-  »n , et  les  deux  termes  de  la  se- 
conde par  b.  Or,  multipliera  par  i-j-»»,  resuent  à prendre  a autant 
de  fois  qu’il  y a d’unités  dansé,  plus  autant  de  fois  qu’il  y a d'unités 
dans  m ; ce  qui  donne  ab  -j-  am.  On  prouverait  de  même  que  le  pro- 
duit de  b par  b 4-  m est  b’  -4»  bm , ce  qui  donno  -~a  n pour  la 

b ' -j-  bm 

première  fraction.  De  même,  si  l'on  multiplie  les  deux  termes  de  la 

seconde  - par  b,  comme  on  l'a  vu,  n“  B,  elle  devient 

b -J-  m A’  -j-  bm 

Les  deux  numérateurs  ab  -j-  am , ab  -j-  bm  ont  une  partie  com- 
mune ab ; et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est  plus  grande  que 
la  partie  am  du  premier  numérateur,  puisqu’on  a suppo»é  b ]>  a. 
Donc  aussi  la  seconde  fraction  est  plus  grande  que  la  première  ; ce 
qu’il  fallait  démontrer. 

On  voit  d’ailleurs , par  le  raisonnement  précédent,  qu’il  faut  que 

- soit  une  fraction  proprement  dite , pour  que  le  théorème  soit  vrai; 
b 

car  autrement,  la  seconde  fraction  serait  moindre  que  la  première, 
puisque  alors  on  aurait  ab  -j-  bm  ai  am. 
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7.  En  réfléchissant  sur  les  moyens  de  résolution  des  questions 
précédentes , on  sentira  que  l’emploi  des  signes  algébriques  doit 
donner  lieuà  des  règles  communes  à plusieurs  questions. C’est  ainsi, 
par  exemple  , que  dans  la  seconde  et  la  troisième , on  a été  conduit 
à effectuer  la  multiplication  d’une  somme  a -j-  b par  un  nombre  a, 
d’une  somme  a -j-  b par  b , d’un  nombre  a par  une  somme  6 -j-  m. 
D’où  il  résulte  qu’en  établissant  des  préceptes  généraux  pour  trou- 
rer  les  résultats  des  opérations  qu’on  peut  avoir  à effectuer  sur  les 
quantités  algébriques,  on  aurait  des  moyens  fixes  de  résoudre  toutes 
les  questions  relatives  aux  nombres  par  les  symboles  algébriques.  _ 
Cette  partie  de  l'Algèbre  a pour  titre  : La  manière  d'effectuer  les 
opérations  de  P Arithmétique  sur  les  quantités  algébriques  ou  littérales, 
c’est-à-dire  sur  les  nombres  représentés  par  des  signes  algébriques. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  cette  partie  ne  soit  un  peu  aride , 
peut-être  même  rebutante  pour  les  commençants  ; mais  il  est  indis- 
pensable de  la  bien  posséder , si  l’on  veut  avancer  rapidement  dans 
le  champ  vaste  et  fécond  de  l’Algèbre. 


U 
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CHAPITRE  PREMIER. 

S I".  DES  OPÉRATIONS  ALGÉBRIQUES. 


Définitions  préliminaires. 

8.  Toute  quantité  écrite  en  langage  algébrique,  c’est-à-dire  à 
l’aide  des  signes  de  l’Algèbre,  s’appelle  quantité  algébrique  ou  quan- 
tité littérale  ; on  dit  encore  que  c’est  l'eiprettion  algébrique  de  la 
quantité  propotée. 

Ainsi,  3a  est  l’expression  algébrique  du  triple  du  nombre  a;  8a’ 
est  l’expression  algébrique  du  quintuple  du  carré  de  a;  7a*à 1 est 
l’expression  algébrique  de  sept  fois  le  produit  du  cube  de  a,  mul- 
tiplié par  le  carré  de  b. 

3a — 8è  est  l'expression  algébrique  de  la  différence  entre  le  triple 
de  a,  et  le  quintuple  de  b. 

2a’  — 3 ab  -j-  4 fc*  est  l’expression  algébrique  du  double  du  carré 
de  a,  diminué  du  triple  produit  deopar  b,  et  augmenté  du  quadruple 
du  carré  de  b. 

On  appelle  monome,  ou  quantité  A un  seul  terme , ou  simplement 
terme,  une  quantité  algébrique  qui  n'est  réunie  à aucune  autre  par 
le  signe  de  l’addition  ou  de  la  soustraction  ; et  polynôme,  ou  quantité 
à plusieurs  termes,  une  expression  algébrique  composée  de  plusieurs 
parties  séparées  les  unes  des  autres  par  les  signes  -j-  ou  — . Ainsi, 
3a,  6a’,  la} b*  sont  des  monomes  ; 3a  — 6 b,  2a’  — 3aè-{-  4 b',  sont 
des  polynômes.  La  première  de  ces  deux  expressions  est  dite  un 
binôme , parce  qu’elle  est  composée  de  deux  termes.  La  seconde  est 
dite  un  trinôme,  comme  étant  composée  de  trois  termes.... 

9.  La'cafcur  numérique  d'une  expression  algébrique  est  le  nombre 
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qu’on  obtiendrait , si , en  donnant  des  valeurs  particulières  aux 
lettres  qui  y entrent,  on  effectuait  toutes  les  opérations  de  l’Arith- 
métique que  comporte  cette  expression.  Cette  valeur  numérique 
dépend  évidemment  des  valeurs  particulières  attribuées  aux  lettres, 
et  doit  généralement  varier  avec  elles.  Ainsi , 2o3  a pour  valeur 
numérique  54 , lorsque  l’on  fait  a = 3 ; car  le  cube  de  3 est  27  , et 
2 fois  27  donne  54.  La  valeur  numérique  de  cette  même  expression 
est  250 , lorsque  l’on  fait  a = 5 ; car  le  cube  de  5 est  125  , et  2 fois 
125  donne  250. 

Je  dis  généralement,  car,  dans  quelques  cas,  la  valeur  numé- 
rique d'une  expression  algébrique  reste  constante,  quoiqu’on  fasse 
varier  les  valeurs  des  lettres  qui  y entrent.  Ainsi,  dans  l'expression 
a — 6,  tant  qu'on  donnera  à a et  à A des  valeurs  croissantes  chacune 
de  la  même  quantité , l’expression  ne  changera  pas. 

Soit,  par  exemple,  a =7,  6= 4 ; il  en  résulte  a — 6 = 3. 

Soit  maintenant,  o=  12  ou  7 -}-  6,  et  6 = 9 ou  4-j-6;  il  en  ré- 
sulte a — 6=12  — 9=3,  etc. 

La  valeur  numérique  d’un  polynôme  ne  change  point  lorsqu’on 
intervertit  l'ordre  de  ses  termes,  pourvu  que  l'on  ait  soin  de  conser- 
ver à tous  leurs  signes  respectifs.  Ainsi,  les  polynômes  4o3  — 3a’6 

Bac1,  Bac’  — 3a’6  -j-  4o3,  4a1  -j-  5ac’  — 3a*6,  ont  la  même  valeur 
numérique.  C’est  une  conséquence  évidente  de  la  nature  de  l’addi- 
tion et  de  la  soustraction  arithmétiques.  Mais  cette  observation  sera 
très-utile  par  la  suite. 

10.  Des  différents  termes  qui  composent  un  polynôme  donné,  les 
uns  sont  précédés  du  signe-}-,  les  autres  du  signe  — . Les  premiers 
portent  le  nom  de  termes  additifs,  les  autres  s’appellent  soustractifs. 
On  appelle  aussi  les  premiers,  termes  positifs , et  les  autres,  termes 
négatifs ; dénominations  assez  impropres,  que  l'usa t seul  a con- 
sacrées. 

Le  premier  terme  d’un  polynôme  n’est  ordinairement  précédé 
d’aucun  signe  ; mais  alors  il  est  censé  précédé  du  signe  -j-. 

11.  On  appelle  dimension  d'un  terme,  chacun  des  facteurs  litté- 
raux qui  composent  ce  terme , et  degré  le  nombre  de  ces  facteurs 
ou  dimensions.  Le  coefficient  ne  compte  pas  pour  une  dimension. 
Ainsi,  3a  est  dit  un  terme  à une  dimension , ou  du  premier  degré, 
ou  linéaire.  5a6  est  dit  un  terme  à deux  dimensions , ou  du  second 
degré.  7aî6c1  étant  la  mémo  chose  que  laaabcc,  est  dit  à six  dimen- 
sions ou  du  sixième  degré. 


DANS  LES  POLYNOMES. 


SI 


En  général,  le  degré  ou  le  nombre  des  dimensions  d’un  terme  s’es- 
timepar  la  somme  des  exposants  des  lettres  qui  entrent  dans  ce  terme. 
A ce  sujet,  nous  remarquerons  que,  d'après  la  définition  de  l’expo- 
sant ( n”  2 ),  une  lettre  qui  n'a  pas  d’exposant  est  censée  avoir  1 pour 
exposant.  Ainsi,  le  degré  du  terme  Ba’icd1  est  2 —J—  1 -{- 1 -f-3,  ou  7. 

Un  polynôme  est  dit  homogène,  lorsque  tous  ses  termes  sont  de 
même  degré.  3a  — 1b-\-c,  3 a’ — 4a6  -j-  b1,  5a’«  — 4c3-j-2c’d  sont 
des  polynômes  homogènes.  8a3  — 4 ab  -j-  c n’est  pas  homogène. 

12.  On  appelle  termes  semblables  des  termes  qui  sont  composés 
des  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  exposants. 

Ainsi  7 ab  et  3ai,  4a3fi’  et  3a36%  sont  des  termes  semblables.  8o’6 
et  7ai 1 ne  sont  pas  des  termes  semblables  ; car  ils  sont  bien  compo- 
sés des  mêmes  lettres,  mais  les  mêmes  exposants  n'affectent  pas  les 
mêmes  lettres. 

Il  arrive  souvent  qu’un  polynôme  renferme,  dans  son  expres- 
sion, plusieurs  termes  semblables,  et  alors  il  est  susceptible  de  sim- 
plification. 

Soit  le  polynôme  4 a’b — 3a’c  9a c’  — 2a’A-j-7a’c — 6A3;  on 

peut  (%"  9)  l’écrire  ainsi  : 4 a’b  — Ha’b  -j-  7 a’c  — 3a’c  -j-  One’  — 6i3  ; 
or,  4 a’b — 2 a’b  se  réduit  évidemment  à 2 a’b. 

7 a’c — Sa’c  se  réduit  à 4 a’c;  donc  le  polynôme  lui-même  revient 
à 2 a’b  -j-  4a’c  9ac’  — 6i3. 

Que  l’on  ait  dans  un  polynôme  quelconque,  les  termes 

-j-2a3èe’,  — 4a3èc%  -j-  6a3ic%  — 8a3èc’,  -J-  1 la3ic\ 

D’abord,  la  somme  des  termes  additifs  -J-2a3ic’-{-  Ga^c’-j-l  la3ic’ 
est  égale  à -j- 1 9a3ic’  ; la  somme  des  termes  soustractifs  — 4 a36c*  — 
8 a3bc’  est  égale  à — 12a36c\  Donc  l’ensemble  des  cinq  termes  pro- 
posés se  rç^it  à -J-  19a36c’  — 12a3ic’,  ou  à -j-7a3Ac\ 

Il  peut  se  faire  que  la  somme  des  termes  soustractifs  soit  plus 
forte  que  celle  des  termes  additifs.  Dans  ce  cas,  on  soustrait  le  coef- 
ficient positif  du  coefficient  négatif,  et  l’on  affecte  le  résultat  du 
signe  — . Ainsi,  que  l’on  ait -f-Sa’Z>  pour  la  somme  des  termes  po- 
sitifs, et  — 8a’6  pour  la  somme  des  termes  négatifs;  comme  — 8a’i 
revient  à — ëa’b  — 3 a'b,  il  s'ensuit  que  -{-  8a’i  — 8a’i  équivaut  à 
-j-  oa’i  — 8 a'b  — 3a’6,  ou  à — 3a ’ê. 

D’où  l’on  peut  conclure  cette  règle  : Pour  opérer  la  réduction  des 
termes  semblables,  formes  un  seul  terme  additif  de  tous  les  termes  sem- 
blables précédés  du  signe  -{-  ; ce  qui  se  fait  en  ajoutant  les  coefficients  de 
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ces  termes,  et  en  donnant  leur  somme  pour  coefficient  à la  partie  litté- 
rale commune . Formes,  par  le  même  moyen,  un  seul  terme  soustractif 
de  tous  les  termes  précédés  du  signe  — ; retranches  ensuite  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande,  et  donnes  au  résultat  le  signe  de  la  plus 
grande. 

(Il  est  bien  essentiel  de  remarquer  que  la  réduction  ne  doit  porter 
que  sur  les  coefficients  et  jamais  sur  les  exposants.) 

On  trouvera , d’après  cette  règle , quo 

6 a’A  — 8a’ A — 9a’A  -J-15a’A — a’A  se  réduit  à -f-  3a’A, 

7 abc' — abc1  — 7 aie’  — 8aic’  -f-  -4 abc7  se  réduit  à — 5 aie’. 

La  réduction  des  termes  semblables  est  une  espèce  d’opération , 
toute  particulière  à l’Algèbre,  qui  se  rencontre  dans  l'addition,  la 
soustraction,  la  multiplication  et  la  division  algébriques,  opérations  que 
nous  allons  maintenant  développer. 

Remarque.  Comme  celles-ci  doivent  offrir  à l’esprit  des  élèves  la 
même  idée  que  les  opérations  analogues  dcl’Arithmélique,  nous  nous 
dispenserons  d’en  répéter  les  définitions,  qui  doivent  être  suffisam- 
ment connues  de  tous  ceux  qui  ont  vu  l’Arithmétique  avec  soin.  On 
conçoit  toutefois  que  les  procédés  ne  peuvent  plus  être  les  mêmes, 
puisque  les  symboles  sont  différents.  Tantôt  ces  opérations  se  ré- 
duisent à de  simples  indications,  tantôt  il  y a Heu  réellement  à les 
effectuer,  et  alors  il  faut  des  règles  correspondantes  aux  symboles 
que  l’on  emploie. 

De  V Addition  algébrique. 

13.  Soit  d’abord  à ajouter  les  expressions  3a,  BA,  2c;  on  a pour 
le  résultat  de  cette  addition , 3a  -J-  BA-{-  2c,  expression  que  l’on  ne 
peut  simplifier  davantage. 

Soit  encore  à ajouter  les  monomes  4a’A3,  2a’A3,  7a’A3  ; le  résultat 
est4a’A3-{-2a’A3-{-7a’A3,  ou  réduisant  (n°  12),...  ISa’A3.  v 

Proposons-nous  maintenant  d’ajouter  les  polynômes 
3a’  — 4 ab,  2a’  — 3 ab  -{-  A’,  2aA  — (5A\ 

Pour  former  un  seul  polynoinc  qui  exprime  la  somme  de  ceux-ci, 
observons  qu’ajouter  au  nombre  exprimé  par  3a’  — 4aA,  le  nom- 
bre exprimé  par  2a’  — 3aA  A’,  c’est  y ajouter  la  différence 
entre  le  nombre  d’unités  exprimé  par  2a’ -J- A’,  et  le  nombre  d’unités 
exprimé  par  3nA,  opération  que  l’on  ferait  aisément,  si  l’on  attri- 
buait des  valeurs  particulières  à a et  A;  mais , comme  on  no  saurait 


Digitized  by  Google 


SOUSTRACTION.  23 

l'exécuter  dans  l’état  actuel  de»  quantité»,  on  remarque  qu’il  retient 
au  même  d’ajouter  d’abord  2a’  -J-  i’  à 3 a’  — 4ai,  et  do  retrancher 
ensuite  3 ai;  ce  qui  donne  3a’  — 4 ni  -j-  2a’  -j-  i’  — 3 ab,  ou  en 
changeant  l’ordre  de»  terme*  (n°  7),...  3a’ — 4ai-f-  2a’  — 8ai-{-i’. 
De  même,  pour  ajouter  2 ab  — 8 è’ à cette  dernière  expression,  il 
suffit  d’écrire  3a’ — 4ai-{-2a’ — 3ai  -{-  i’  -{-  2ai — 8i*;il  ne  s’agit 
plus  actuellement  que  de  faire  (n°  12)  la  réductioa  des  termes  sem- 
blables, et  il  vient  enfin  Sa’  — Bai — 4è’  pour  le  résultat  demandé. 

Comme  des  raisonnement»  analogues  pourraient  s’appliquer  à 
d’autres  polynômes,  on  est  en  droit  de  conclure  cette  règle  géné- 
rale pour  l’addition  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  : Écrirez  le» 
polynôme»  proposés  les  uns  à h suite  des  autres , en  conservant  aux 
termes  qui  les  composent  leurs  signes  respectifs,  et  faites  la  réduction  des 
termes  semblables,  s'il  y a lieu. 

Voici  quelques  exemples. 

1°  /5a1  — 4ai  — 2 b1  2°  7 a’i  — 3aic  — 8 i’c  — 9c5  -{-  cd‘ 

«•}-  8a’  -j-  2 ai  — i’  -j-  8aic  — 8a’i  -]-  3c5  — 4i’c-{-  cd’ 
*-f-3ai— • 2i’ — 8c1  -j-4a’i — 8c3  -j-  9i’c — 3d3 
8a’-j-ai  — bi’  — 3c’;  6a’i  -}-  8aic  — 36’c  — 14c3-{-2c<l’ — 3d3. 

Dans  la  pratique , on  dispose  ordinairement  les  quantités  proposées, 
les  unes  sous  les  autres,  comme  on  le  voit  dans  ces  deux  exemples  ; on 
fait  la  réduction  des  termes  semblables,  et  l'on  écrit  arec  leurs  signes 
respectifs  les  résultats  de  la  réduction.  Ainsi,  dans  le  premier  exemple, 
en  considérant  le  terme  3a’,  comme  ce  terme  est  semblable  au 
terme  8a’  qui  se  trouve  sur  la  seconde  ligne,  ou  écrit  8a’  pour  le 
résultat  de  la  réduction  de  ces  deux  termes  qu’on  a soin  de  barrer 
légèrement  (comme  on  le  voit  pour  le  premier  terme).  Passant  en- 
suite au  terme  — 4 ai,  on  le  réduit  avec  les  termes  -j-  Soi  et  3 ab,  ce 
qui  donne  -}-  ab,  qu’on  écrit  à la  droite  de  8a’,  et  l’on  barre  les 
nouveaux  termes  qu’on  vient  de  réduire.  On  continue  ainsi  l’opé- 
ration jusqu’à  ce  que  tous  les  termes  soient  barrés  et  réduits. 

Le  léger  trait  qu’on  passe  sur  les  termes  sert  à prévenir  l’omission 
de  quelques  termes  dans  le  résultat  ; les  termes  non  barrés  sont  en- 
core à réduire. 

De  la  Soustraction  algébrique. 

14.  Soit  à retrancher  4à  de  8a  ; le  résultat  algébrique  est  8a  — 4i. 
De  même,  la  différence  entre  7a3i  et  4a3i  est  7a3i  — 4a3i,  ou  3«3è. 
Soit  maintenant  2i  — 3c  à retrancher  de  4a;  on  peut  d’Abord 
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présenter  le  résultat  tic  celte  manière , 4 a — (26  — 3c),  en  mettant 
la  quantité  à soustraire  entre  deux  parenthèses  et  l’écrivant  à la 
suite  de  la  première  quantité  avec  le  signe  — . Mais  les  questions 
exigent  souvent  que  l’on  forme  un  seul  polynôme  de  cette  expres- 
sion : et  c’est  en  cela  que  consiste  principalement  la  règle  de  la  soustrac- 
tion algébrique. 

Pour  parvenir  à ce  but,  on  observera  que  si  a,  b,  c,  étaient  donnés 
numériquement,  on  ferait  la  soustraction  indiquée  par  26  — 8 c, 
puis  on  retrancherait  le  résultat  obtenu,  de  4 a;  comme  cette  sous- 
traction ne  peut  être  effectuée  dans  letat  actuel  des  quantités , on 
commence  par  retrancher  26  de  4a,  ce  qui  donne  4a  — 26  ; mais  en 
retranchant  26  unités , on  a soustrait  un  nombre  trop  fort  de  3c 
unités  ; il  faut  donc  rectifier  le  résultat  en  y ajoutant  3c.  Ainsi,  l’on 
a 4a  — 26  — (—  3c  pour  le  résultat  do  la  soustraction  proposée. 

Soit  encore  Sa’ — 4a6-}-  36c  — 6’  à soustraire  de  8a’  — 2a6;  celte 
opération  peut  être  indiquée  ainsi  : 

8a  — 2a6  — (Sa’  — 4a6  -f  36c  — 6‘). 

Mais,  pour  réduire  celte  expression  à un  seul  polynorae,  obser- 
vons que  retrancher  Sa’  — 4aê  -j-  36c  — 6’  revient  n retrancher  la 
différence  entre  la  somme  Sa’  -{-  36c  des  termes  additifs,  et  la  somme 
4a6  6’  des  termes  soustractifs.  On  peut  d'abord  retrancher 

8a’ -j-  36c,  ce  qui  donne  8a’  — 2a6 — Sa’  — 36c;  et  comme  ce  ré- 
sultat est  nécessairement  trop  faible  do  4a6  -j-  6’,  il  faut  y ajouter 
cette  dernière  quantité,  et  il  vient 

8a’  — 2a6  — Sa’  — 36c  -j—  4a6  -j-  6’, 
on  8a’  — 2a6  — Sa’  -{-  4aô  — 36c  -J-  6’, 

en  rétablissant  l’ordre  des  termes  ; ou  bien  enfin , en  réduisant , 


3a’  -f-  2a6  — 36c  -f-  6’. 

D’où  l’on  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  soustraire  deux  polynômes  l'un  de  l’autre,  écrives  à la  suite  du 
polynôme  dont  il  faut  soustraire,  l' autre  polynôme  en  changeant  les  signes 
de  celui-ci,  et  faites  la  réduction  du  polynôme  résultant,  s’il  y a lieu. 
On  trouvera , d’après  cette  règle , 


1°  Sa5  — 4a’6-j-86’c 
— (3a’6  — 2a3  — 86’c) 


= 7a3  — 7a’6+116’c. 


4a6  — cd  — 26’  8a’ 

(5a6  — • \cd  -{-  36’  -j-  3a’)  ~ 


a6-f-8cd—S6’. 
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18.  On  peut  aussi,  d’après  cette  même  règle,  faire  subir  à certains 
polynômes  quelques  transformations. 

Par  exemple,  6a’  — 8 ab  -}-  26’  — 2 fcc, 

revient  à 6a’  — (3afc  — 26’  -j-  26c). 

De  mémo  7 a’ — 8a’fc — 46’c-j-66’, 

revient  à 7 a1 — (8a’6-f-  46*0 — 06’), 

ou  bien  encore,  à 7 a’  — 8a’fc  — (46’c  — 66’). 

Ces  transformations , qui  consistent  à décomposer  un  polynôme 
en  deux  parties  séparées  l’uno  de  l’autre  par  le  signe  — , sont  très» 
utiles  en  Algèbre. 

Multiplication  algébrique. 

10.  Nous  regarderons  comme  démontré  un  principe  qui  est  géné- 
ralement admis  dans  tous  les  Traités  d’Arithméliquc  ( royes  pour  la 
démonstration  mes  Éléments  d’. Arithmétique  , n°  127),  c’est  que  lo 
produit  de  deux  ou  plusieurs  nombres  reste  le  même  dans  quelque 
ordre  qu’on  les  multiplie. 

Cela  posé,  considérons  d’abord  lo  cas  où  l’on  a un  monorne  à mul- 
tiplier par  un  monorne  ; soit  Ta’fc'à  multiplier  par  4a’6. 

L’expression  de  ce  produit  peut  d’abord  s’écrire  ainsi  : 

7a56"  X 4«’6.  Mais  on  peut  la  simplifier,  en  observant  que,  d’après 
le  principe  précédent  et  la  signification  des  symboles  algébri- 
ques (n°2) , elle  revient  à 7 X ^ X aaaaabbb.  Or,  comme  les  coeffi- 
cients sont  des  nombres  particuliers , rien  n’empèchc  d’en  former 
un  seul  en  les  multipliant  entre  eux  : ce  qui  donne  28  pour  coefficient 
du  produit.  Quant  aux  lettres  , le  produit  aaaaa  équivaut  à a5,  et  le 
produit  666,  à 6’;  ainsi , l’on  obtient  pour  résultat  final,  28a563. 

Soit  encore  12o’64c’  à multiplier  par  Sa’fc’d1,-  ce  produit  revient 
à 12  X 0 X aaaaabbbbbbccdd , ou  90a566c’d’.  D’où  l’on  voit  que, 
pour  multiplier  deux  monômes  l’un  par  l’autre,  il  faut,  1°  multi- 
plier les  deux  coefficients  entre  eux  ; 2°  écrire  à la  suite  de  ce  produit 
toutes  les  lettres  qui  entrent  à la  fois  dans  le  multiplicande  et  le  multi- 
plicateur, en  affectant  chaque  lettre  d'un  exposant  égal  à la  somme  de, 
deux  exposants  dont  cette  même  lettre  est  affectée  dans  les  deux  facteurs  ; 
3°  si  une  lettre  n'entre  que  dans  l'un  des  facteurs , l'écrite  au  produit 
arec  l'exposant  dont  elle  est  affectée  dans  ce  facteur. 

La  règle relativoaux  coefficients  n’offre  aucune  difficulté. 

Mais  pour  se  rendre  compte  de  la  règle  des  exposants , il  faut  ob- 
server qu’en  général , un  nombre  a doit  se  trouver  autant  de  fois 
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facteur  dans  le  produit , qu’il  l’est,  tant  dans  le  multiplicande  que 
dans  le  multiplicateur.  Or  (n°  2)  les  exposants  des  lettres  marquent 
le  nombre  de  fois  qu’elles  entrent  comme  facteurs  ; donc  la  somme 
des  deux  exposants  d’une  même  lettre  marque  le  nombre  de  fois 
qu’elle  doit  être  facteur  dans  le  produit  demandé. 

On  trouvera , d’après  la  règle  précédente,  que 

Sa’&c’  X "tabcd1  — BGa’A’c’d*, 

Sla’A’cd  X Bobc1  =168 , 

4 abc  X Tdf  = 28 abedf. 

17.  Passons  à la  multiplication  des  polynômes. 

Soient  d'abord  deux  polynômes  a -j-  b -f-  c et  d -f,  composés  de 
termes  tous  additifs;  on  peut  présenter  le  produit  sous  Informe 
(0_[_fc_j_c)  (<!  + /■).  Mais  on  a souvent  besoin  de  former  un  seul 
polynôme  de  ce  produit  indiqué,  et  c’est  en  cela  que  consiste  la  mul- 
ti plient  ion  de  deux  polynômes. 

Or,  il  est  évident  que  multiplier  la  somme  a-{-6-}-c  par 
d -\-f,  revient  à prendre  a -J-  b -j-  c autant  de  fois  qu’il  y a d’unités 
dansd,  plus  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans/",  et  à ajouter 
les  deux  produits.  Mais  multiplier  a -f- b -f-  « par  d,  c’est  pren- 
dre d fois  chacune  des  parties  du  mulliplicaude  , et  réunir  les  pro- 
duits partiels,  ce  qui  donne  ad  -{-  Ad  -j-  cd.  De  même,  multiplier 
„ _j_  _j_  c par  f,  c’est  prendre  f fois  chacune  des  parties  du  mul- 
tiplicande, et  réunir  les  produits  partiels.  Donc  enfin  (a  -{-  b -{-  c) 
(d  f 'j  = ad  -j-  bd  -j-  cd  af  — {-  bf  -|-  cf . 

Ainsi,  pour  multiplier  deux  polynômes  composés  de  termes  tous  addi- 
tifs, il  faut  multiplier  séparément  chacun  des  termes  du  multiplicande 
par  chacun  des  termes  du  multiplicateur , et  ajouter  tous  les  produits. 

Si  les  termes  sont  affectés  de  coefficients  et  d’exposants , on  suit 
les  règles  prescrites  (n°  16)  pour  la  multiplication  des  monomes. 
Par  exemple,  (3a’  -f-  hab  b')  (2a  + oi)  donne  pour  produit, 
6a’  -f-  8a1/»  + 2ai>  -f-  1 oa‘b  + 20a/»1  -f-  8Z>3 , ou  réduisant  , 
6a’  + 23a1/»  -f  22a/»1  + D’- 
Pour nous  rendre  compte  du  cas  le  plus  général,  commençons 
par  remarquer  que,  si  le  multiplicande  renferme  des  termes  additifs 
et  des  termes  soustractifs,  ce  fadeur  exprime  une  différence  entre 
le  nombre  d’unités  marqué  par  la  somme  des  termes  additifs  et  le 
nombre  d’unités  marqué  par  la  somme  des  termes  soustractifs. 
Même  raisonnement  par  rapport  nu  multiplicateur.  D’où  il  suit  que 
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la  multiplication  de  deux  polynômes  quelconques  est  ramenée  à la 
multiplication  de  deux  binômes  tels  que  a — 6,  c — d ; a désignant 
la  somme  des  termes  additifs,  et  — b la  somme  des  termes  sous- 
tractifs du  multiplicande  ; il  en  est  de  même  de  c et  de  — d,  par  rap- 
port au  multiplicateur.  Voyons  donc  comment  on  peut  effectuer  la 
multiplication  exprimée  par  (a  — b)  (c  — d). 

Or , multiplier  a — b par  c — d revient  évidemment  à prendre 
a — b autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  dans  c,  moins  autant  do  fois 
qu’il  y a d’unités  dansd,  ou  bien,  n multipliera  — b parc,  et  à 
retrancher  du  produit  celui  de  a — b par  d.  Mais  multipliera  — b 
par  c,  revient  à multiplier  c par  a — b (en  vertu  du  principe  énoncé 
n°  16),  ce  qui  donne  ca  — cb,  ou  ac  — hc.  De  même,  le  produit  de 
a — b par  d est  ad  — bd;  et  comme  on  vient  de  voirque  ce  dernier 
produit  doit  être  retranché  du  précédent  ac  — fcc,  il  faut  (n°  14), 
changer  les  signes  de  ad  — bd,  et  l’écrire  à la  suite  de  ac  — bc,  ce 
qui  donne  enfin 

(a  — b)  (c  — d)  — ac  — bc  — ad  -f-  bd. 

Pour  pou  qu’on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  ce  produit  vient 
d’être  formé,  on  verra  que,  dans  toute  multiplication,  si  l'on  consi- 
dire  tous  les  termes  additifs  du  multiplicateur , il  faut  multiplier  cha- 
cun des  termes  du  multiplicande,  tant  additifs  que  soustractifs,  par  ces 
termes,  et  affecter  les  produits  partiels  de  signes  semblables  à ceux  dont 
les  termes  du  multiplicande  sont  affectés;  et  en  considérant  les  termes 
soustractifs  du  multiplicateur,  multiplier  de  même  chacun  des  termes 
du  multiplicande,  tant  additifs  que  soustractifs,  par  ces  termes  ; tuais 
affecter  les  produits  partiels  de  signes  contraires  à ceux  dont  les  termes 
du  multiplicande  sont  affectés.  Quant  à la  multiplication  partielle  d’un 
terme  du  multiplicande  par  un  terme  du  multiplicateur,  on  suit  les  rè- 
gles établies  pour  les  monomes  (n0  16). 

Soient,  par  exemple,  les  doux  polynômes 
4a3  — Sa' b ■ — 8a6’  -j-  263 , 
et  2a’  — 3 ab  — 46’ , 

8a5  — 10a ''6  — 16aJ6’  4a’63 

— 12a'- b + lSa36’-f  24a’è3  — Gai'* 

— 16a36’  -j-  20a’63  + 32a6*  — 86' 

8a5  — 22a*6  — lfa36’  -j-  48a’63  -f  26a6'*  — 86s. 

Après  avoir  disposé  les  polynômes  l’un  au-dessous  de  l’autre,  on 
multiplie  chacun  des  termes  du  premier  par  le  terme  2a1  du  second, 
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ce  qui  donne  8a5 — lOalfc — 18a3i’-{-  4a>63 , polynôme  dont  les 
signes  sont  les  mêmes  que  ceux  du  multiplicande.  Passant  ensuite 
au  terme  3 ab  du  multiplicateur,  comme  ce  terme  est  affecté  du 
signe  — , on  multiplie  chacun  des  termes  du  multiplicande  parce 
terme,  en  ayant  soin  d’affecter  chaque  produit  d’un  signo  contraire 
à celui  du  terme  correspondant  du  multiplicande,  ce  qui  donne 
— 12<j4ê-{~15a36’-j-24a’i3 — Gai' , produit  que  l’on  écrit  au- 
dessous  du  premier. 

On  fait  la  même  operation  par  rapport  au  terme  46’,  qui  est  aussi 
soustractif,  ce  qui  donne — 16a3i’  20a’i3  -J-32afc4  — 8i5.  On  fait 

ensuite  la  réduction  des  termes  semblables,  et  l’on  obtient  enfin 
pour  l’expression  la  plus  simple  du  produit, 

8o5  — 22a4i  — 17a3f>’  + 48  a’i3  -f-  28aM  — 81!. 

ta  règle  des  signes,  qui  est  la  plus  importante  à retenir  dans  la 
multiplication  de  deux  polynômes,  peut  s’énoncer  ainsi:  Toutes 
les  fois  que  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du  multiplicateur  sont 
affectés  du  même  signe , le  produit  correspondant  est  affecté  du  signe  -f-, 
et  lorsque  les  deux  termes  sont  affectés  de  signes  contraires , le  produit 
est  affecté  du  signe  — . 

On  dit  encore,  en  langage  algébrique,  que-{-  multiplié  par-f-, 
ou  — multiplié  par  — , donne  -f- , et  que  — multiplié  par  -{-,  ou 
J-  multiplié  par  — , donne  — . Mais  ce  dernier  énoncé , qui  n’offre 
aucun  sens  raisonnable  en  lui-même  (puisqu’on  ne  sait  ce  que  signi- 
fie : multiplier  entre  eux  des  symboles,  non  de  quantités,  mais  d’o- 
pérntions  arithmétiques),  ce  dernier  énoncé , dis-je,  doit  être  seu- 
lement regardé  comme  une  abréviation  du  précédent. 

Ce  n’est  pas  la  seule  circonstance  où  les  algébristes,  pour  abréger 
le  discours,  emploient  des  expressions  incorrectes,  mais  qui  ont  l’a- 
vantage de  mieux  graver  les  règles  dans  la  mémoire. 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  exemples  suivants  : 

1er  Exemple.  3 a1 — 5 bd-\-cf 
— ISa’-J-  kbd — 8 cf 

Prod.  simp.  — luaS-j-37a’M— 29a* cf—  20 b'd'- {- 4 4 bedf—  üc'f\ 

2”  Exemple.  4n-6’— oo’è’c-J-On’fec’ — 3n’c3 — abc 3 

2a  J’ — 4 abc  — 2 ic1  -j-c3 

f Sa'b'i  - 1 Oa'h  'c-j-SRa’iV’ — 34a3i’c3 
Produit  simplifié.  < — 4 a*A3c} — I6n'iV-j-12a3Acf-f-  ’ïa’h'cA 
( -j- 1 4a’ic5  -j- 1 4 afr“c5 — 3a,ca  — lobe0 
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18.  Nous  ferons  sur  la  multiplication  algébrique  plusieurs  re- 
marques fort  importantes. 

Premièrement.  Si  les  pol  ynomes  qu’on  se  propose  de  multiplier  l’un 
par  l’autre  sont  homogènes  (n°  11)  (et  la  plupart  des  questions  qu’on 
cherche  à résoudre  par  le  secours  do  l’Algèbre,  les  questions  de 
Géométrie  principalement,  conduisent  à de  semblables  expressions), 
le  produit  de  ces  deux  polynômes  est  aussi  homogène  ; c’est  une  consé- 
quence évidente  des  règles  relatives  aux  lettres  et  aux  exposants  dans 
la  multiplication  des  quantités  monomes.  En  outre,  le  degré  de  chaque 
terme  du  produit  doit  être  égal  à la  somme  des  degrés  de  deux  termes 
quelconques  du  multiplicande  et  du  multiplicateur.  Ainsi , dans  le  pre- 
mier des  deux  exemples  précédents , tous  les  termes  du  multipli- 
cande étant  du  deuxième  degré , ainsi  que  ceux  du  multiplicateur, 
tous  les  termes  du  produit  sont  du  quatrième  degré.  Sans  le  second, 
le  multiplicande  étant  du  cinquième  degré,  et  le  multiplicateur  du 
troisième  degré , le  produit  est  du  huitième  degré.  Celte  remarque 
sert , dans  la  pratique,  à reconnaître  des  erreurs  de  calcul  par  rap- 
port aux  exposnnts.  Par  exemple,  si  l’on  trouve  que,  dans  l’un  des 
termes  d’un  produit  qui  doit  être  homogène,  la  somme  des  expo- 
sants est  égale  à 6,  tandis  qu’elle  est  égale  à 7 dans  tous  les  autres 
termes,  il  y a erreur  manifeste  dans  l’addition  des  exposants;  et 
alors  on  reprend  la  multiplication  des  deux  termes  qui  ont  formé  ce 
produit  partiel. 

Secondement.  Lorsquo,  dans  la  multiplication  de  deux  polynô- 
mes, le  produit  n’offre  aucune  réduction  de  termes  semblables,  le 
nombre  total  des  termes  du  produit  est  égal  au  produit  du  nombre  des 
termes  du  multiplicande,  multiplié  par  le  nombre  des  termes  du  multi- 
plicateur; c’est  une  conséquence  de  la  règle  (n°  17).  Ainsi,  que  l’on 
ait  8 termes  dans  le  multiplicande  et  -4  dans  le  multiplicateur,  il  y 
en  a 5 X ou  20  dans  le  produit.  En  général,  si  le  multiplicande 
se  compose  do  m termes  et  le  multiplicateur  de  n termes,  le  produit 
en  renferme  m X 

Troisièmement.  Lorsqu’il  y a des  termes  semblables , le  nombre 
total  des  termes  du  produit  simpliGé  peut  être  beaucoup  moins 
grand.  Mais  on  remarquera  que,  parmi  les  différents  termes  du 
produit,  il  en  est  qui  ne  peuvent  se  réduire  avec  aucun  autre  : ce 
sont,  1°  le  terme  provenant  de  la  multiplication  du  terme  du  multipli- 
cande affecté  du  plus  haut  exposant  d'une  quelconque  des  lettres,  par 
le  terme  du  multiplicateur  affecté  du  plus  haut  exposant  de  la  mime 
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lettre  ; 2°  le  terme  provenant  do  la  multiplication  des  deux  termes 
affectés  du  plus  faible  exposant  de  la  même  lettre.  En  effet , ces  deux 
produits  partiels  doivent  renfermer  cette  lettre  avec  un  plus  haut 
ou  un  plus  faible  exposant  que  chacun  des  autres  produits  partiels  ; 
par  conséquent,  ils  ne  peuvent  être  semblables  aux  autres  produits. 
Cette  remarque,  dont  la  vérité  se  déduit  do  la  règle  des  exposants  , 
sera  d’une  très-grande  utilité  dans  la  division. 

19.  Pour  terminer  ce  qni  a rapport  à la  multiplication  algébri- 
que, nous  ferons  connaitre  différents  résultats  de  multiplication, 
d’un  usage  fréquent  en  Algèbre. 

l°Soit  proposé  de  former  le  carré  ou  la  seconde  puissance  d’un 
binôme  a -j-  b.  On  a,  d’après  les  principes  connus , 

(a  + 4)  ’=(«  + b)  («  + 6)  = o’  + 2o6  + i’; 

c’est-à-dire  que  lo  carré  de  la  somme  de  deux  quantités  se  compose  du 
carré  de  la  première  quantité , plus  le  carré  de  la  seconde,  plus  le 
double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi , soit  à former  le  carré  de  Sa5  -f-  8a’4;  on  a,  d’après  ce  qui 
vient  d’ètre  dit,  (Sa3  -j-  8a’4)  ’=  2oa6  -{-  80a!4  -j-  64ai4\ 

2°  Soit  à former  le  carré  d’une  différence  a — b. 

On  a (a  — b)  ’=  (a  — 2»)  (a  — à)  = «’  — 2oi  -[-  b1  ; 

c’est-à-dire  que  le  carré,  de  la  différence  de  deux  quantités  se  compose 
du  carré  de  la  premièiv,  plus  le  carré  de  la  seconde,  moins  le  double 
produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi  (7 a’4’  — 12a4’)  ’=  49 a>bi  — 163a345  -f- 144 a’4G. 

8“  Soit  proposé  de  multiplier  a -j-i  para  — b. 

On  a (a  -j-  b)  (a  — b)  =a’  — b ’.  Donc  la  somme  de  deux  quantités, 
multipliée  par  leur  différence , donne  pour  produit  la  différence  de  leurs 
carrés.  (C’est  le  théorème  démontré  n“  8.) 

Ainsi  (8n*  + 7a6’)  (8a3  — 7 a4’)  = 64a«  — 49a’4i. 

On  peut,  en  combinant  ces  différents  résultats,  trouver  les  pro- 
duits de  certains  polynômes  plus  promptement  que  par  le  procédé 
ordinaire.  Soit,  par  exemple,  à multiplier  5a3  — 4a4-{-34’  par 
Sa’  — 4 ab  — 34’;  si  l’on  remarque  que  la  première  de  ces  deux 
expressions  est  la  somme  de  deux  quantités  8a’  — 4a5  et  34’ , 
que  la  seconde  est  la  différence  de  ces  deux  mêmes  quantités,  on 
trouve  de  suite  pour  le  produit, 
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(Sa’  — 4afc)’ — (3 &’)’=  23a  4 — 40a’i  -f-  IGa’fc’  — 9fc«. 

20.  En  réfléchissant  sur  les  résultats  de  multiplication  que  l’on 
rient  d’obtenir,  onvoitqne  leur  composition,  ou  la  manière  dont 
ils  se  forment  à l’aide  du  multiplicande  et  du  multiplicateur,  est 
tout  à fait  indépendante  des  valeurs  particulières  qu’on  peut  attri- 
buer aux  lettres  a et  b qui  entrent  dans  les  deux  facteurs. 

En  principe,  la  manière  dont  un  produit  algébrique  se  forme  à l’aide 
de  ses  deux  facteurs,  s'appelle  la  loi  de  ce  produit ; et  cette  loi  reste  tou- 
jours la  même , quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  lettres  qui 
entrent  dans  les  deux  facteurs. 

21.  Enfin,  un  polynôme  étant  donné,  on  peut  quelquefois,  d’a- 
près son  inspection,  le  décomposer  en  facteurs,  ce  qui  est  souvent 
utile. 

Soit  le  polynôme  2oal  — 30 aé'b  lfia’i’  : il  est  évident  que  les 
facteurs  fi  et  a’  entrent  dans  chacun  de  scs  termes.  Ainsi , on  peut 
mettre  le  polynôme  sous  la  forme  Sa’  (Sa’  — 0 ab  -{-  3i’).  De  même, 
64a 't6  — 23a’i*  se  transforme  en 

(8a’i3  + Bail)  (8 a’P  — fiait). 

En  effet,  64a  <if;  et  25a’i8  étant  les  carrés  de  8a’i5  et  Sait , il  s’ensuit 
que  l’expression  proposée  est  la  différence  de  deux  carrés,  et  qu’elle 
est(n°  Indécomposable  dans  la  somme  des  racines  de  ces  carrés  , 
multipliée  par  la  différence  des  mêmes  racines. 

De  la  Dérision  algébrique. 

22.  La  division  algébrique,  comme  la  division  arithmétique  , a 
pour  but , étant  donné  un  produit  et  l’un  de  ses  facteurs,  de  trouver  le 
second  facteur. 

Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  monomes. 

72a5 

Soit  à diviser  72a5  par  8a3,  ce  quo  l’on  iudique  ainsi  : -g-  ■ 

ofr  * 

On  demande  une  troisième  quantité monome  qui,  multipliée  parla 
seconde,  reproduise  la  première.  Or,  d’après  les  règles  établies  pour 
la  multiplication  des  monomes,  la  quantité  cherchée  doit  être  telle 
que  son  coefficient,  multiplié  par  8 , donne  pour  produit  72  , et  que 
l’exposant  de  la  lettre  a dans  cette  quantité,  ajouté  à 3,  exposant 
de  la  lettre  a dans  le  diviseur,  donne  pour  somme  5 , exposant  du 
dividem}*  Ainsi,  l’on  obtiendra  celte  quantité  en  divisant  72 
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par  8 , et  retranchant  de  l’exposant  ii  l’exposant  3 , ce  qui  donne 
72/i5 

— = 9<r  ,*  et  en  effet  on  a 8a5  X Oa’  = 72a5. 
oa1 

On  a , d’après  les  mêmes  remarques , 

— — SSB  Sa’hc  ; et  en  effet  ,7 ai  X Sa’ic  = 3Sosfc’c  ; 


d’où  l’on  Toit  que,  pour  diviser  deux  raonomes  l’un  par  l’autre , il 
faut,  1°  diviser  les  deux  coefficients  l’un  par  l’autre  ; 2“  pour  les  lettres 
communes  au  dividende  et  au  diviseur,  écrire  chacune  d’elles  à la 
suite  du  coefficient,  en  l’affectant  d'un  exposant  égal  à l'excès  de  l’expo~ 
saut  du  dividende  sur  celui  du  diviseur;  3°  écrire  à la  suite  et  avec 
leurs  exposants  respectifs , les  lettres  qui  entrent  dans  le  dividende  sans 
entrer  dans  le  diviseur. 

On  trouvera , d’après  cette  règle , 


48  aW 
12a6’c 


ia'bcd, 


180  aWcd3 
30  aVd1 


Sa’àW. 


{Voyez  le  n°  24,  pour  le  cas  où  les  exposants  d’uno  même  letlro 
sont  égaux  dans  le  dividende  et  le  diviseur.) 

23. 11  résulte  de  la  règle  précédente  que  la  division  des  monomes 
est  impossible , premièrement , si  les  coefficients  ne  sont  pas  divisi- 
bles l’un  par  l’autre  ; en  second  lieu,  si  certains  exposants  sont  plus 
forts  au  diviseur  qu’au  dividende;  en  troisième  lieu,  si  le  diviseur 
renferme  une  ou  plusieurs  lettres  qui  ne  se  trouvent  pas  dans  le 
dividende.  Dès  qu’une  ou  plusieurs  de  ces  trois  circonstances  se 
rencontrent,  le  quotient  reste  sous  la  forme  d’un  monome  fraction- 
naire, c’est-à-dire  d’une  expression  monome  dans  laquelle  entre 
nécessairement  le  signe  algébrique  delà  division,  mais  qu’on  peut 
souvent  simplifier. 

Soit,  par  exemple,  12a56’cd  à diviser  par  8a’èc\ 

On  ne  peut  trouver  ici  pour  quotient  un  monome  entier,  c’est-à- 
dire  un  monome  débarrassé  du  signe  de  la  division  , parce  que  12 
n’est  pas  divisible  exactement  par  8,  et  qu’en  outre  l’exposant  do  c 
est  moins  grand  au  dividende  qu’au  diviseur.  Ainsi,  on  présentera 

le  quotient  demandé  sous  la  forme  ^ ~a  ^ Ç--,  mais  on  peut  simplifier 

celte  expression,  en  remarquant  quo  les  facteurs  4,  a’,  b,  etc. 


$ 
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étant  communs  nus  deux  termes  de  cette  fraction , rien  n’empêche 
de  les  supprimer  ; et  l’on  a pour  résultat 

En  général,  pour  simplifier  un  monome  fractionnaire  , il  faut, 
1°  supprimer  le  plus  grand  facteur  commun  aux  deux  coefficients  ;2°  re- 
trancher le  plus  petit  des  deux  exposants  d'une  même  lettre,  du  plus 
grand,  et  écrire  la  lettre  affectée  de  cette  différence  d’exposants , dans 
celui  des  deux  termes  de  la  fraction  où  l’exposant  était  le  plus  grand ; 
3°  écrire  les  lettres  non  communes,  arec  leurs  exposants  respectifs,  dans 
celui  des  deux  termes  de  la  fraction  où  ces  lettres  entraient. 

On  trouvera  d’après  celte  nouvelle  règle, 

48a*frc«P  W-  37oèW  37frc  7 a'b 1_ 

üüa’jtPc’t/o  Zbce  ’ Üo’èc'irf’  ==3 6aJd  ’ Halb*  2 ab‘ 


Dans  le  dernier  exemple,  comme  tous  les  facteurs  du  dividende 
se  trouvent  au  diviseur,  le  numérateur  se  réduit  à l’unité,  parce 
que  cela  revient  à diviser  les  deux  termes  do  la  fraction  par  le  nu- 
mérateur. 

24.  Il  arrive  souvent  que  les  exposants  de  certaines  lettres  sont 
les  mêmes  au  dividende  qu’au  diviseur. 

Soit,  par  exemple , à diviser  24 a36’  par  8o’i’;  comme  la  lettre  b 
est  affectée  du  même  exposant , le  quotient  ne  doit  pas  la  renfer- 
24a3*’ 

mer,  et  l’on  a 3a.  Mais  on  remarque  que  ce  résultat  Sa 


peut  être  mis  sous  une  forme  propre  à conserver  la  trace  de  la 
lettre  b qui  a disparu  par  l’effet  de  la  réduction. 


En  effet,  si  l’on  applique, 


des  exposants  (n°  22),  il  vient  — b°.  Ce  nouveau  symbole  b°  indi- 

que (n°  2)  que  la  lettre  entre  0 fois  comme  facteur  dans  le  quotient, 
ou,  ce  qui  revient  an  même,  qu’elle  ne  doit  pas  y entrer;  mais  il 
indique  en  même  temps  qu’elle  entrait  dans  le  dividende  et  le  di- 
viseur, et  qu’elle  a disparu  par  l’effet  de  l’opération.  Ce  symbole  a 
l’avantage  de  conserver  la  trace  d’un  nombre  qui  faisait  partie  de 
la  question  que  l’on  avait  en  vue  de  résoudre,  sans  changer  pour 

cela  en  rien  le  résultat  ; car,  puisque  b°  provient  de  qui,  d’ail- 
leurs est  égal  à 1 , il  s’ensuit  quo  3 ab°  équivaut  à 8a  X 1 ou  3a. 


54 

Do  même 


DIVISION 


lSa-43c’ 

«Ja’èc1 


! îar'h'c°  = 84\ 


Comme  il  importe  d’avoir  des  notions  exactes  snr  l'origine  el  la 
signification  des  symboles  employés  en  Algèbre,  nous  nous  propo- 
serons de  faire  voir  qu’en  général,  toute  quantité  b,  affidée  de  Ver- 
jmant  o,  équivaut  à 1,  c'est-à-dire  que  Von  a 

a°  — 1. 


En  effet,  celte  expression  provient,  comme  nous  venons  de  le 
dire,  do  ce  que  a est  affecté  du  même  exposant  au  dividende  et  au 

diviseur  d’une  division  indiquée.  Ainsi  l’on  ao°  = ^ (>»  désignant 

pour  plus  de  généralité  le  nombre  entier  qui  sert  d’exposant  à o). 
Mais  le  quotient  de  toute  quantité  divisée  par  elle-même  est  1 ; 

donc  — - = 1 ; donc  aussi  l’on  a a0  = 1. 
a"'  ’ 

Le  symbole  a0  n’est,  nous  le  répétons,  employé,  par  convention, 
que  pour  conserver  dans  le  calcul  la  trace  d’une  lettre  qui  entrait 
dans  l’énoncé  d’une  question,  mais  qui  doit  disparaître  par  l’effet 
d’une  division;  et  il  est  souvent  nécessaire  de  conserver  cette  trace. 


DIVISION  DE  DIVX  POLYNOMES. 

28.  Soit  à diviser  ëla’é’-J-  lOa1'*  — ■48a36 — 1 par 
■5u4  — 5o’  -f-  34’. 

Pour  suivre  plus  facilement  les  calculs,  on  peut  les  disposer 
ainsi  : 

Sla'i’-f-lOo*  — 48a54  — 1844-f4a4}  ) iab  — lia»  -f  36- 

-(-  Sa'b  — 10a  4 -j-  6a’4’  1 — 2o’-j-8a4  — 84’ 

f 87o’4’  — -lüa‘4—  1844  -)-  éab' 

— 32a’4’ 40a’4—  24a43 
28a’4’  — 1 844  — 20a4J 

+ 20o4'  — 2Sa’4’-f1544 

- 

Le  but  do  celte  opération  est,  comme  nous  l’avon9  déjà  dit 
(n°22),  de  trouver  un  troisième  polynôme  qui,  multiplié  par  le  second, 
reproduise  le  premier. 

II  résulte  de  cette  définition  et  de  la  règle  établie  (n°  17)  pour  la 
multiplication  des  polynômes,  que  le  dividende  est  l’assemblage, 
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par  addition  et  après  réduction,  des  produits  partiels  de  chncnn  des 
termes  du  diviseur,  multiplies  par  chacun  des  termes  du  quotient 
cherché.  Cela  posé,  si  l'on  pouvait  découvrir,  dans  le  dividende,  un 
ternie  qui  provint,  sans  réduction,  de  la  multiplication  de  l’un  des 
termes  du  diviseur  par  l’un  des  termes  du  quotient , alors , en  divi- 
sant l’un  par  l’autre  ces  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur, 
on  serait  sûr  d’obtenir  un  terme  du  quotient  cherché. 

Or,  d’après  la  troisième  remarque  du  n°  18,  le  terme  10a  ' affecté 
du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a,  provient,  sans  réduction , de  la 
multiplication  des  deux  termes  du  diviseur  et  du  quotient,  affectés 
respectivement  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre.  Donc,  en 
divisant  le  terme  lOa1*  par  le  terme  — 5a’  du  diviseur,  on  sera  cer- 
tain d’avoir  un  terme  du  quotient  cherché.  Mais  il  se  présente  ici 
une  difficulté,  c’est  de  déterminer  le  signe  dont  le  terme  du  quo- 
tient doit  être  affecté.  Pour  ne  pas  être  arrêté  dorénavant  à ce 
sujet , nous  allons  établir  une  règle  qui  sera  la  règle  des  signes  de  la 
division. 

Comme,  dans  la  multiplication,  le  produit  de  deux  termes  de 
même  signe  est  affecté  du  signe  -j-,  et  que  le  produit  de  deux  termes 
de  signes  contraires  est  affecté  du  signe  — , on  peut  conclure, 
1°  que,  si  le  terme  du  dividende  a le  signe  -f-,  et  celui  du  diviseur 
le  signe-}-  , Je  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  -}-;  2°  que  si 
le  ternie  du  dividende  a le  signe  -}-  et  le  terme  du  diviseur  le 
signe  — , le  termo  du  quotient  doit  a voir  le  signe  — , parce  qu’il  n’y 
a que  le  signe  — qui,  combiné  par  multiplication  avec  le  signe  — 
du  diviseur,  puisse  reproduire  le  signe -}- du  dividende;  3°  que 
si  le  terme  du  dividende  a le  signe  — et  le  terme  du  diviseur  le 
signe  -f-,  le  quotient  doit  avoir  le  signe  — ; 4°  enfin,  si  le  dividende 
a le  signe  — et  le  diviseur  le  signe  — , le  quotient  doit  avoir  le 
signe-}-. 

En  résumant,  on  voit  que  cela  revient  à dire  : 

Si  les  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur  sont  de  même  signe, 
le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  -}-,•  et  s'ils  sont  affectés  de  signes 
contraires,  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  — . On  dit  encore,  par 
abréviation, 

-j-  divisé  par-}-,  et  — divisé  par — , donnent-}-; 

— divisé  par-}-,  et -{-divisé  par  — , donnent  — . 

Devenons  à notre  objet. 
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Dans  l’exemple  proposé,  10«4  cl  — Sa1  étant  affectés  de  signes 
contraires,  leur  quotient  doit  avoir  le  signe  — ; d’ailleurs  10a* 
divisé  par  5a’  donne  2a’  (n°  22);  donc  — 2a’  est  un  terme  du  quo- 
tient cherché.  Après  l’avoir  écrit  au-dessous  du  diviseur,  on  mul- 
tiplie chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce  terme,  puis  on  soustrait 
le  produit  — 8a56-j-  lOa*  — 6 a’6’,  du  dividende,  ce  qui  se  fait  en 
écrivant  ce  produit , avec  des  signes  contraires,  au-dessous  du  divi- 
dende, et  en  opérant  la  réduction.  Il  vient  ainsi  pour  résultat  de  la 
première  opération  partielle , 

87a’6’  — 40a3i  — 1564  -f  kab\ 

Ce  résultat  se  compose  des  produits  partiels  de  chacun  des  termes 
du  diviseur  par  chacun  des  termes  qui  restent  à déterminer  nu  quo- 
tient. On  peut  donc  le  regarder  comme  un  nouveau  dividende,  et 
raisonner  sur  lui  commesurlcdlvidcnde  proposé.  On  est  ainsi  conduit 
à prendre,  dans  ce  résultat , le  terme  — -tOa’ê,  affecté  du  plus  haut 
exposant  de  a,  et  à le  diviser  par  le  même  terme  — 8a’  du  diviseur. 
Or,  d’après  les  principes  précédents,  — 40a36  divisé  par  — 8a’,  donne 
pour  quotient  -{-  8a6,  nouveau  terme  qu’on  écrit  à la  droite  du 
premier.  Multipliant  chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce  terme,  et 
écrivant  les  produits  avec  des  signes  contraires,  au-dessous  du 
second  dividende,  pnis  faisant  la  réduction,  on  trouve  pour  ré- 
sultat de  la  seconde  opération , 

28a’l’  — 1564  — 20a63  ; 

divisant  encore  2Sa’6’  par  — 8a’,  on  a pour  quotient,  — 86’  qui 
forme  le  troisième  terme  du  quotient.  Multipliant  le  diviseur  par 
ce  terme,  et  écrivant  les  termes  du  produit,  avec  des  signes  con- 
traires, au-dessous  du  troisième  dividende,  puis  faisant  la  réduc- 
tion , on  obtient  pour  résultat  0.  Donc  — 2a’  -f-  8a6  — 86’,  ou 
8 ab  — 2a’  — 86’,  est  le  quotient  demandé;  ce  qu’on  peut  d’ailleurs 
vérifier  en  multipliant  le  diviseur  par  ce  polynôme  : le  produit 
effectué  doit  être  égal  au  dividende. 

En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  précédents,  on  voit  que, 
comine,  dans  chaque  opération  partielle,  on  est  obligé  de  recher- 
cher le  terme  du  dividende  affecté  du  plus  haut  exposant  de  l’une 
des  lettres , et  de  le  diviser  par  le  terme  du  diviseur  affecté  du  plus 
haut  exposant  do  la  même  lettre,  on  éviterait  celte  recherche,  si 
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l’on  avait  le  soin  décrire  a priori  les  termes  du  dividende  et  du  divi- 
seur, de  manière  que  les  exposants  d'une  même  lettre  allassent  en  dé- 
croissant de  gauche  à droite.  C’est  ce  qu’on  appelle  ordosvrr  le  divi- 
dende et  le  diviseur  par  rapport  à une  même  lettre.  Au  moyen 
de  cette  préparation , le  premier  terme  à gauche  du  dividende,  et 
le  premier  terme  à gauche  du  diviseur,  sont  toujours  les  deux  termes 
qu’il  faut  diviser  l’un  par  l’autre,  pour  avoir  un  des  termes  du 
quotient  ; et  il  en  est  de  même  dans  toutes  les  opérations  suivantes 
parce  que  les  quotients  partiels  et  les  produits  du  diviseur  par  ces 
quotients  sont  continuellement  ordonnés. 

Voici  le  tableau  des  calculs  de  l’exemple  précédent,  après  que 
l’on  a ordonné  les  deux  polynômes, 

10a4  — 48u36  -f  Blo’i’  -f  M?  — 1364  ) — 3a»  -f-  iab  -f  36» 
— 10a4  -f-  8a36 -f"  6a’6’  ) — 2a’  -J-8a6  — 36’ 

— -iO«J6  -j-  57a  V -{-  4o63  — 1364 
4~  40a36  — 32a,6:l  — 24a63 

4-  28a’6>  — 20a63  — 1564 
— 25a’6’4-20a634-  1864 
0. 

28.  De  là  on  peut  conclure  la  règle  suivante  pour  diviser  deux 
polynômes  l’un  par  l’autre  : Aptes  avoir  ordonné  le  dividende  et  le 
diviseur  par  rapport  à une  même  lettre,  divises  le  premier  terme  à 
gauche  du  dividende  par  le  premier  terme  à gauche  du  diviseur,  vous 
obtenez  ainsi  le  premier  terme  du  quotient  ; multiplies  le  diviseur  par 
ceterme,  et  retranches  le  pivduit  du  dividende  proposé.  Divises  ensuite 
le  premier  terme  du  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur,  vous  obtenez 
ainsi  le  second  terme  du  quotient;  multiplies  le  diviseur  parce  second 
terme,  et  retranches  le  produit , du  résultat  de  la  première  opération. 
Continues  ainsi  les  opérations,  jusqu’à  ce  qu’en/in  vous  obteniez  pour 
résultat  0 : auquel  cas,  la  divistos  est  dite  exacte. 

Lorsque  le  premier  terme  du  dividende  ordonné  n’est  pas  exac- 
tement divisible  (n°  23)  par  le  premier  terme  du  diviseur  aussi 
ordonné , c’est  un  signe  que  la  division  totale  est  impossible,  c’est- 
à-dire  qu’il  n’y  a pas  de  polynôme  entier  qui,  multiplié  par  le 
diviseur,  puisse  reproduire  le  dividende.  Et , en  général,  on  recon- 
naît qu’une  division  est  impossible,  lorsque  le  premier  terme  de  l'un 
dos  dividendes  partiels  n’est  pas  divisible  par  le  premier  terme  du 
diviseur. 

ALGtSRE.  3 « 
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27.  Nous  remarqueront,  en  passant,  que,  s’il  y a quelque  ana- 
logie entre  la  division  arithmétique  et  la  division  algébrique  , par 
rapport  à la  manière  dont  les  calculs  sont  disposés  et  effectués,  elles 
ont  entre  elles  cette  différence  essentielle,  que,  dans  la  division 
arithmétique,  les  chiffres  du  quotient  s’obtiennent  par  tâtonne- 
ment , tandis  que,  dans  la  division  algébrique , le  quotient  que  l'on 
obtient  en  divisant  le  premier  terme  d’un  dividende  partiel  par  le 
premier  terme  du  diviseur,  est  toujours  un  des  termes  du  quotient 
cherché.  Si  cette  division  partielle  ne  peut  s’effectuer,  on  doit  con- 
clure tout  de  suite  que  la  division  totale  est  impossible.  Sous  ce 
rapport,  la  division  algébrique  est  plus  simple  que  la  division 
arithmétique. 

En  outre,  rien  n’empècherait  do  commencer  l’opération  par  la 
droite,  au  lieu  de  la  commencer  parla  gaucho,  puisque  alors  ce 
serait  opérer  sur  les  termes  affectés  des  plus  faibles  exposants  de 
la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  a ordonné.  Dans  la  division  arith- 
métique , on  ne  peut  trouver  le  quotient  qu’en  commençant  par  la 
gauche. 

Enfin,  telle  est  l’indépendance  des  opérations  partielles  que  com- 
porte le  procédé,  qu’après  avoir  soustrait  du  dividende  total  le 
produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  trouvé  au  quotient , tous- 
traction  indispensable,  on  peut,  à la  seconde  opération,  diviser  l’un 
par  l’autre  les  deux  termes  du  nouveau  dividende  et  du  diviseur, 
affectés  du  plus  haut  exposant  d’une  lettre  différente  de  celle  que 
l’on  avait  considérée  d’abord , et  l’on  obtiendra  encore  un  des  ter- 
mes du  quotient  qui  restent  à déterminer.  Si  l’on  conserve  la  même 
lettre,  c’est  parce  qu’il  n’v  a pas  de  raison  pour  en  changer,  et  que 
les  deux  polynômes  étant  déjà  ordonnés  par  rapport  à la  première 
lettre,  les  premiers  termes  à gauche  dans  le  dividende  et  le  diviseur 
sont  propres  à donner  un  terme  du  quotient , tandis  que , si  l’on 
changeait  la  lettre,  il  faudrait  chercher  do  nouveau  les  termes 
affectés  du  plus  haut  exposant  de  celte  lettre. 

Second  exemple. 

28.  Diviser  21*3y’  -{-  25j*y3  -j-  08ryt  — 40ys  — 86jJ  — 18 *4y 

par  By’  — 8r*  — 6xy. 

Voici  le  tableau  des  calculs,  en  ordonnant  par  rapport  à y.* 
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— 40y5-{-68j'yii-J-2Si:,y,-^-21  jt3y* — 18-r‘y — 80x!  1 By’ — fuy — 8jr’ 

— { — 40y5 — 48.ry5 — 04x’y3  j — 8y3-|-4»y’ — 8x’y-j-7x3 

I"  reste.  2 0-ry  * — 39*’y5-p2 1 ^3y’ — I8ariy — S6-c5 

—20*y4-|-24x’y’'-{-3SLr3y’ 

2*  reste. ...  - 13xy-j-ü3.zV— lüjiy— 60-^ 

-|-1 5jr’y3 — 1 8jr3y’ — 24x4y 

3”  reste -j-33.r3y’ — 42x'>y — BCx5 

— 3Sx3y’-j-42zty-{-B8xï 
reste  final Ü 

Comme  il  importe  aux  commençants  de  se  familiariser  arec  les 
opérations  algébriques,  cl  surtout  de  calculer  promptement,  nous 
allons  traiter  de  nouveau  le  dernier  exemple  , en  indiquant  les  sim- 
plifications qu’il  est  à propos  d’introduire. 

Elles  consistent,  comme  en  Arithmétique,  à soustraire  du  divi- 
dende chaque  produit  partiel , immédiatement  après  avoir  formé 
ce  produit. 

— 4Oy5-j-08ry<-4-2H:r,y3  (-21*3yJ— 18x<y— 88js)  8y*— 8xy  — 8x» 

l*r  reste.  .-j-2üxyl— 39.r’y3  j-2 1 x3y* — 1 8x*y — S6x5 1 — 8y3-j-  4xy* — 3x’y-[-7x3 

2’ reste... — lBx’y’-i-Bilx’y* — Hlx'iy — 88x* 

3e  reste. .. . -j-SBj^y3— 42j-iy — 50x5 
reste  final. . , . ü 

Si  l’on  divise  d’abord  — 40y5  par  By’,  il  vient  pour  quotient, 

— - 8y3.  Multipliant  By’  par  — 8y3 , on  a — 40y5,  qui,  changé  de 
signe,' donne  -|-40y!,  ternie  qui  détruit  le  premier  terme  du  di- 
vidende. 

De  même,  — 8xy  X — %3  donne -f-,  et  pour  la  soustraction, 

— 48xy4 , qui , réduit  avec  -f-  G8xy4  , donne  pour  reste  -j-  20.ry4. 
Enfin,  — 8r"  X — 8y3  donne  -{-,  et  pour  la  soustraction,  — 64x’y5 
qui,  réduit  avec  -}-  23x’y3 , donne  — 39z’y3.  Le  résultat  de  la  pre- 
mière opération  est  donc  -}-  20xy '*  — 89x’y3  suivi  des  autres  ter- 
mes du  dividende  qui  n’ont  pas  été  réduits  avec  les  produits  partiels 
déjà  obtenus. 

On  opère  sur  le  nouveau  dividende  commo  on  a opéré  sur  le  divi- 
dende primitif,  et  ainsi  de  suite. 
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Troisième  exemple. 

Soit  à diviser  95a  — 73a’  -J-  56a*  — 25  — 69a5 
par  -_3a’-f5  — lla-f7a3. 

86a*  — 59a3  — 73a’ -f  95a  — 25 ) 7 a5  — 3a’  — lia  -f-  B 
1 " reste. ...  — 35a’  -f- 1 oa’  -j-  55a— 25  ) 8a  — 5 ' 

2°  reste....  0 ~ 

29.  Il  peut  arriver  que  l’un  des  polynômes  proposés,  ou  tous  les 
deux,  renferment  plusieurs  termes  affectés  d’une  même  puissance 
delà  lettre  par  rapport  à laquelle  on  veut  ordonner. 

Comment  doit-on , dans  ce  cas , disposer  les  polynômes  et  effec- 
tuer la  division  ? 

Soit  à diviser 

lla’J — 19a6c-{-  10a3 — 1 8a’c  -f-  Sa  J’  -{-  186c’  — 86*0 
par  5a’  -j-  3 ab  — B6c. 

On  remarque  que  les  deux  termes  1 la7b— 1 5a’c  peuvent  être  mis 
sous  la  forme 

(116— 18c)  a7,  ou 

en  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  a’,  et  plaçant  à gauche,  dans 
une  même  colonne  verticale,  l’ensemble  des  quantités  qui  multi- 
plient cette  puissance;  ce  polynôme  multiplicateur  s’appelle  alors, 
par  extension  (n°  2) , le  coefficient  de  a 

[Cette seconde  manière  de  réunir  les  termes  affectés  d’une  même 
puissance  est  préférable  à la  première,  sous  deux  rapports  : 1“  parce 
que,  s’il  y a beaucoup  de  termes  dans  le  dividende  et  le  diviseur , 
on  a de  la  peine  à les  faire  tous  tenir  sur  une  même  ligne  horizon- 
tale; 2°  parce  que,  comme  le  coefficient  de  chaque  puissance  doit 
être  lui-même  ordonné  par  rapport  à une  seconde  lettre , on  est 
obligé,  si  le  premier  terme  est  soustractif,  de  faire  éprouver  aux 
termes  une  modification  qui  peut  induire  en  erreur  lorsqu’on 
emploie  la  première  manière.  Soit,  par  exemple,  l’expression 
— 1 86’a’  7 bca7  — 8c’a’,*  la  modification  consiste  à mettre  cette 

expression  sous  la  forme 

_ (186*  — 76c  + 8c’)  a’..,.(n°13); 
nu  lieu  que  parla  seconde,  on  l’écrit  ainsi  : — 186’  a’ 

-f-  76c 
— 8c’ 


,u 


116  a’, 

15c 
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et  de  celte  manière,  on  a l’avantage  de  conserver  à chaquo  terme  le 
signe  dont  il  était  d’abord  affecté.  ] 

Pareillement,  — 19a6c  4“  Soi’  s’écrira  -{-  35*  I a. 

— 196c  I 


Cela  posé,  voici  comment  on  effectuera  l’opération  : 


10a5+116 

a*-j—  36’ 

a — 56,c-f-156c’) 

-15c 

—196c 

i 

1"  reste,  -j-  86 
—15c 

a’4-  86’  i 
— 96c 

a — 86’c-j-186ca 

2*  reste....  0 


5q’-f36a-56c 
2a-{-  6 — 3c 


Divisant  d’abord  10a5  par  Sa1 , on  a 2a  pour  quotient. 

Retranchant  le  produit  du  diviseur  par  2a,  ou  obtient  un  pre- 
mier reste.  Divisant  la  partie  affectée  de  a’ dans  co  reste  par  Sa’, 
on  a pour  quotient  6 — 3c.  Multipliant  successivement  chaquo 
partie  du  diviseur  par  6 — 3c,  et  retranchant  chaque  produit, 
on  trouve  pour  résultat  0.  Donc  2a  6 — 3c  est  le  quotient 
demandé. 

Pour  nous  rendre  compte  d’une  manière  générale  du  cas  précé- 
dent, qui  est  le  plus  compliqué  de  la  division,  désignons  le 
dividende  par  A -{-  Ba3  -j-  Co’  DA  — {—  E , et  le  diviseur  par 
AV  + B'a+C'. 

[C’est  un  usage  en  Algèbre,  lorsqu’il  doit  entrer  dans  une  ques- 
tion un  grand  nombre  de  quantités,  d’en  désigner  d’abord  un  cer- 
tain nombre  par  des  lettres  différentes;  et,  pour  ne  pas  trop  multi- 
plier le  nombre  de  lettres,  de  désigner  les  autres  parles  mêmes 
lettres  accentuées. Les  accents  se  prononcent/>ri»ie,  seconde, 

tierce.] 

Dans  ces  deux  polynômes,  chacun  des  coefficients  A,  B,  C,  D,  E, 
A',  B',  C',  désigne  l’assemblage  de  plusieurs  termes.  Ainsi , Aai  re- 
présente toute  la  partie  du  dividende  affectée  dca<,  et  ainsi  des 
autres.  Cela  posé,  puisque  le  plus  haut  exposant  de  a est  4 dans  le 
dividende  et  2 dans  le  diviseur  , il  doit  aussi  être  égal  à 2 dans  le 
quotient,  qui  est  alors  de  la  forme  A"a’-|-B"o-j-C".  Pour  détermi- 
ner la  partie  de  ce  quotient  affectée  delà  plus  haute  puissance,  on 
remarque  que  le  produit  des  deux  parties  AV  et  A'V  ne  peut 
éprouver  aucune  réduction  avec  les  autres  produits  du  diviseur 
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par  le  quotient,  et  par  conséquent  doit  cire  égal  à la  partie  AV  du 
dividende,  affectée  de  la  plus  haute  puissance.  Donc  réciproque- 
ment, si  l’on  divise  A V par  AV,  on  doit  avoir  la  partie  A'V  du 
quotient;  cela  revient  à diviser  A par  A',  puisque  o 4 divisé  par  a’ 
donne  a’.  Si  A et  A'  sont  eux-mêmes  des  polynômes  composés  d’une 
ou  de  plusieurs  lettres , on  agit  sur  eux  ainsi  qu’il  a été  dit  précé- 
demment, ce  qui  exige  qu’on  ordonne  d’abord  les  deux  polynômes 
par  rapport  à l’une  des  lettres  qui  y entrent.  Voilà  pourquoi  nous 
avons  dit  plus  haut  qu’en  écrivant  les  termes  affectés  d’une  mémo 
puissance  dans  une  colonne,  il  faut  avoir  soin  de  les  ordonner  par 
rapport  à une  seconde  lettre;  on  les  ordonnerait  même  par  rap- 
port à une  troisième  lettre , si  plusieurs  termes  d’une  colonne  ren- 
fermaient un  même  exposant  de  la  seconde  lettre. 

La  partie  A'V  étant  obtenue,  on  multiplie  chacune  des  parties 
du  diviseur  par  A'V,  et  l’on  retranche  au  fur  et  à mesure  les  pro- 
duits partiels  qu’on  obtient,  ce  qui  donne  un  premier  reste  sur  le- 
quel on  opère  comme  sur  le  dividende  proposé. 

Voici  deux  nouveaux  exemples  du  cas  qui  nous  occupe.  (On  a eu 
soin  d’y  joindre  les  divisions  partielles  que  nécessite  l’opération 
principale.) 


12*’ 
— 29ôc 
+ 15c’ 

<.4-236’ 
— 316’c 
— 96c’ 
+18c3 

a’ -f-1 06  > 

— 66’c’ 

a \ 36 

f — 8c 

a-f-  26’ 

( 4b 

) — 3c 

a’+B6’ 
— 3c’ 

a 

-j-1863 

a’  + 1064 

a 

— 2o6’c 

— 66’c’ 

— 96c’ 

-{-18c3 

0 


Première  division  partielle. 
126’-296c-flBc’  ) 3b -6e 
— 96c-fl8c’  ) 4b — 3c 
O 

Deuxième  division  partielle. 

ISA3  — Soê’c  — 96c’ -f  1 Bc3  ) 36  — 5c 
— B6c’-f-18c3  ) 86»  — 3c’ 
0 


t 


Digitized  by  Google 


43 


DES  POLYNOMES. 


2°  66 

— 10 


#4—  7 6’ 
+236 
-20 


36’ 

+226’ 
—316 
+ 5 


o’+46’ 

—96’ 

+86 

—5 


a+è»_26)  36'a+6* — 26 

-s|  

2a’ — 36  a+46  a+l' 
+4  -1 


—9  b 
+276! 
—20 


+126* 

—236 

+ 5 


a’ 


+36 1 a+6’ — 26 
— 3 


0 

Première  division  partielle. 

66—  10  I 36  — 8 

0 | 2 

Deuxième  division  partielle. 

— 96’ + 276  — 20  ) 36  — 8 


+ 126  — 20  ) — 36  + 4 
0 

Troisième  division  partielle. 

126’  — 236  + 8 \ 36—8 
— 36  + 8 ) 46—1 


Quatrième  division  partielle. 

36  — 8 ) 36-8 

30. 11  existe  un  nuire  cas  asseï  important  dans  la  division  algé- 
brique ; c’est  celui  où  le  polynôme  dividende  contient  une  ou  plusieurs 
lettres  que  ne  renferme  pas  le  diviseur.  On  pourrait  ordonner  les 
deux  polynômes  par  rapport  à l’une  dos  lettres  communes,  et  faire 
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la  division  comme  à l'ordinaire.  Mais  il  y a nn  moyen  beaucoup 
plus  simple  d’obtenir  le  quotient. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  dividende  contienne  diverses 
puissances  de  la  lettre  a , et  que  cette  lettre  n’entre  pas  dans  le  di- 
viseur (on  dit  alors  que  celui-ci  est  indépendant  de  a).  En  ordon- 
nant le  dividende  par  rapport  à a,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme 
Aa* -f-  Ba3 -{-  Ca’  Da  -j-  E,  4 étant  supposé  le  plus  haut  exposant 
de  a dans  ce  polynôme;  A,  11,  C,  D,  E,  sont  des  monomes  ou  poly- 
nômes qui  ne  renferment  pas  a.  Soit  d'ailleurs  M le  polynôme  di- 
viseur, indépendant  de  a. 

Cela  pose,  puisque  le  diviseur  multiplié  par  le  quotient  doit  re- 
produire le  dividende,  et  que  le  diviseur  M ne  contient  pas  a,  il 
est  clair  que  le  quotient  doit  être  un  polynôme  affecté  des  mêmes 
puissances  de  la  lettre  a,  que  celles  qui  se  trouvent  dans  le 
dividende.  Ainsi  ce  quotient  est  nécessairement  de  la  forme 
A ’at  B'a3  -J-  C'a’  -j-  D'a  -j-  E'.  Or,  si  l’on  conçoit  que  ce  quotient 

soit  trouve,  et  qu’on  ait  multiplié  successivement  le  diviseur  tout 
entier  par  chacune  des  parties  A'a'<,  B'a3,  C'a’.... , les  produits  se- 
ront A'Ma* , B'Ma3,  C'ÎIa’.... , et  comme  ils  ne  peuvent  éprouver 
entre  eux  aucune  réduction , puisque  la  lettre  ordonnatrice  y est 
affectée  d’un  exposant  différent,  ils  doivent  être  respectivement 
égaux  aux  termes  A a'< , Ba3,  Ca’....,  du  dividende. 

Ainsi  l’on  a 

A'M  = A,  d’où  A'  = A : M, 

B'M  — B , d’où  B'  = B : M , 

C'M  «=  C,  d’où  C'  = C : M, 

et  ainsi  de  suite;  d’où  l’on  déduit  cette  proposition  générale. 

Pour  qu’un  polynôme  ordonné  par  rapport  à une  certaine  lettre , 
soit  exactement  divisible  par  un  polynôme  isdCperdart  de  cette  lettre , 
il  faut  que  chacun  des  coefficients  des  diverses  puissances  du  premier  po- 
lynôme soit  exactement  divisible  par  le  second.  Les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  la  lettre  dans  le  quotient,  ne  sont  autre  chose  que 
les  quotients  successifs  de  la  division  des  coefficients  du  polynôme  divi- 
dende par  le  polynôme  diviseur. 

Soit  à diviser  le  polynôme 

S a’i3  — Saùc3  — 2 i3c’  -J-  J3  — 3a’6c’  -{-  3a63c  — a’c3  -j-  bc  4 -j-  a’i’c 
par  i’  — c’. 

Le  dividende  ordonné  par  rapport  à a,  peut  être  mis  sous  la  forme 


Digitized  by  Google 


DES  POLYNOMES. 


45 


(365  -f  b'o  — 8 bc'  — c5)  a1  -f  (365c  — 36c5)  a -f  65  — 26  V -f  - 6e<  ; 
effectuant  les  trois  divisions  partielles  marquées  par 

36»  h'c  — 36  c’  — c5  865c  — 36c5  65  — 26V  -f-  6c  4 

61 — c1  * b'  — c * ’ 6*— c*  * 

on  trouve  pour  quotients  , 36  -{-  c , 36c,  65  — 6c’  ; ainsi  l'on  a pour 
le  quotient  total , (36  c)  o’  -J-  36co-j-  65  — 6c1. 

Les  deux  derniers  quotients  36c  et  65  — 6c1  peuvent  s’obtenir 
plus  aisément  que  par  le  procédé  ordinaire,  si  l’on  observe,  1°  que 
36 3e  — 36c5 équivaut  (n°  21)  à 36c  (61  — e1);  2°  que  65 — 26V-f-6c4 
équivaut  à 6 (6*  — 26’c1  -j-  ci) , ou  6 (61  — c1)3 , (n°  1 9). 

Nous  observerons,  à ce  sujet,  que , s’il  existe  des  règles  généra- 
les pour  effectuer  toutes  les  opérations  , ces  règles  peuvent  souvent 
être  simplifiées  ; et  il  ne  faut  jamais  négliger  d’employer  ces  simpli- 
fications , lorsque  l’occasion  s’en  présente.  On  no  s’en  conforme 
que  mieux  à l’esprit  du  langage  algébrique. 

81.  Parmi  les  différents  exemples  de  division  algébrique,  il  en  est 
un  remarquable  par  ses  applications  , et  qui  se  rencontre  si  souvent 
dans  la  résolution  des  questions,  que  les  algébristesen  ont  fait  une 
espèce  de  théorème.  On  a vu  (n°*  5 et  19)  que  (a-{-6)  (o  — 6)  donne 
pour  produit  o1  — 6*/  donc,  réciproquement  o1  — 61  divisé  par 
a — 6,  donne  a-f-  6 pour  quotient. 

En  divisant  également  o5  — P par  a — 6,  on  trouve  un  quotient 
exact  et  égal  à o1  a6  -}-  6’. 

De  même,  a 4 — 6*  divisé  par  a — 6,  donne  pour  quotient 
o5  -j-  o’è  -j-  o6’  -j-  è5. 

Ce  sont  des  résultats  qu’on  peut  obtenir  en  suivant  le  procédé 
ordinaire  de  la  division  ; et  l’analogie  porte  à conclure  que,  quel- 
que grand  quesoit  l’exposant  qui  affecte  les  deux  lettres  a et  6,  la 
division  se  fait  encore  exactement  ; mais  l’analogie  n’est  pas  une 
certitude  rigoureuse.  Pour  acquérir  cette  certitude , désignons  par 
m l’exposant,  et  essayons  la  division  de  o”  — 6”  par  a — 6. 


am  — 6"‘  ) a — 6 

Ie'  reste -j-o’"-  ’6  — 6"  j a™-*  ’ 

ou  bien,  6(a"-' — bm~l). 


Divisant  d’abord  am  par  a,  on  a pour  quotient  o™- d’après  la 
règle  des  exposants  (n°  22).  Le  produit  de  a — 6 par  a"~ ' étant 
soustrait  du  dividende,  on  a pour  premier  reste  a"-1  6 — 6"  , expres- 
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sion  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme  A (am~‘  — A"-1  ).  D’où  l’on 
voit  quo,  si  l’on  suppose  a"*”1  — A"*-1 1 divisible  exactement  par 
a — b,  il  en  est  de  même  de  «"*  — bm  ; ce  qui  veut  dire  que , si  la 
différence  des  puissances  semblables  d'un  certain  degré  de  deux 
quantités,  est  divisible  exactement  par  la  différence  de  ces  mêmes 
quantités , la  différence  des  puissances  d’un  degré  plus  grand  d’une 

5» 

unité  est  aussi  divisible.  Or , ^ g-donno  un  quotient  exact  et 

a3 fcî 

égal  à a -j-  6 ; donc ^ donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

(ai h') 

+ i — ou  a’-J-i  (a-J-i),  ou  bien  encore,  a1  -f-  ab  -f-  A’. 

Pareillement , ^ — donne  un  quotient  exact  et  égal  & 

a3  -f-  A , ou  a3  -J- A (a* -J- aA -J- A*),  ou  a3  a’A -f- aA*  A3; 


, a"  — A" 

et  en  general , — donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

am~l 1 a *•“■  A -j-  a*~ ’ A*  -}-  abm~~'  -f-  bm~‘. 

L’exactitude  de  cette  proposition  se  vérifie  à posteriori , en  effec- 
tuant la  multiplication 


(o"-> a™-*  A o'*-*  A’  -f- ....  -j-  aA"*-’  -f*  A"*-1)  (o  — A).  . 

On  reconnaît  que  les  produits  partiels  a"  et  — A"  sont  les  seuls 
qui  ne  se  détruisent  pas  dans  la  réduction.  Par  exemple,  en  mul- 
tipliant a"*- *A  par  o,  on  trouve  pour  produit  a”-1  A;  mais  si  l’on 
multiplie  a”-1  par  — A,  il  vient  pour  produit  — an~'b,  terme  qui 
détruit  le  précédent.  Il  en  est  de  même  des  autres  termes. 

Nous  engageons  les  commençants  à réfléchir  sur  le  moyen  de 
démonstration  précédent,  qui  est  assez  souvent  employé  en  Algèbre. 

82.  Nous  avons  donné  (n09  23,26)  les  caractères  principaux  aux- 
quels on  reconnaît  qu’une  division  de  quantités  monoracs  ou  poly- 
nômes n’est  pas  exacte , c’est-à-dire  qu’il  n’existe  pas  de  troisième 
quantité  algébrique  entière  qui,  multipliée  par  la  seconde,  repro- 
duise la  première. 

Nous  ajouterons,  quant  aux  polynômes,  que  souvent  on  recon- 
naît, à leur  inspection  seule,  qu’ils  ne  peuvent  être  divisibles  l’un 
par  l’autre.  Lorsque  ces  polynômes  renferment  deux  ou  plusieurs 
lettres,  il  faut,  avant  d’ordonner  par  rapport  à l’une  d’elles  en 
particulier,  jeter  un  coup  d’œil  sur  les  deux  termes  du  dividende 
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et  dn  diviseur,  affectés  respectivement  du  plus  haut  exposant  de 
chacune  des  lettres.  Si , pour  une  de  ces  lettres  , les  termes  du  pins 
haut  exposant  ne  sont  pas  divisibles  l'un  par  l'autre,  on  peutcon- 
dure  que  la  division  totale  est  impossible.  Cette  remarque  doit  se 
répéter  dans  chacune  des  opérations  que  comporte  le  procédé. 

Soit,  par  exemple,  12a3  — 8o’A  -{-  7a6*  — 116’  à diviser  par 
4o’ — 8o6-f-  34\  Si  l’on  a égard  à la  lettre  a,  la  division  parait 
possible j mais  eu  égard  à la  lettre  b,  la  division  est  impossible, 
puisque  — 11A3  n’est  pas  divisible  par  86*. 

Nous  terminerons  par  les  considérations  suivantes  : 

1°  Un  polynôme  ne  peut  jamais  être  divisible  par  un  autre  poly- 
nôme renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  dividende; 
car  il  est  impossible  qu’une  troisième  quantité , multipliée  par  uno 
seconde,  dépendante  d’une  lettre,  donne  un  produit  indépendant 
de  cette  lettre. 

2°  Un  monome  n’est  jamais  divisible  par  un  polynôme,  parce  que 
(n°  18)  tout  polynôme  multiplié  par  un  autre,  donne  au  produit  au 
moins  deux  ternies  qui  ne  se  réduisent  pas. 

8°  Un  polynôme  no  peut  ètro  divisible  par  un  monome,  qu’au- 
tant  que  celui-ci  divise  exactement  chacun  des  termes  du  dividende, 
et  le  quotient  s’obtient  eu  mettant  en  évidence  le  facteur  commun 
à tous  les  termes. 

§ II.  Des  fractions  algébriques  ou  littérales. 

Du  plus  grand  commun  diviseur. 

83.  Les  fractions  algébriques  doivent  offrir  à l’esprit  la  même 

acception  que  les  fractions  arithmétiques,  telles  que y^...j 

c’est-à-dire  qu’il  fout  concevoir  qu’on  oit  divisé  l’unité  en  autant 
départies  égales  qu’il  y a d’unités  dans  le  dénominateur  (le  déno- 
minateur pouvant  d’ailleurs  être  un  monome  ou  un  polynôme),  et 
qu’on  prenne  une  de  ces  parties  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités 
dans  le  numérateur.  Dès-lors,  l’nddition,  la  soustraction , la  mul- 
tiplication et  la  division  doivent  s’effectuer  suivant  les  règles  éta- 
blies en  Arithmétique  pour  le  calcul  des  fractions.  Toutefois , ou 
doit  se  conformer,  dans  les  applications  de  ces  règles,  aux  procédés 
indiques  précédemment  pour  le  calcul  des  quantités  algébriques 
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entières,  monomes  ou  polynômes.  Ainsi,  il  serait  superflu  de  s’y 
arrêter;  nous  aurons,  par  la  suite,  assez  d’occasions  do  nous  fami- 
liariser avec  ces  règles. 

La  réduction  des  fractions  algébriques  à leur  plus  simple  expression 
mérite  néanmoins  quelques  développements  particuliers. 

Lorsqu’une  division  de  quantités  monomes  ne  peut  s’effectuer 
exactement , on  l’indique  à l’aide  du  signe  connu,  et  dans  ce  cas,  le 
quotient  se  présente  sous  la  forme  d’une  fraction  que  nous  avons 
déjà  appris  à simplifier  (n°  23).  Quant  aux  expressions  fractionnaires 
polynômes,  voici  quelques  cas  dans  lesquels  il  est  aisé  de  les 
réduire. 


Soit,  pour  premier  exemple,  l’expression 


a'  — “lab 

On  remarquo  que  cette  fraction  peut  (n°  19)  être  mise  sous  la 
forme  — ^ ^ ; supprimant  le  facteur  a — b commun  aux 

deux  termes , on  obtient  pour  résultat. . . . 


„ . „ . 8a3  — 1 Oa’i  4-  liai’ 

Soit  encore  T expression  r- — - - , . 

8a3  — Ba’o 


Cette  expression  se  décompose  ainsi  : 

Sa  (a’  — 2a4+A>) 

1 ou  bien, 


8a  (a  — b )’ 


8o’  (a  — b)  ' ' 8a’  (a — b) 

supprimant  le  facteur  commun  a (a  — b),  on  trouve  pour  résul- 
ta,. ...  ÜLZL6). 

8a 

Les  cas  particuliers  que  nous  venons  d’examiner  sont  ceux  où  les 
deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  dans  le  produit  de 
la  somme  par  la  différence  de  deux  quantités,  dans  lo  carré  de  la 
somme  ou  de  la  différence  de  deux  quantités;  et  l’habitude  du 
calcul  apprend  à opérer  ces  décompositions , lorsqu'elles  sont  pos- 
sibles. 

Mais  les  deux  termes  de  la  fraction  peuvent  être  des  polynômes 
plus  compliqués,  et  alors  leur  décomposition  en  facteurs  n’étant 
plus  aussi  facile,  on  doit  avoir  recoure  au  procédé  du  plus  grand 


commun  diviseur. 

Cette  théorie,  intimement  liée  à celle  des  équations,  ne  laisse 
pas  que  de  présenter  quelques  difficultés.  Aussi  notre  intention  est- 
elle  de  n’en  donner  ici  qu’une  partie,  Bauf  à y revenir  plus  loin,  et 
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lorsque  nous  aurons  acquis  les  matériaux  nécessaires  pour  l’établir 
d’une  manière  complète. 

Théorie  élémentaire  du  plue  grand  commun  Diviseur  algébrique. 

34.  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  est  le  poly- 
nôme le  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux  coefficients , qui 
divise  exactement  les  deux  polynômes  proposés. 

La  propriété  caractéristique  du  plus  grand  commun  diviseur  est 
que,  si  l’on  divise  les  deux  polynômes  proposés  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  les  quotients  qui  en  résultent  sont  premiers  entre 
eux,  c’est-à-dire  ne  renferment  plus  aucun  facteur  commun. 

Celle  proposition  est  évidente;  car  soient  A et  B les  polynômes 
donnés , D leur  plus  grand  commun  diviseur,  A'  et  B'  les  quotients, 
on  a nécessairement 

A = A'XD  et  B = B'XD. 

Or,  si  A'  et  B'  avaient  encore  un  facteur  commun  d,  il  s’ensuivrait 
que rf  X D serait  un  diviseur  commun  aux  deux  polynômes  et  plus 
grand  que  D,  soit  par  rapport  aux  exposants , soit  par  rapport  aux 
coefficients;  ce  qui  serait  contre  la  définition  de  D. 

35.  On  a vu  en  Arithmétique,  1°  Que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  deux  nombres  entiers  contient  comme  facteurs  tous  les  diviseurs 
particuliers  communs  aux  deux  nombres,  et  ne  peut  pas  renfermer  d’au- 
tres facteurs; 

2°  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres  entiers  est 
le  même  que  celui  qui  existe  entre  le  plus  petit  nombre  et  le  reste  de  leur 
division. 

La  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  repose  éga- 
lement sur  ces  deux  principes,  pour  la  démonstration  desquels  nous 
renvoyons  au  septième  chapitre. 

Ceci  admis  , supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  de  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

a* — o’6+3a61  — 36*  et  a1  — 5a6+46*. 

Première  opération. 

«3 — ) o’  — Soi  + Ai5 
+4a’6— a6’— 361  ) a+46..... 

+19a6’— 1961 
ou  bien , +196’  (a — 6). 
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Deuxième  opérai  ion. 

a’— Bat-}— 16’  la  — b 
■ — -4a&— j— 46’  j a — 4 b 
0 

ce  qni  donne  a — b pour  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Commençons  par  diviser  le  polynoino  du  plus  haut  degré  par  lo 
polynôme  du  plus  faible  degré;  le  quotient  est,  comme  on  le  voit 
dans  le  tableau  ci-dessus,  a + 4 b;  et  l’on  obtient  pour  reste.... 
19ab’-~  19b*. 

11  résulte  du  second  principe,  que  le  plus  grand  commun  divi- 
seur cherché  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  ce  reste  et  le 
polynôme  qui  a servi  de  diviseur. 

Mais  1906’ — 19b3  pouvant  être  mis  sous  la  forme  1 96’  (a— b),  on 
voit  qne  le  facteur  19b’  divise  ce  reste  sans  diviser  a’ — 5ab-{-4b’; 
donc,  en  vertu  du  premier  principe,  ce  facteur  ne  peut  entrer  dans 
le  plus  grand  commun  diviseur  ; ce  qui  vent  dire  que  le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  les  quantités  a’ — Bab-t-4b*,  19b’  (a  — b), 
et  par  conséquent  entre  les  deux  quantités  proposées,  est  le  même 
qne  celui  qui  existe  entre  a’  — Bab-}-4b’  et  a — b.  Ainsi  l’on  peut, 
sans  inconvénient , supprimer  ce  facteur,  et  la  question  est  ramenée 
à chercher  le  plus  grand  commun  diviseur  eulre  a’ — iSab-f-b’et 
a — b. 

Divisant  maintenant  le  premier  de  ces  deux  polynômes  par  le  se- 
cond, on  a pour  quotient  exact,  a — 4b;  donc  a — b est  leur  plus 
grand  commun  diviseur,  et  par  conséquent,  c’est  aussi  le  plus  grand 
commun  diviseur  des  deux  polynômes  proposés. 

Reprenons  le  même  exemple,  en  ordonnant  les  deux  polynômes 
par  rapport  à b, 

— 4Jb3  3 ab'  — a’b  -j-  a3  et  4b’  — oab  -{-  a’, 

Première  opération . 

— 12b3-fl2ab’  — 4a’b-f-  4a3  1 4b’  — Sab-f-a’ 

— 3 ah1 — a.b-f-  4a3  J — 3b  , — 3a 
— Xlab1 — 4a’b-|-16a} 

— 1 9a'b  -J-  19a3 

ou  bien,  -j- I9a*  ( — b-{-a). 
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Deuxième  opération. 

4Z>> — 8a&-f"0’  ) — b-\-a 

— nli-f-a’  j — » 

- 

ce  qni  donne  — A-j-a  ou  a — b pour  le  plus  grand  commun  diviseur. 

Au  premier  abord,  on  est  embarrassé  pour  faire  la  division  des 
deux  polynômes  , parce  que  le  premier  terme  — 3b'  du  dividende 
n’est  pas  divisible  par  le  premier  terme  4 A1  du  diviseur.  Mais  si  l’on 
observe  que  le  coefficient  4 de  celui-ci  n’est  pas  facteur  de  tous  les 
termes  do  4fc’ — 8aA-f-a’,  et  qu’ainsi,  en  vertu  du  premier  principe, 
4 ne  saurait  faire  partie  du  plus  grand  commun  divisenr,  on  peut, 
sans  aucun  inconvénient,  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende, 
ce  qui  donne — 1 26-*  — 12  a A1  — 4a’i-J-4o3,-  et  alors  la  division  des 
deux  premiers  termes  devient  possible. 

Effectuant  cette  division , on  trouve  pour  quotient  — 3b,  et  pour 
reste,  — 3 a’fc — a' b- j-4o5. 

Comme , dans  ce  reste , l’exposant  de  b est  encore  égal  à celui  du 
diviseur,  rien  n’empêcbe  de  continuer  la  division,  en  multipliant 
de  nouveau  ce  reste  par  4 , afin  de  rendre  possible  la  division  des 
deux  premiers  termes. 

Celte  préparation  faite,  il  vient — lSSat* — 4n’i-j- 16  a1  qni, 
divisé  par  4 A’  — 5 ab  -j-  a’,  donne  pour  quotient  — 3a  (qa’on  sépa- 
rera du  premier  par  une  virgule,  comme  n’ayant  aucune  liaison 
avec  lui),  et  pour  reste , — 19a’i  -{-  19a3. 

Ce  dernier  reste  pouvant  se  mettre  sous  la  forme  19a’  (— 6Xa)» 
on  supprime  le  facteur  19a’,  comme  ne  faisant  pas  partie  du 
plus  grand  commun  divisenr;  et  la  question  est  ramenée  à cher- 
cher le  plus  grand  commun  diviseur  entre  4A’ — 3ab-\-a'  et  — fc-{-a. 

Divisant  ces  deux  polynômes  l’un  par  l’autre,  on  trouve  pour  quo- 
tient exact,  — 46-j-a;  donc  — b\-a  ou  a — b est  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  cherché. 

36.  Dans  ce  même  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  l’exposant 
de  la  lettre  principale  est  plus  grand  d’une  unité  dans  ledividendo 
que  dans  le  diviseur,  on  peut  abréger  l’opération  en  multipliant 
tout  de  suite  le  dividende  par  le  carré  du  coefficiént  du  premier 
terme  du  diviseur.  On  conçoit  en  effet  que,  par  ce  moyen,  le  pre- 
mier quotient  partiel  qu’on  obtient  doit  renfermer  ce  coefficient  ù 
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la  première  puissance.  Multipliant  le  diviseur  par  le  quotient,  et 
faisant  la  réduction  avec  le  dividende  ainsi  préparé,  on  a un  ré- 
sultat qui  doit  encore  contenir  le  coefficient  comme  facteur,  et  la 
division  peut  se  continuer  jusqu’à  ce  qu’on  obtienne  un  reste  de 
plus  faible  degré  que  le  diviseur,  par  rapport  à la  lettre  principale. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

Première  opération. 

Multiplication  par  10 , ou  par  le  carré  de  4. 

— 48t}  + -48a&>  — 1 Oa’  H"  * Go3  ) Ai1  — Bai  -f-  a’ 

— liab'  — ) — lib  — 3a 

1"  reste  . ...  — 1 9a’  b -f-  19a3 
ou  bien,  19a' ( — h-j-a). 

Deuxième  opération. 

46*  — 5ai  a’  1 — b -j-  a 
— ab  -f-  a1  ) — 46 -J- a 
O 

N.  B.  Si  l’exposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dividende 
surpassait  de  deux  , de  trois  unités. . . . , l’exposant  de  la  même 
lettre  dans  le  diviseur,  il  faudrait  multiplier  le  dividende  par  la 
troisième  ou  la  quatrième  puissance  du  coefficient  du  premier  terme 
du  diviseur.  Cela  est  aisé  à concevoir. 

37.  Soient , pour  second  exemple, 

ISa5  -f  10a4i  -f-  4a’6’  -f  6a’i3  — 3a&* 
et  12a36’-f-88a’63-f-  16ai4  — 10i5. 

Avant  de  procéder  à la  division  de  ces  deux  polynômes,  com- 
mençons par  observer  que  le  premier  contient  a comme  facteur 
commun  dans  tous  ses  termes  j et  puisque  ce  facteur  n’entre  pas 
dans  le  second  polynôme , on  peut  le  supprimer,  comme  ne  faisant 
pas  partie  du  commun  diviseu  r. 

Par  la  même  raison , le  facteur  2 b' , étant  commun  à tous  les  ter- 
mes du  second  polynôme  et  n’entrant  pas  dans  le  premier,  peut 
être  supprimé.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à chercher  le  plus 
grand  coinmuu  diviseur  entre  les  polynômes 

18a4-f  10a3i  + 4a’i’  +Cafc3— 3i4 

et  6a3  -j-  19a '6  + 8oi’  — *** 


Digitized  by  Google 


DU  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVISEUR.  83 

Première  opération. 

30a1-f20a’A-f  8o’6’-{- 1 2ai3 — 6/j  1 ) 6a3-j-19a’i-f8ai’— 3&1 
— 73a36— 32a’6'-{-37ai3— Gôi  ) Sa  — 2oô 
— 1 oüa  7) — 04a’6’-{-  7-4 ai3 — 12/m 
' -{-41  la’61-J-274n61 — 137/m 
ou  Lien  1876’(3a’-{-2a/t — /<’). 


Deuxième  opération. 


6a3+19a’f4-  8a/>7  — 5ô3  ; 

3a’  -f-  'iah  — fi1 

-|- 1 3a’fc  -J- 1 Oa/>’  — 3è3 

2a  -f  3/> 

0 

Donc  3o’-f-2afi  — b ' est  le  plus  grand  commun  diviseur. 

En  suivant  lu  même  méthode  que  dans  l’exemple  précédent , il 
faudrait  multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  0 du  pre- 
mier terme  du  diviseur  , ou  plutôt  par  le  carré  do  G;  mais  comme 
13  et  G ont  un  facteur  commun  3,  il  suffit  évidemment  de  multi- 
plier tout  le  dividende  par  2,  facteur  de  6,  qui  n’entre  pas  dans  13. 

Cette  préparation  faite,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne 
d’abord  un  reste  dont  le  Ier  terme  est  — 7Ba36.  Comme  73  contient 
encore  le  facteur  3 qui  entre  dans  6 , il  suffit  de  multiplier  ce  reste 
par  2 pour  continuer  la  division  qui , étant  effectuée,  donne  pour 
ltr  reste  principal,  41  ln’i’-j-274ai3 — 1 37/j  *. 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  ce  reste,  il  existe  un 
facteur  commun  1376%-  et  puisque  ce  facteur  n’entre  pas  dans  le 
second  polynôme,  on  peut  le  supprimer,  comme  ne  faisant  pas 
partie  du  commun  diviseur  ; et  la  question  est  ramenée  à recher- 
cher le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  polynômes 

6a3+19a>i-}-8a6>  — 8i3 
et  3o’-j-  2aô  — b\ 

Effectuant  la  division  de  ces  deux  polynômes,  on  trouve  pour  quo- 
tient exact , 2a  -{-bô;  ainsi  le  reste  3a’-f-2a/> — b ’ est  le  plus  grand 
commun  diviseur  cherché. 

38.  Remarque.  On  pourrait  demander  si  les  suppressions  qu’on  • 
opère  dans  le  cours  du  calcul,  de  facteurs  communs  à tous  les 
termes  de  l’un  des  restes , n’ont  pour  objet  que  de  simplifier  les 
calculs , ou  bien , si  ce  sont  des  opérations  indispensables.  Or , on 
peut  aisément  reconnaître  que  ces  suppressions  sont  nécessaires  ; 

ALGÈBRE,  4 
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car  si,  dans  l'exemple  précédent,  on  no  supprimait  pas  le  facteur 
1 37A’,  il  faudrait,  pour  rendre  possible  la  division  du  premier 
terme  du  nouveau  dividende  par  le  prcmicr'terme  du  diviseur, 
multiplier  tout  le  dividoude  par  137A’;  mais  alors  on  introduirait 
dans  le  dividende  un  facteur  qui  se  trouverait  aussi  dans  le  divi- 
seur : d’où  il  résulterait  que  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché 
se  compliquerait  du  facteur  187 A’  qui  ne  devait  pas  d’abord  en 
faire  partie. 

L’exemple  suivaut  est  propre  à confirmer  ce  qui  vient  d’être  dit. 

39.  Soit  à trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux 
polynômes 

ab  -J-  2a’  — SA’  — 4Ac  — ac  — c’ 
et  9ac  -j-  2a’  — ÎJaA-f-  4e’  -j-  8Ac  — 12A’ . 

Première  opération. 


2a’ 4 A 

— c 


a — SA’  \ 2a*  — SA 
— 4Ac  J -j-  9e 

-i— 


a — 12A’ 
-f  8Ac 
-f-  4c’ 


0A 

a 4 9A’ 

10e 

— 12Ae 

— Se’ 

on  bien , (SA  — Be)  (2a  -f-  3A  -f-  c). 


Deuxième  opération. 

2a’— BA  I a — 12A’  \ îa  + U+o 

-j-  De  I 8Ae  | 

+ 4c1  1 a — 4A 

j 4*  4c 

— 8A  I a — 12A’ 

4- 8c  | -J-  8Ac 

4 Ac2 

ü 

Donc  2a  4 2A  4 r est  1°  plus  grand  commun  diviseur. 

Après  avoir  ordonné  les  deux  polynômes , on  peut , sans  aucune 
préparatiou , effectuer  leur  division  , co  qui  donne  pour  premier 
reste 
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o+  0 6’ 

— 126c 

— 8c’. 

Ponr  continuer  l’opération  , il  faudrait , en  prenant  le  second 
polynôme  pour  dividende  et  ce  reste  pour  diviseur , multiplier  le 
nouveau  dividende  par  66 — 10e,  ou  simplement,  par  36 — 8c,  parce 
que  le  faeteur  2 entre  déjà  dans  le  1"  terme  du  dividende  ; mais 
avant  d’effectuer  cette  multiplication  , voyons  si  ce  facteur  86 — 8c 
ne  diviserait  pas  le  second  terme  du  reste,  savoir  : 96’  — 126c — 8c’. 

Or,  cette  division  réussit  et  donne  pour  quotient  exact,  36-f-r; 
d’où  il  suit  que  le  reste  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(36— 8c)  (2a -f  36-fc). 

Comme  le  facteur  36  — Sc  se  trouve  dans  ce  reste,  et  n’entre  pas 
dans  le  nouveau  dividende  [puisque  ce  facteur  étant  indépendant 
de  la  lettre  a,  devrait  (n°  30)  exister  entre  les  coefficients  des  di- 
verses puissances  de  cette  lettre  , ce  qui  n’est  pas] , on  peut,  sans 
aucun  inconvénient,  le  supprimer. 

Cette  suppression  est  d’ailleurs  indispensable,  parce  qu’autrement 
on  devrait  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende;  et  alors,  les 
deux  polynômes  contenant  un  facteur  commun  qu’ils  n’avaient  pas 
auparavant,  le  plus  grand  commun  diviseur  serait  changé  ; il  se 
compliquerait  du  facteur  36 — 8c  qui  ne  devait  pas  en  faire  partie. 

La  suppression  faite,  on  effectue  la  nouvelle  division,  ce  qui 
donne  un  quotient  exact;  donc  2a-[-36-{-e  est  le  plus  grand  com- 
mun diviseur. 

40.  Nous  proposerons , pour  dernier  exemple , de  trouver  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  le  polynôme 

«4  3a36  -f-  4a’6’ — 8a6-'-}-264 

et  le  polynôme  4a’6  -f-  2a6’  — 263 , 

on  simplement,  2a’-f-a6 — 6’,  puisque  le  facteur  26  peut  être  sup- 
primé dans  le  second. 

Première  opération, 

8o4+24a36-}-32a’6’— 48o63+166S  ) 2a’+«6  — 6’ 
+20a,64-36a’6’— 48a63’-f  1664  ] 4a’-J-  10a6+l36’ 
-j-26«’61— 38a63-f  1664 
— 81o63-f»064, 
ou  bien  — 63(ttlo — 206). 

4* 
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Deuxième  opération , 

Multiplication  par  2601 , carré  de  81. 

8202a’ 4- 280 lai— 20016»  ) Sla—  296 
— 8202a’ -}-29B8a6  } ~T02a+1096 

+ S3S9a6— 26016’ 

— BS89a6-}-31616’ 

2'  reste  -f-  5606’. 

L’exposant  de  la  lettre  a dans  le  dividende , surpassant  de  deux 
unités  celui  de  la  même  lettre  dans  le  diviseur,  on  multiplie  tout 
le  dividende  par  le  cube  de  2,  c’est-à-dire  par  8.  Cette  préparation 
faite,  on  effectue  trois  divisions  consécutives,  et  l’on  obtient  pour 
premier  reste  principal,  — 81aê3-{-2964.  Supprimant  le  facteur  63 
dans  ce  reste,  on  a pour  nouveau  diviseur , — S la -{-296  , ou  chan- 
geant les  signes,  ce  qui  est  permis,  81a — 296;  lo  nouveau  divi- 
dende est  d'ailleurs  2a’-}-a6  — 6’. 

Multipliant  ce  dividende  par  le  carré  de  81 , ou  par  2601,  puis 
effectuant  la  division,  on  obtient  pour  2'  reste  principal 8606’; 
ce  qui  démontre  que  les  deux  polynômes  proposés  sont  premiers 
entre  eux,  c’est-à-dire  n’ont  aucun  facteur  commun.  En  effet,  il 
résulte  du  second  principe  (n°  33),  que  le  plus  grand  commun  di- 
viseur doit  se  trouver  comme  facteur  dans  le  reste  de  chaque  opé- 
ration; ainsi  il  devrait  diviser  le  reste  8606’;  mais  ce  reste  est 
indépendant  de  la  lettre  principale  a;  donc,  si  les  deux  polynômes 
pouvaient  avoir  un  commun  diviseur,  il  devrait  être  indépendant 
de  a,  et  par  conséquent  (n°  30)  se  trouver  comme  facteur  dans  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  cette  lettre,  que  renferme 
chacun  des  deux  polynômes  proposés,  ce  qui  n’a  évidemment  pas 
lieu. 

Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  les  commençants  au  fait  de 
la  marche  qu'il  faut  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  commun  di- 
viseur de  deux  polynômes. 

•41.  Règle  générale.  On  commence  par  supprimer  dans  les  deux 
polynômes  les  facteurs  menâmes  communs  à tous  les  termes  de  chacun 
d'eux.  ( Il  peut  arriver  que  le  facteur  monomc  qui  se  trouve  dans  le 
dividende , et  celui  que  renferme  le  diviseur  , aient  eux-mêmes  un 
diviseur  commun;  dans  ce  cas,  on  le  met  à part  comme  devant 
faire  partie  du  commuu  diviseur  cherché.)  Cette  suppression  faite  , 
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on  prépare  le  dividende  de  manière  ù rendre  pastille  la  division  de  son 
premier  terme  par  celui  du  diviseur  (Voyci  n°*  33  et  36);  puis  on 
effectue  la  division,  ce  qui  donne  un  certain  reste  de  degré  moindre  que 
le  diviseur,  et  dans  lequel  on  supprime  les  facteurs  monomes  ou  poly- 
nômes que  peuvent  renfermer  les  coefficients  des  diverses  puissances  de 
la  lettre  principale.  On  prend  ensuite  ce  reste  pour  diviseur,  le  second 
polynôme  pour  dividende , et  l’on  opère  sur  ces  deux  polynômes  comme 
sur  les  précédents.  On  continue  cette  série  d'opérations  jusqu’à  ce  qu’on 
obtienne  un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent ; auquel  cas 
le  reste  diviseur  est  le  plus  grand  commun  diviseur,  ou  bien  , jusqu'à 
Ce  qu’on  obtienne  un  reste  inDEfesdast  de  la  lettre  principale , ce  qui 
indique  (n0  40)  que  les  deux  polynômes  proposes  sont  frixiers  es- 
ter eux  , à moins  qu’ils  n’aient  un  facteur  commun  indépendant  de 
la  lettre  , lequel  facteur  n’aurait  pas  été  découvert  dés  le  commen- 
cement de  l’opération. 

JV.  B.  11  existe  des  cas  où  ce  procédé  n’est  pas  suffisant;  mais 
nous  y reviendrons  par  la  suite. 

Voici  de  nouveaux  exemples  auxquels  on  peut  appliquer  le  pro- 
cédé tel  que  nous  venons  de  l'indiquer. 

1°  qnpi  -(-  ’inp'f  — — 2 nq*, 

et  2 m p'q' — 4 mp * — mjpq  -^-%mpq>. 

Le  p.  g.  c.  d.  est  p — q. 


2°  36o°  — 1 8o5  — 27a4  -f  9a5, 

et  27  a56’ — 18a'6’  — 9a'6’. 

Le  p.  g.  c.  d.  est  9a5  (a— 1 ). 

La  théorio  des  quatre  premières  opérations  de  l’Algèbre  et  celle 
du  plus  grand  commun  diviseur  suffisent  pour  la  résolution  d’un 
très-grand  nombre  de  questions.  Nous  nous  réservons  d’établir  plus 
loin  de  nouvelles  règles,  à mesure  que  nous  en  sentirons  la  néces- 
sité, et  nous  allons  passer  de  suite  à Ja  résolution  des  problèmes  du 
premier  degré. 
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CHAPITRE  II. 

DES  PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGRÉ. 


Notions  préliminaires  sur  les  équations. 


42.  On  ne  considère  ordinairement  eu  Algèbre  que  les  problèmes 
dont  les  énoncés,  traduits  algébriquement,  donnent  lien  A des 
équations.  En  réfléchissant  sur  la  résolution  du  problème  (n°  3) , on 
peut  voir  que  celte  résolution  se  coraposo  de  deux  parties  distinctes. 
Dans  la  première,  on  écrit  algébriquement  les  relations  que  l’énoncé 
de  la  question  établit  entre  les  quantités  connues  et  les  quantités 
inconnues.  On  parvient  ainsi  A l’expression  de  deux  quantités  éga- 
les, que  l’on  appelle  équation.  Telle  est  (n“  3)  l’expression  Sr-f-è  — a. 
Dans  la  seconde  partie  , on  déduit  de  l’équation  du  problème 
une  suite  d’autres  équations,  dont  la  dernière  donne  enfin  la  valeur 
de  l’inconnue  au  moyen  des  quantités  connues  : tel  est  le  résultat 

s = — !>  auquel  ou  est  parvenu.  C’est  ce  qu’on  appelle  résoudra 

F équation. 

Comme  les  règles  à suivre  pour  mettre  un  problème  en  équa- 
tion sont  un  peu  vagues , nous  commencerons  par  nous  occuper 
de  la  seconde  partie , qui  est  soumise  à des  règles  fixes  et  invtt- 
, riables. 

D’après  la  définition  d’une  équation,  toute  équation  se  compose 
de  deux  parties  séparées  l’une  de  l’autre  par  le  signe  =.  La  partie 
à gauebe  sc  nomme  le  premier  membre,  et  la  partie  à droite  , le 
second  membre. 

On  considère  plusieurs  espèces  d’égalités  : 

1°  L’égalité  qui  existe  entre  des  nombres  connus  et  donnes  à 
priori,  mais  représentés  par  des  lettres  : telles  sont  les  égalités 


Digitized  by  Google 


sua  LES  ÉQUATIONS.  S9 

ne 

a — b = se  — d,  - = - , qui *o  vérifieraient  immédiatement  si  l'on 

mettait  à la  place  de  a,  b,c  ,d,  les  nombres  particuliers  pour  les- 
quels on  suppose  que  ces  égalités  existent.  Elles  conservent  le  nom 
d 'égalités. 

2"  L’égalité  évidente  d’elle-même  , celle  qui  se  vérifie  dans  sou 
état  actuel  ; telles  sont  les  égalités 

28=12+18,  8o  — Bè  =o—Z» +2«  — 4A. 

On  les  appelle  identités  ou  égalité  vérifiées. 

8°  Enfin  , l’égalité  qui  ne  se  vérifie  qu’après  qu’on  y a substitué 
à la  place  d’une  ou  de  quelques-unes  des  lettres  désignant  des  incon- 
nues, certains  nombres  dont  les  valeurs  dépendent  des  nombres 
connus  et  donnés  qui  entrent  déjà  dans  l’égalité. 

Pour  la  distinguer  des  autres  égalités , on  la  nomme  igtiAïiox,  et 
c’est  celle  dont  nous  avons  à nous  occuper. 

Il  est  encore  une  autre  espèce  d’égalité  dont  nous  parlerons  plus 
loin,  c’est  Y équation  identique. 

On  partage  les  équations  à une  seule  inconnue  en  différentes 
classes  : celles  où  l’incounuo  n’enlro  qu’à  la  première  puis- 
sance sont  dites  du  premier  degré  ; telles  sont  les  équations 
3x-f-8  = 17  — or,  ar  + 6 = rr  + rf. 

L’équation  2-r’  — 3x  = 8 — 2r’ , est  dite  du  2”  degré. 

L’équation  -tx3  — Bx’  -{-  x — 2x’  —J—  11,  est  dite  du  3”  degré.  Eu 
général , le  degré  d’une  équation  est  le  plus  grand  des  exposants 
dont  l’inconnue  est  affectée  dans  l’équation. 

On  distingue  aussi  les  équations  en  équations  numériques  et  en 
équations  littérales.  Les  premières  sont  celles  qui  no  renferment 
que  des  nombres  particuliers,  à l’exception  de  l’inconnue,  qui 
est  toujours  désignée  par  une  lettre.  Ainsi  4x — 8 = 2x-j-8, 
3x’  — x — 8 , sont  des  équations  numériques.  Elles  sont  la  traduc- 
tion algébriquo  de  problèmes  dont  les  données  sont  des  nombres 
particuliers. 

Les  équations  ax  + b = ex  -f-  rf,  ax*  + hx  = c,  sont  des  équa- 
tions littérales.  Les  données  du  problème  sont  représentées  par  des 
lettres.  Il  est  d’usage , pour  distinguer  dans  une  équation  les  quan- 
tités connues  des  inconnues , de  désigner  celles-ci  par  les  dernières 
lettres  de  l'alphabet,  x,  y,  a,  etc. 

Ces  notions  établies , voyons  comment  une  équation  du  premier 
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degrc  à une  seule  inconnue  étant  donnée , on  peut  parvenir  à la 
résotidre , c’est-à-dire  à trourer  pour  l’inconnue  un  nombre  qui, 
substitué  à la  place  de  cette  inconnue  dam  l'équation , y satisfasse , ou 
bien,  rende  le  premier  membre  identiquement  égal  au  second. 

§ I.  Equations  du  premier  degré  à une  seule  inconnue. 

’ 43.  On  doit  regarder  comme  un  principe  commun  à toutes  les 

équations,  qu’on  peut  , sans  troubler  une  équation,  1°  ajouter  à 
scs  deux  membres , ou  en  retrancher  un  même  nombre  ; 2°  multiplier 
ou  diciser  ses  deux  membres  par  un  même  nombre;  ce  qui  veut  dire 
que , s’il  y a d’abord  égalité  entre  les  deux  membres  , il  y aura  en- 
core égalité  après  les  opérations  dont  on  vient  de  parler. 

Cela  posé , voici  deux  transformations  d’un  usage  continuel  dans 
la  résolution  des  équations. 

Première  transformation.  Lorsque  les  deux  membres  d’une  équa- 
tion sont  des  polynômes  entiers,  il  est  souvent  nécessaire  de 
transposer  certains  termesd’un  membre  dans  un  autre. 

Soit  l'équation  bar  — 6 = 8-j-  2 1.  Pour  dégager  x de  celte  équa- 
tion , il  faut  tâcher  de  l’avoir  seule  dans  le  premier  membre.  Or,  si 
l’on  retranche,  en  premier  lieu,  2a:  des  deux  membres,  l’égalité  n’est 
pas  troublée  (d’après  le  principe  précédent),  et  l’on  a 5a; — 0 — 2a-=8. 
D’où  l’on  voit  que  le  terme  2a- , qui  était  additif  dans  le  second 
membre,  devient  soustractif  dans  le  premier. 

En  second  lieu,  si  l’on  ajoute  6 aux  deux  membres,  l’égalité 
n’est  pas  troublée , et  l’on  a 

Sa;  — 6 — 2a- -{-  6 = 8 +6, 
ou  , comme  les  deux  termes  — 6 , -f-  6 , se  détruisent , 

8a-  — 2a-  = 8 -f-  6. 

Donc  le  terme  qui  était  soustractif  dans  le  premier  membre , passe 
dans  le  second  membre  avec  le  signe  de  l’addition. 

Soit  encore  l’équation  ax  -f-  b = d — ex.  Si  l’on  ajoute  aux  deux 
membres  ex,  et  qu’on  en  retranche  b,  il  vient 

ax  -f-  b ex  — b = d — ex  -{-  ex  — b, 
ou  réduisant , ax  -}-  ex  = d — b. 

Donc  en  général,  lorsqu'on  fait  passer  un  ferme  d un  mcmbic  dunt 
un  autre , il  faut  changer  son  signe. 
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4-4.  Deuxième  transformation.  Souvent  encore,  les  termes  d’uno 
équation  sont  fractionnaires , et  il  faut  la  ramener  à une  autre  qui 
n’ait  que  des  termes  entiers.  Soit  l’équation 


3 


Réduisons  d’aboTd  toutes  les  fractions  à un  même  dénominateur, 

..  . . ...  ...  ,40a:  45  ,,  , li* 

d apres  le  procédé  connu  ; il  vient  — — = 1 1 -J-  ^j.  ; et , 

puisqu’on  peut  (n°  43)  multiplier  les  deux  membres  par  un  mémo 
nombre  , mulliplions-les  par  60  , ce  qui  revient  évidemment  à sup- 
primer le  dénominateur  60  dans  les  termes  fractionnaires  , et  à 
multiplier  chaque  terme  entier  par  60 ; on  obtient 

40a:  — 45  = 660  -j-  12x. 

Remarquons,  pour  la  pratique  de  cette  opération , qu’on  peut 
passer  immédiatement  de  l’équation  proposée  à celle  qu’on  vient 
d’obtenir,  en  se  dispensant  d’écrire  le  dénominateur  commun,  et 
ayant  soin  toutefois  de  multiplier  chacun  des  termes  entiers  par  ce 
dénominateur. 

Soit,  pour  second  exemple,  l’équation 

6r  4,r  7 13j 

Ï2_  T~  ~ 8_  IP 

Les  dénominateurs  ont  évidemment  des  facteurs  communs,  et  lo 
plus  petit  nombre,  multiple  de  ces  dénominateurs , est  24.  (Voy. 
Arithmétique , n°  152.)  C’est  donc  à ce  dénominateur  qu’il  faut 
réduire  toutes  les  fractions. 

Effectuant  cette  opération,  et  omettant  le  dénominateur  com- 
mun 24,  on  trouve  lOx  — 32a:  — 312  = 21  — 52j. 

(On  a eu  soin  de  multiplier  le  terme  entier — 13,  par  24.) 

La  nouvelle  équation  est  exacte , puisque  après  avoir  réduit  les 
fractions  au  même  dénominateur,  on  a multiplié  les  deux  membres 
par  le  même  nombre  24. 

Nous  pouvons  déduire  de  Jà  cette  règle  générale  : Pour  faire  dis- 
paraître les  dénominateurs  d'une  équation,  commencez  par  former  lo 
multiple  le  plus  simple  possible  de  tous  les  dénominateurs.  ( Ce  nombre 
est  le  produit  de  tous  les  dénominateurs,  s’ils  n’ont  pas  de  facteurs 
communs.  ) Multipliez  ensuite  chaque  terme,  s’il  est  entier,  par  ce 


y 
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multiple,  et,  s’il  est  fractionnaire,  par  le  quotient  de  ce  multiple  divisé 
par  le  dénominateur  du  terme  sur  lequel  vous  opères,  et  omettes  le  dé- 
nominateur de  ce  terme. 

Nous  engageons  les  commençant»  à se  bien  pénétrer  de  la  règle 
que  nous  venons  d’établir,  parce  qu’elle  donne  l’équation  la  plus 
simple  possible,  sans  dénominateurs. 

Soit,  pour  nouvelle  application,  l’équation  littcralo 


ax  2c’*  , , hhr'x 

1 âb^  a1 


b‘  ~ a 


Le  multiple  le  plus  simple  de  tous  les  dénominateurs  est  évidem- 
mertto3*’.  Ainsi,  multiplions  chaque  terme  entier  par  a3fc%  et  chaque 
terme  fractionnaire  par  le  quotient  de  o}fc’  divisé  par  le  dénomina- 
teur de  ce  terme.  Il  vient,  après  ces  opérations, 

a!> bx  — 2 a’ic’x  -j-  4a'i’  = 463c’x  — 8oG  -f-  2 a’è’c’  — 3a3A3. 

■48.  Appliquons  les  principes  précédents  à la  résolution  de  l’équa- 
tion 4* — 3 = 2x  -J-  8. 

Elle  devient  d’abord , par  la  transposition  des  termes  — 3 et  2* , 
4* — 2x=8-(-3,  ou  réduisant,  2x  = 8. 

8 

Divisant  les  deux  membres  par  2,  on  trouve  euhn  x=  -=  4. 

Et  en  effet,  si  l’on  substitue  4 à la  place  de  r dans  l’équation,  il 
vient  4X4  — 3 = 2^4  b ou  13  — 13. 

Soit,  pour  second  exemple,  l’équation  traitée  ( n°  44  ), 

Gx  4x  , « 7 1 3x 

W~T~  ~ 8 «“ 


On  obtient  d’abord,  en  chassant  les  dénominateurs, 

10x  — 32x~  812  = 21  — 82x. 

Transposons  les  termes  en  x dans  le  premier  membre , et  les  termes 
connus  dans  le  second;  l’équation  devient 

10x 32x4-32x  = 21  -j-  312,  pu  en  réduisant,  30x=333. 

V,  • 333  111 

Divisant  les  deux  membres  par  30,  ou  obtient* — jÿ  i 

résultat  qu’on  vérifierait  en  remplaçant  x par  cette  voleur  dans  l’c- 
quation  proposée. 

Soit  encore  l’équation  ( 3a  — x ) ( a — b ) -J-  2 ax  =s  4 A ( x a } ; 
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A CNE  SEULE  INCONNUE, 
il  faut  d'abord  effectuer  les  multiplications  indiquées,  afin  de  ré- 
duire tes  deux  membres  à deux  polynômes,  et  de  pouvoir  ainsi  dé- 
gager l’inconnue  x.  Or,  si  l’on  applique  la  règle  établie  ( n°  17  ) pour 
la  multiplication  des  polynômes  , il  vient  3a1  — ax  — 3oi  bx 
«f-2 ax=  4àr-J-  4ai,d’où,  transposant  et  réduisant,  aj?  — 3fcr=  7a4 
— 3a1.  Observons  maintenant  que  ax  — 3 bx  est  la  même  chose  que 
(a  — 3b)  m,  co  qui  donne  ( a — 3b  ) x est  7 ab  — 3a1.  Divisant  enfin 
les  deux  membres  par  a — 3b,  on  trouve 

7 ab  — 3a’ 
o — ob 

• , 

En  général,  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré  , quel- 
que compliquée  qu’elle  soit , il  faut,  1°  commencer  par  chasser  les 
dénominateurs,  s’il  y en  a,  et  effectuer,  dans  les  deux  membres  de  l'é- 
quation, toutes  les  opérations  algébriques  qui  se  présentent ; on  parvient 
ainsi  à une  équation  dont  les  deux  membres  sont  des  polynômes  entiers; 
2°  transposer  dans  un  même  membre  ( c’est  ordinairement  le  premier) 
tous  les  termes  affectés  de  l’inconnue,  et  dans  l’autre  membre,  les  termes 
connus;  8°  réduire  à un  seul  tenue  tous  les  termes  affectés  de  x,  si 
l’équation  est  numérique  ; et  si  l’équation  est  algébrique,  former  de  tous 
ces  termes  un  seul  produit  composé  de  deux  facteurs,  dont  l’un  soit  x, 
et  l’autre  l’ensemble  desquantités  qui  multiplient  x,  réunies  avec  leurs 
signes  respectifs  ; 4”  enfin,  diviser  les  deux  membres  de  l’équation  juir 
le  nombre  ou  le  polynôme  qui  multiplie  l’inconnue,  et  effectuer  la  divi- 
sion s’il  est  possible. 

Yoici  un  exemple  asscs  compliqué,  où  la  règle  précédente  doit 
être  appliquée  dans  toutes  scs  parties.  Résoudre  l’équation 

(o-f  4)( x—  b)  _3a_  hab  — b1  ^ a'  — bx 

a—4  a-j-6  b 

En  faisant  d’abord  disparaître  les  dénominateurs,  on  a 

/>(«  + *)*  (*  — 4)  — 3a4f(a’  — 4’)  =b  ( a — 4)  ( 4o4  — 4’) 
— U (a1— b1)* -{-(a1  — b1) (a1  — bx); 

effectuant  les  multiplications  indiquées, 

a1bx  -{-  lab’x  -}-  Px  — a'b1  — 2a43  — 44  — 3a34  -J-  8a43  = 
ha’ b1  — a43  — 4o4J  -j-  44 — 2o’4x-{-  243 j-j-  a 4 — a’b1 — a’bx-\-  Px; 

transposant  et  réduisant, 

ha’bx  ~f-  2«/j‘x  — IPx—  4«’4’  — GaP  -f-  244  ga34  -f-  o4  ; 
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réunissant  en  un  seul  tous  les  membres  affectés  de  x, 


b(  4a’  -f  2aô  — 2i’  ) * = 4a’i’  — 6aÈ3-f  2Ü  + 3a5ô -fa'.,- 


•donc  enfin, 


a>  -f  Sa3b  -f  4a’ô’  — Caft3  -J-  2 b'* 
b ( 4a’  -j-  2 ab  — 2 h1) 


expression  qui  ne  peut  se  réduire  à un  polynôme  entier  ( n°  32  ). 

40.  Si  l’on  avait  uneéquation  telle  que  Zx  — 2 = 4#  — 7,  à ré- 
soudre, en  transposant  les  termes  affectes  de  x dans  le  premier 
membre,  et  les  termes  connus  dans  le  second,  on  trouverait  8#  — 
■’tx  — 2 — 7,  ou  réduisaut,  — x = — 5.  Pour  interpréter  ce  résul- 
tat, il  suffit  d’observer  qu’on  peut  intervertir  l’ordre  de  la  transpo- 
sition, c’est-à-dire  faire  passer  au  contraire  les  termes  affectés  de  x 
dans  le  second  membre;  ce  quidonuc7  — 2 = 4# — 3j-,  d’où  5=r, 
ou  bien  enfin,  jt  = 5 ; c’est-à-dire  que,  toutes  les  fois  qu’on  parvient 
à un  résultat  tel  que  — x = — 8,  il  n’v  a qu’à  changer  les  signes 
des  deux  membres. 

Cela  revient  évidemment  à transporter  les  termes  affectés  de 
l’inconnue  dans  le  second  membre,  et  les  termes  connus  dans  lo 
premier,  et  réciproquement. 

Nous  pouvons  maintenant  passer  à la  résolution  des  problèmes. 

47.  Nous  avons  déjà  dit  que  la  première  partie  de  la  résolution 
algébrique  d’un  problème  n’est  soumise  à aucune  règle  bien  fixe. 
Tantôt  l’énoncé  du  problème  fournit  sur-le-champ  l’équation,  tan- 
tôt on  est  obligé  de  démêler  dans  l'énoncé  les  conditions  qui  sont 
de  nature  à former  l’équation  ; tantôt,  enfin,  ce  ne  sont  pas  les  con- 
ditions elles-mêmes  de  l’énoncé  qu’il  faut  traduire  algébriquement, 
mais  bien  desconditions  que  l’on  peut  regarder  comme  conséquences 
des  premières.  On  appelle  alors  ccllcs-ci,  conditions  explicites,  et  celles 
qu’on  en  déduit,  conditions  implicites.  Cependant  nous  donnerons, 
avec  M.  Lacroix,  un  précepte  dont  l’application  bien  entendue  con- 
duit toujours  à l'équation.  En  voici  l’énoncé  : Regarder  le  problème 
comme  résolu,  et  indiquer,  à l’aide  des  signes  algébriques  sur  les  quan- 
tités connues,  représentées,  soit  par  des  nombres,  soit  par  des  lettres, 
et  sur  l’inconnue  toujours  représentée  par  une  lettre,  les  mêmes  raison- 
nements et  les  mêmes  opérations  qu’il  faudrait  effectuer  pour  vérifier  ta 
valeur  de  l'inconnue,  si  cette  râleur  était  donnée. 

On  obtient,  par  ce  moyen,  deux  expressions  algébriques  diffé- 
rentes d’une  même  quantité,  qui  renferment  le  caractère  de  l’in- 
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connue;  on  les  égale  entre  elles,  et  l’on  a l’équation  du  problème. 
Appliquons  ce  précepte  aux  problèmes  suivants  : 

Premier  problème.  Trouver  un  nombre  dont  lu  moitié,  le  tien,  et 
le  quart,  augmentés  de  48,  donnent  pour  somme  448? 

Soit  x le  nombre  cherché;  —,  g,  j,  désigneront  la  moitié,  le  tiers 

et  lo  quart  de  ce  nombre.  Or,  il  faut,  d’après  l’énoncé,  que  ces  trois 
parties,  plus  45,  donneut  en  somme  448;  on  a donc,  pour  l’équation 
du  problème, 

5+ 5+7  + 48  “448- 

ou , retranchant  45  des  deux  membres, 


î+5+r=*°*; 


d’où,  chassant  les  dénominateurs,  Car  -{-  hx  3s  = 4838, 

4836 

réduisant,  13?  = 4830;  donc  x=  — j-j~  = 272. 
En  effet, 


•11!  + 51!  -f.  51!  -f  45  = 186+ 124  -f  03  + 45  = 448. 

À «J  4 


Cette  question  est  du  genre  de  celles  qui,  en  Arithmétique,  sc  ré- 
solvent par  la  règle  de  fausse  position  ; et  l’on  voit  avec  quelle  faci- 
lité l’Algèbre  fait  comiaitre  la  réponse  à la  question. 

Second  problème.  Quelqu’un  engage  un  ouvrier  pour  48  jours. 
Chaque  jour  qu’il  travaille,  il  reçoit  24  sous,  et  à chaque  jour  d’oisiveté, 
on  lui  retient  12  sous  ( pour  sa  nourriture  ) ; au  bout  de  48  jours,  il  re- 
çoit pour  solde  de  son  compte,  25'“’  4',  ou  504  sous.  On  demanda  le 
nombre  de  jours  de  travail  et  le  nombre  de  jours  d'oisiveté. 

Si  nous  connaissions  ces  deux  nombres,  en  les  multipliant  respec- 
tivement par  24  et  12,  puis  retranchant  le  dernier  produit  du  pre- 
mier, on  devrait  trouver  504  pour  résultat  ; indiquons  ces  opérations 
à l’aide  des  signes  algébriques. 

Soit  x le  nombre  de  jours  de  travail  ; 48  — x représente  alors  le 
nombre  de  jours  d’oisiveté;  24  X x>  0,1  24j  désigne  la  somme  que 
l’ouvrier  gagne;  et  12  (48  — x)  la  somme  qu’on  doit  lui  retenir; 
on  a donc  pour  l’équation  du  problème, 


Digitized  by  Google 


60 


PROBLÈMES  Dü  PREMIER  DEGRE 
34*—  12(48  — *)  = 804; 
effectuant  les  calculs,  84*  — 876  + 12*  = 804; 
donc  36*  = 804+  876=1080, 


et 

d’où 


1080 

x ~ “TÛT  ~ 30  » 


48  — i 


36 

48  — 80  = 18. 


Ainsi  l’ouvrier  a travaillé  pendant  30  jours,  et  s’est  reposé  pendant 
18  jours.  En  effet , pour  30  jours  de  travail , il  aurait  dû  recevoir 
24  X 30,  ou  720  sous  ; mais  il  s’est  reposé  18  jours,  pour  lesquels 
on  a dû  lui  retenir  12  X 18,  ou  216  sous;  or  on  a 

720  — 216  = 804. 


On  peut  généraliser  co  problème,  en  désignant  par  n le  nombre 
total  des  jours  tant  de  travail  qoe  d’oisiveté,  par  a la  somme  que 
l’ouvrier  doit  recevoir  pour  chaque  jour  de  travail , par  h la  somme 
qu’on  doit  lui  retenir  pour  chaque  jour  d’oisiveté,  enfin  par  e le  ré- 
sultat du  décompte.  Soit  toujours  * le  nombro  de  jours  de  travail, 
« — x exprime  alors  le  nombre  de  jours  d’oisiveté  ; donc  ax  et 
h (» — x)  désignent  la  somme  que  l’ouvrier  doit  recevoir  et  celle 
qu’on  doit  lui  retenir.  Ainsi,  on  a pour  l’équation  du  problème  , 

ax — 6 (»  — *)=  c, 
d’où  ax  — bn  + bx  = e, 

(«  + è)*  = c+fc»; 

donc  s = 

, . (c+  bn)  an-\-bn  — c — bn 

et  parconsoquent,  *•—*=*» — |p+= 1.  n_|^ — 1 — , 

,,  . . an  — c 

ou,  réduisant,  n— *= — 

’ a +6 

Troisième  problème.  Un  renard poursuivi par  un  lévrier  a 60  sauta 
d’atancc.  Il  en  fait  9 pendant  que  le  lévrier  n’en  fait  que  6 ; maie 
3 sauts  du  lévrier  en  raient  7 du  renard.  Gambie»  le  lévrier  fora-t-il  de 
sauts  pour  atteindre  le  renard ? 

11  est  clair,  d’après  l’énoncé,  quo  le  chemin  à parcourir  par  le 
lévrier  se  compose  des  60  sauts  d’avance  du  renard,  plus  du  cberain 
que  celui-ci  parcourt  à partir  du  moment  où  le  lévrier  se  met  à sa 
poursuite.  Donc,  si  l’on  pouvait  trouver  les  expressions  de  ces  deux 


j + i* 
o + l)  ’ 


-K 
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chemins  au  moyen  d une  même  inconnue,  il  serait  facile  de  former 
l’équation  du  problème. 

Soit  x le  nombre  de  sauts  faits  par  le  lévrier.  Puisque  le  renard 
fait  0 sauts  pendant  que  le  lévrier  en  fait  6,  il  s’ensuit  quelere- 
9 3 

nard  fait  ou  — sauts,  pendant  que  le  lévrier  en  fait  1,  et  par  con- 

8j? 

séquent,  qu’il  en  fait  un  nombre  exprimé  par  — pendant  que  le 
lévrier  en  fait  un  nombre  marqué  par  x.  On  pourrait  croire  que, 

g 

pour  obtenir  l’cquation,  il  suffit  d’égaler  x à 60  -J-  j x • mais  en 

agissant  ainsi,  on  commettrait  une  erreur  manifeste;  car  les  sauts 
du  lévrier  sont  plus  grands  que  ceux  du  renard,  et  l’on  égalerait 
alors  des  nombres  hétérogènes,  c’est-à-dire  des  nombres  rapportés 
à une  unité  différente.  Il  faut  donc,  pour  lever  la  difficulté,  expri- 
mer les  sauts  du  renard  en  sauts  du  lévrier,  ou  réciproquement.  Or, 
suivant  l’énoncé,  3 sauts  du  lévrier  Talent  7 sauts  du  renard  ; donc 
7 

1 saut  du  lévrier  vaut  g sauts  du  renard,  et  par  conséquent,  x sauts 
du  lévrier  en  valent  ^ du  renard. 

Donc,  enfin,  on  a l’équation 

ou,  chassant  les  dénominateurs , 
d’où  B;r=360  et  x— 72. 

Ainsi , le  lévrier  fera  72  sauts  pour  atteindre  le  renard  ; pendant 
ce  temps,  le  renard  en  fera  72  X > ou  108. 

M 

Vérification. 

72  X 7 

Les  72  sauts  du  lévrier  valent  — , ou  ICO  sauts  du  renard, 

et  l’on  a évidemment  ICO  = 60  — {—  108. 

Les  deux  problèmes  suivants  méritent  toute  l’attention  des  élèves, 
en  ce  qu’ils  offrent  des  exercices  de  calcul. 

•18.  Quatrième  problème.  Un  père  quia  trois  enfants  ordonne  par 
son  testament  que  son  bien  soit  partagé  de  la  manière  suirante  : le  pre- 
mier doit  avoir  une  somme  a , plue  la  »“*•*  partie  de  ce  qui  reste;  le  se- 


/m  i 3 

•3— 60  + 2x, 

1 4x=360  -j-  9r , 
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cond  une  somme  2a,  plus  la  partie  de  ce  qui  reste  après  qu’on  a 
soustrait  la  1 IC  part  et  2a  ; le  troisième  enfin  doit  avoir  une  somme  3a, 
plus  la  »'"“  partie  de  ce  qui  reste  apivs  qu’on  a soustrait  les  deux  pre- 
mières parts  et  3a.  Le  bien  est  entièrement  partagé  ; on  demande  la  va- 
leur du  bien. 

Désignons  par  x le  bien  du  père.  Si , à l’aide  de  celte  quantité , 
nous  pouvions  former  les  expressions  algébriques  des  trois  parts  , 
nous  retrancherions  leur  somme  du  bien  total  x,  et  le  reste  égalé  à 
zéro , donnerait  l’équation  du  problème.  Tâchons  donc  de  détermi- 
ner successivement  ces  trois  parts. 

Puisque  x désigne  Te  bien  du  père  , x — a est  ce  qui  reste  après 
qu’on  a retranché  a;  ainsi  l’on  a pour  la  part  du  premier  enfant , 

n -J-  , ou,  réduisant  l’entier  en  fraction , 


an  — |—  x — a 


lre  part. 


Pour  former  la  seconde  part , il  faut  retrancher  de  x cette  pre- 

„ (a» -4-  x — a) 

miere  part  et  2a , ce  qui  donne  x — 2a  — - ! , ou  , ré- 

fl 

(luisant  les  entiers  en  fraction  et  effectuant  la  soustraction  , 
six  — Son  — x — l—  a 

— 1"  reste. 

•s 

Or,  la  seconde  part  se  compose  de  2a  plus  la  nUmi  partie  de  ce 

reste:  on  a donc  pour  cette  seconde  part,  2a -j-  — — — -r  ~î~  q 

n1  ’ 

ou,  réduisant  l’entier  en  fraction, 

2a«’  -1-  nx  — 3 an  — x -4-  a 
1 — — 2°  part. 

Si  l’on  retranche  de  x les  deux  premières  parts  et  3a,  il  vient 
[an  -\-x  — a)  (2a»’  -|-  nx  — San  — jr  -f-  a) 

« n’  ’ 

ou,  réduisant  au  même  dénominateur  et  simplifiant , 

»\r  — 6an’  — 2 nx  -{-4a»  -}-  x — a 
«’ 


. 2'  reste. 


La  8°  part  est  donc  8a  -{- 


«’*  — 6an’  — 2nx  -{-  4a»  -f-  x • 


ou , réduisant  l’entier  eu  fraction  , 
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3a»3  4-  »’x  — Bon1  — 2 ni  -4-  4a n x — a 
1 r I 4_ ...  3'  part. 


Mais,  d’après  l’énoncé , le  bien  du  pèro  so  trouve  entièrement 
partagé.  Donc,  la  différence  entro  x et  la  somme  des  trois  parts 
doit  être  égale  à xéro;  ce  qui  donne  l’équation 

(an  -f-  x — a)  (San’  -f-  nx  — 3a»  — x -f-  a) 
n n’ 

(3a»1  -|-  n1! — Gan’  — 2 nx  -f-  4a»  -{-  x — a) 

— 

Chassant  les  dénominateurs,  effectuant  les  soustractions  et  rédui- 
sant , on  obtient 


«3x  — Ga»5  — 3»’x  -f-  10a»’  -{-  8»x  — 5a»  — x -{-  a = 0 ; 

. 8a»3  — 10a»’  -j-  5a»  — a a (6»3  — • 10»’  -{-5»  — 1) 

«3  — 3»’  -j-  3»  — 1 n3  — 3»’  -J-  3»  — î , 


On  peut  obtenir  une  équation  et  un  résultat  plus  simples,  d’a- 
près la  remarque  suivante  : Dire  que  la  part  du  troisième  enfant  se 
composo  de  3a,  plus  la  »“"*  partie  de  ce  qui  reste , et  que  le  bien 
est  alors  entièrement  partagé  , c’est  dire  que  le  troisième  enfant 
n’a  que  la  somme  3a,  et  que  le  reste  dont  on  vient  de  parler  est  nul. 

Or , on  a obtenu  pour  l’expression  de  ce  reste , 

n'x  — 6a»’  — 2nx  -(-  4a»  -j-  x — a 
»’ 


En  l’égalant  à xéro  et  chassant  le  dénominateur,  on  trouve 


d’où 


n’x  — 6a»’  — 2 nx  -f-  4a»  x — a = O; 

6an’  — 4a»  -j-  a a (G»’  — 4»  -j-  1) 

»’  — 2»  -f-  1 »’  — 2»  -f- 1 


Pour  prouver  V identité  numérique  de  cette  expression  avec  la 
précédente  , il  suffirait  de  faire  voir  que  la  seconde  provient  de  la 
première  dans  les  deux  termes  de  laquelle  on  aurait  supprimé  un 

facteur  commnn.  Or , si  l’on  applique  aux  deux  polynômes 

a (6n3  — 10»’  -j-  5»  — 1)  et  »3  — 8»’  -f-  3»  — I , le  procédé  du 
plus  grand  commun  diviseur  (n°  41)  , on  reconnaît  que  n — 1 est 
facteur  commun , et  en  divisant  les  deux  termes  de  la  première 
expression  par  ce  facteur  commun , on  retrouve  la  seconde. 

ALGÈEHE.  3 


Digitized  by  Google 


70  PROBLÈMES  DU  PREMIER  DEGRÉ 

Co  problème  est  propre  à faire  voir  aux  commençants  l’impor- 
tance qu’ils  doivent  attacher  à saisir  dans  l’énoncé  d’une  question 
toutes  les  circonstances  qui  peuvent  faciliter  la  formation  de  l’équa- 
tion ; autrement,  ils  courent  le  risque  do  parvenir  à des  résultats 
plus  compliqués  queue  le  comporte  la  question. 

Les  conditions  qui  ont  servi  à former  successivement  les  expres- 
sions des  trois  parts , sont  les  conditions  explicites  du  problème  pro- 
posé;  et  la  condition  qui  a servi  à déterminer  l’équation  la  plus 
simple  du  problème , est  une  condition  implicite , qu’un  peu 
d’attention  a suffi  pour  faire  reconnaître  comme  comprise  dans 
l’énoncé. 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  trois  parts , il  suffirait  -de  mettre 
pour  x sa  valeur  dans  les  expressions  que  l’on  a obtenues  ci- 
dessus. 


Appliquons  à un  exemple  la  formule  x — 


afOn3 


Soit 
il  vient 


a = 10000,  « = 5j 


1ÜL+!) 

2 n -|—  1 


10000(6X28— -4X&+1  10000X131  1310000 

*= 23--f6  + 1 “ ïô =——=818/5. 

Vérifions  l’énoncé  sur  cet  exemple. 

Le  premier  enfant  doit  avoir  10000  -j-  81875  10000  ^ ^ 

24375. 

Il  res  te  donc  8 1 8 / o — 243/5,  ou  57500  à partager  entre  les  deux 
autres  cnfanls. 


Le  second  doit  avoir  20000  -J- 


87500  — 20000 
5 J 


ou  27500. 


11  reste  donc  57o00  — 27500,  ou  30000,  pour  le  troisième 
enfant.  Or  30000  est  le  triple  de  10000  ; doue  le  problème  est 
vérifié. 

On  peut  donner  de  ce  même  problème  une  solution  moins  di- 
recte , mais  plus  simple  et  plus  élégante.  Elle  est  encore  fondée  sur 
cette  remarque,  qu’après  avoir  soustrait  3a  des  deux  premières 
parts , il  ne  doit  rien  rester. 
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Désignons  pnrr,  r' , r" , les  trois  restes  dont  il  est  question  dans 
l’énoncé;  les  expressions  algébriques  des  trois  parts  sont 

“ + 2a+-r>  3o+t- 


Or,  1°  d’après  l’énoncé,  on  a évidemment  r"  = 0. 
Ainsi  la  troisième  part  est  Sa. 


y 


2°  Ce  qai  reste,  lorsqu’on  a donné  au  second  enfant , 2a  - , 

. , f'  (H—  1)/ 

peut  etro  représenté  par  r , ou  5 — . 

n n 

D’ailleurs  ce  reste  forme  aussi  la  troisième  part  ; ainsi  l’on  a 


n — 1 


Donc , la  part  du  second  est  2a  -f- 


3a» 


n—  1 


: n=2a  • 


— n 

t-i  u» 


ou 


Scifi  J— 

, réduisant  l’entier  en  fraction  et  simplifiant , — — — . 

f 

3°  Ce  qui  reste,  lorsqu’on  a donné  au  premier,  a -f-  —, peut  être 
exprimé  par  r — - ou  — D’ailleurs,  ce  reste  doit  former 


les  deux  autres  parts , ou  3a  - 


2a»  -J-  a 
n — 1 


, . . „ ( n — 1 ) r 0 , 2 an  + a Sa»  — 2a 

Ainsi  I on  a = 3 a ~| . 

n 1 «— 1 n — 1 


San  — 2a  » 
Donc  r = — X 


San’  — 2a» 


m — 1 ^ n — 1 (n  — 1 )’  ’ 

et  par  conséquent,  on  obtient  pour  la  première  part, 
, San’  — 2a»  , Sa»  — 2a 

a+-JïZTÏÿ  :"  = “+  (n_Vf 

, San  — 2a  an’  -f-  3a»  — a 

a n’ — 2n-t-l  n* — 2»-}-l 


■ 2»  + 

Le  bien  total  est  donc  enfin 

. 2a» -f- a . an’-f-Sa» — a 

3„  + -jj— y-  + 'nl_Sl^-1  > 


3a» 


O Le»  deux  point»  : cmplojü  ici , marquent  la  division  de  par  » (voy.  n°  »). 
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ou,  réduisant  l’entier  et  les  fractions  au  même  dénominateur, 

3a  ( n*  — 2»-f-  1 )-j-  ( 2 an  -)-a)  ( w — 1 ) -J-gy^-f-Rare  — a 
n*  — 2»  -j-  1 

puis,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

6a»’ — 4a« a a(C«’ — 4n-[-l) 

n’  — 2n+T.  ( n—  1 )>  ’ 

résultat  obtenu  ci-dessus. 

Cette  solution  est  d’ailleurs  plus  complète  que  la  précédente, 
puisque  l'on  a obtenu  en  même  temps  et  le  bien  du  père  et  les  ex-  . 
pressions  des  trois  parts. 

49.  Cinquième  problème.  Un  père  ordonne  par  son  testament  que 
l'aîné  de  ses  enfants  aura  une  somme  a sur  son  bien , plus  la  «■'"* 
partie  du  reste;  que  le  second  aura  une  somme  2a,  plus  la  «**"*  partie 
de  ce  qui  restera  après  qu'on  aura  retranché  la  première  part  cl  2a  ; 
que  le  troisième  aura  une  somme  3a,  plus  la  n',m“ partie  du  nouveau 
reste;  et  ainsi  de  suite.  On  suppose  d’ailleurs  que  tous  les  enfants  soient 
également  partagés.  On  demande  le  bien  du  père,  la  part  de  chacun 
des  enfants,  et  le  nombre  des  enfants  ? 

Ce  problème  a cela  de  remarquable  , que  son  énoncé  renferme 
plus  de  conditions  qu’il  n’en  faut  pour  trouver  les  valeurs  des  in- 
connues. 

Soit  x le  bien  du  père;  x — a exprime  ce  qui  reste  après  qu’on  a 
prélevé  la  somme  a.  Ainsi  la  part  de  l’ainé  est 


i-j-x- 


. . 1™  part. 


Retranchant  cette  première  part  et  2a  de  x,  on  obtient 

. (an- f-jr  — a)  nx  — 3a»  — x4-a 

x — 2a -,  ou . ! — , 

n n ’ 

, , ..  . nx  — San  — x-f -a 

dont  la  n"™”  narlic  est ! — . 

1 n’ 

Donc,  la  part  du  second  enfant  est 

. , nx  — 3 an — x-f-a  flan’-f-nx — 3 an — x-f-a 

2a-l 1 — , ou  bien  '■ ! — . 

1 ’ »* 


2r 


part. 


On  pourrait  former  de  la  meme  manière  les  autres  parts;  mais, 
puisque  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  il  suffit , pour  former 
l’équation  du  problème,  d’égaler  les  deux  premières  parts,  ce  qui 
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donne  l’équation 

an-\-x — a y.an'-\-nx — 3a» — x-\-a 

n *’  ’ 

d’où  l’on  tire  x = an‘  — 2an  -|- a. 

Substituant  cetto  valeur  do  x dans  l’expression  do  la  première 

an  4-  an1  — 2a»  -4-  a — a 
part,  on  trouve ! — ! ; 


ou  réduisant, 


= an  — a = a ( n — 1); 


et  comme  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  en  divisant  le  bien 
total  par  la  première,  on  doit  obteuir  pour  quotient  le  nombre 

des  enfants  ; ainsi,  — ~"1  °,  ou  » — 1 , désigne  le  nombre  des 

enfants. 

Bien  du  père.  . . . an» — 2an  -f-  a ou  a («  — 1 
Part  de  l’ainé  et  de  chaque  enfant.  . . o(n — 1); 

Nombre  total  des  enfants.  n — 1. 

11  reste  maintenant  â savoir  si  les  autres  conditions  du  problème 
sont  satisfaites;  c’est-à-dire,  si,  lorsqu’on  donne  au  second  2 a plus 
la  partie  de  ce  qui  reste,  au  troisième  3 a plus  la  n**"*  partie  du 

ce  qui  reste , la  part  de  chaque  enfant  est  en  effet  a(n  — 1 ). 

Or,  la  différence  entre  le  bien  du  père  et  la  première  part  étant 
a ( n — 1 )’  — a ( n — 1 ),  la  part  du  second  doit  être 

2a  | a(n— 1)’  — a( n — 1)  — 2a  üu2a(n—  l)-fa(n  — lp-  o(«  — 1) 

‘ n n ’ 

. a(n — l)4-a(» — 1 )*  a{n — l)(14-n  — I) 

oureduisant, 5 —ou  bien, — ! , 

fl  n 

ou  bien  enfin,  a ( n — 1 ). 

De  môme,  la  différence  entre  a ( n — 1 )’  et  les  deux  premières 

parts,  étant  a (n  — 1 )’  — 2 a(n — 1 ),  la  part  du  troisième  doit  être 

. «(» — l)1  — 2 a(n — 1) — Sa  . , . 

2a -J-— - ^ ' , expression  qui,  étant  réduite, 

, . ...  a[n  — 1 ) 4-  a ( n — 1)’ 

devient  encore  évidemment  — 1 — 5 , et  par  con- 

séquent, a (n — 1). 

Eu  général,  on  aurait  pour  la  piim‘  part, 

I a(n—  lp  — (p  — l)a(«  — 1)  — pa 
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pa  ( Il — l)+a(" 1)’  — ( P 1 )°(” 1) 

n * 

a ( n — 1 ) — f-  a ( -n-  — 1)’  ,.  . . . 

— 1 —,  ou  bien,  a ( n — 1 ). 

n 

Donc  enfin,  tontes  les  conditions  du  problème  sont  remplies. 


§ II.  Des  équations  et  problèmes  du  premier  degré  à deux  ou  plu- 
sieurs inconnues. 


50.  Quoique  plusieurs  questions  résolues  précédemment  renfer- 
massent dans  leur  énoncé  plus  d’une  inconnue,  nous  sommes  par- 
venus à leur  résolution  en  employant  un  seul  caractère.  Cela  tient 
à ce  que,  d’après  les  conditions  de  l’énoncé,  nous  pouvions  facile- 
ment exprimer  les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  caractère;  mais 
il  n’en  est  pas  de  même  dans  tous  les  problèmes  où  il  y a plus  d’une 
inconnue. 

Pour  savoir  comment  on  doit  s’y  prendre  pour  résoudre  ces  sortes 
de  problèmes,  reprenons  d’abord  quelques-uns  de  ceux  qui  ont 
élé  déjà  résolus  à l’aide  d’un  seul  caractère. 

Trouver  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  a et  la  différence  b? 
( C’est  le  problème  n°  4.) 

Désignons  les  deux  nombres  cherchés  par  x et  y;  ou  a,  d’après 


l’énoncé,  les  deux  équations 


ar-j-y==a, 
x — y—b. 


Or,  en  principe,  si,  à deux  nombres  égaux  A et  B,  on  ajoute  res- 
pectivement deux  autres  nombres  égaux  C et  D,  les  résultats  A -}-C 
et  B -f-  D sont  égaux;  c’est-à-dire  que,  si  l’on  a les  équations 
A = B et  C=  D,  il  en  résulte  A -J-  C = B -f-D. 

De  même,  si  de  deux  nombres  égaux  on  retranche  deux  autres 
nombres  égaux  , les  restes  sont  encore  égaux;  c’est-à-dirc  que  des 
deux  égalités  A = B et  C = D,  ou  déduit  encoro  A — C — B — D. 

Appliquons  ce  principe  aux  deux  équations  du  problème  proposé. 


On  trouve,  en  les  ajoutant,  . . . 
et  en  retranchant  la  2"  de  la  lr<’.  . 


. 2.r  = a -f-  b, 

. 2 y— a — b. 

Chacune  de  ces  équations  ne  renfermant  plus  qu’une  seule  incon- 


nue, on  lire  de  la  première,  x 


_ a -{-  b 
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et  de  la  seconde , 


y = 


a — b 


,,  _ . a4-6  . a— b 2a  a-f-6  («— ■ 6)  2*  . 

En  effet,  on  a-^—f  — = - =a,  et  — — —y  ~ b. 


Soit  encore  repris  le  problème  do  l’ouvrier  (n°  39) , en  ne  consi- 
dérant que  l’énoncé  général , 

Soient  x le  nombre  de  jours  de  travail , et  y le  nombre  de  jours 
d’oisiveté  ; ax  et  by  expriment  respectivement  la  somme  que  l’ou- 
vrier doit  recevoir  pour  les  jours  de  travail,  et  celle  qu’on  doit  lui 
retenir  pour  les  jours  d’oisiveto. 


On  a donc  les  deux  équations 


( *+  y =■*> 

( ax  — btj  — c. 


Or , nous  avons  déjà  vu  qu’on  peut  multiplier  les  deux  mem- 
bres d’une  même  équation  par  nn  mémo  nombro  sans  troubler 
l’égalité;  ainsi  , l’on  peut  multiplier  les  deux  membres  do  la 
première  équation  par  b , coefficient  de  y dans  la  sccondo  ; et 

il  vient ler-j-  by  — bn, 

équation  qui , combinée  avec  la  seconde  ax  — by  = c , 

o ; d’où  x = 

Multipliant  de  même  la  première  par  a,  coefficient 

de  x dans  la  seconde , on  a ax  -|-  ay  = an, 

équation  qui,  combinée  avec  la  seconde  ax  — by  = c, 

donne  par  soustraction , (a-t-ft)  y =n»  — c;d’où  y — 

o —J—  b 

L’introduction  d’un  caractère  pour  représenter  chacune  des 
inconnues  dans  les  deux  problèmes  précédents,  offre  sur  la  solution 
qui  a été  donnée  précédemment , l’avantage  défaire  oonnaitre  les 
deux  nombres  cherchés , indépendamment  l’un  de  l’autre. 


donne  par  addition,  bx  -J-  ax  = hn  -J- 


bn  -f-  c 
a-j-b 


tUM  IKATIOS. 


RI.  Soient  maintenant  les  deux  équations 


Sf-{-  7y  = 43  , 
1 Ix  -f-  9y  = 69  , 


qu’on  peut  regarder  comme  la  traduction  algébrique  de  l’énoncé 
d'un  problème  à deux  inconnues. 

Si  , dans  ces  deux  équations,  l’une  des  inconnues  était  affectée 
du  même  coefficient,  on  pourrait,  par  une  simple  soustraction, 
former  une  nouvelle  équation  qui  ne  contiendrait  plus  que 
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l’autre  inconnue,  et  de  laquelle  on  tirerait  la  valeur  de  cette 

inconnue. 

Or , si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équation 
par  0 , coefficient  de  y dans  la  seconde  , et  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  7 , coefficient  de  y dans  la  première,  on  obtient  par 

cette  double  multiplication , 

équations  qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  premières,  et  dans 
lesquelles  y est  affecté  du  meme  coefficient. 

Retranchons  donc  la  première  de  ces  deux  équations  de  la  se- 
conde ; il  vient  82x  = 90 , d’où  x = 3. 

Pareillement , si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première 
par  1 1 , coefficient  de  x dans  la  seconde,  et  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  S , coefficient  de  x dans  la  première , on  forme  les 


: 4Sx  -J-  68y  = 387  , 
77x  + 63y  = 483, 


deux  nouvelles  équations 


S5x  + 77y  = 473, 
85x  + 4%  = 345, 


qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  équations  proposées,  et  dans 
lesquelles  le  coefficient  de  x est  le  même. 

Retranchant  donc  la  seconde  de  ces  deux  équations  de  la  pre- 
mière , on  trouve  32y  = 128 , d’où  y = 4. 

Ainsi,  x = 3 et  y = 4 sont  les  deux  valeurs  de  x et  de  y propres 
à vérifier  l’énoncé  de  la  question.  En  effet , l’on  a 


1»  Bx3-j-7X*=lS-f-28=43;  2»  11X3+9X4=33+36=69. 

L’opération  qui  vient  d’être  exécutée,  et  au  moyen  de  laquelle 
on  obtient  les  valeurs  des  inconnues , propres  a satisfaire  à des 
équations  données,  est  connue  sous  le  nom  d'élimination , parce 
qu’en  effet  elle  consiste  à chasser  l’une  des  inconnues  par  des  trans- 
formations permises  et  exécutées  sur  les  équations  proposées. 

La  méthode  précédente  a beaucoup  d’analogie  avec  la  ré- 
daction des  fractions  au  même  dénominateur  ; aussi  est-elle, 
comme  cette  dernière  opération,  susceptible  de  quelques  simpli- 
fications. 

Soient  pour  nouvel  exemple , les  deux  équations 


8x  — 21y=  33, 

Gx  + 3Sy=  177. 

Tour  rendre  les  deux  coefficients  de  y égaux , remarquons  quo  21 
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et  35  ont  le  facteur  commun  7 ; il  suffit  donc  de  multiplier  la  pre- 
mière équation  par  5 et  la  seconde  par  3;  ce  qui  donne  les  deux 


nouvelles  équations 


( 40x  — 105y  = 105, 
( 18a: -f-  108y  = 531, 


équations  qui , ajoutées  entre  elles,  donnent 


58x  = 696 , d’où  a:  = 12. 


Pareillement,  les  deux  coefficients  de  x renforment  le  facteur 
commun  2;  ainsi,  il  suffit,  pour  rendre  ces  deux  coefficients 
égaux , de  multiplier  la  première  par  3 et  la  seconde  par  4 ; ce 


qui  donne 


\ 24a:  — 63  y = 99, 

J 24a:  -f  140y  = 708. 


Retranchant  la  première  équation  de  la  deuxième,  on  trouve 


203y  = 009 , d’où  y = 3. 

N.  B.  Il  est  très-important  do  reconnaître  si  les  coefficients  ont 
des  facteurs  communs  , puisque,  dans  ce  cas , on  a des  calculs  plus 
simples  à effectuer. 

Soient  pour  troisième  exemple , les  équations 


¥-*+!+•■ 


,8_2j  + A, 

4 ^ 12 


y 

o 


— »+2_-  — 2x4-6. 


Il  faut  d’abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  d’après  la 
règle  (n°  44) , et  l’on  obtient  ainsi  les  deux  équations 

8x  — 48  4 6y  4 12a:  = 96  — 9y  41, 

y — 3x  -}-  12  = l — 12a;  4 **6 , 

...  . (20x4l3y=145 

ou  réduisant , j £ J _ M 

Multipliant  la  seconde  équation  par  3 , et  retranchant  la  première, 
du  résultat,  on  trouve  23x  = 46  ; d’où  x =2  ; mais  on  a d’ailleurs 
y = 25  — 9x;  donc  y = 25  — 9 X 2 = 7. 

52.  Considérons  actuellement  le  cas  do  trois  équations  à trois 
inconnues. 

| bx  — 6y  44x  = 15, 

Soient  les  équations.  . . . < 7x4*y — 3.*  =19, 

( 2x4  y 4 6-=  46. 


ou  bien 


4x43y  = 29, 

9x  4 y = 23. 
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Pour  éliminer  z entre  les  deux  premières  équations  , il  faut  mul- 
tiplier la  première  par  3 et  la  seconde  par  4 , puis  ajouter  les  deux 
résultats  (puisque  les  coefficients  de  z sont  de  signes  contraires) , cc 
qui  donne  pour  nouvelle  équation idx  — 2 y — 121. 

Multipliant  la  seconde  équation  par  2,  , 

l'un  des  facteurs  du  coefficient  de  s dans 
la  troisième , et  ajoutant  le  résultat  avec 
la  troisième , on  a ICj  -J-  9y  — 84. 

La  question  est  donc  ramenée  à trouver  les  valeurs  de  a:  et  de  y, 
propres  à satisfaire  à ccs  nouvelles  équations. 

Or,  si  l’on  multiplie  la  première  par  9,  la  seconde  par  2,  et  qu’on 
ajoute  les  deux  résultats , on  trouve 

419x  = 1257 , d’où  l’on  tire  x — 3. 

On  pourrait,  à l’aide  des  deux  équations  en  x et  y,  déterminer 
y comme  on  a déterminé  x ; maison  parvient  plus  simplement  à la 
valeur  de  y,  en  observant  que  la  dernière  de  ces  deux  équations 
devient , lorsqu’on  y met  pour  x sa  valeur , 

48-}-9y  = 84,  d’où  l’on  tire  y = ^ ^ — 4. 

De  même,  la  première  des  trois  équations  proposées  devient , 
lorsqu’on  y remplace  x et  y par  leurs  valeurs , 

«ti 

15 _24  + 45=  15,  d’oùa  = ^ = 6. 

En  général,  soit  un  nombre  m d’équations  à pareil  nombre  d’in- 
connues. Pour  trouver  les  valeurs  des  inconnues,  combinez  succes- 
sirement  une  quelconque  des  équations  arec  chacune  des  m — 1 autres; 
de  manière  à éliminer  la  même  inconnue  ; tous  obtenez  ainsi  m — 1 nou- 
velles équations  renfermant  m — 1 inconnues,  sur  lesquelles  vous  opérez 
comme  sur  les  équations  proposées  ; c’est-à-dire  que  tous  éliminez  une 
nouvelle  inconnue,  en  combinant  l'une  de  ces  nouvelles  équations  arec 
les  m — 2 autres , ce  qui  donna  m — 2 équations  renfermant  m — 2 
inconnues.  Continuez  cette  suite  d’opérations  jusqu'à  ce  qu'enfin  vous 
parveniez  à une  seule  équation  qui  ne  renferme  plus  qu’une  inconnue, 
et  de  laquelle  vous  tirez  facilement  la  valeur  de  cette  inconnue.  Après 
quoi,  remontant  de  proche  en  proche  jusqu’à  l'une  des  équations  pro- 
posées, vous  déterminez  successivement  les  râleurs  des  autres  inconnues. 
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AUTRES  MÉTHODES  D'ÉLIMINATION. 

83.  La  méthode  d’élimination  que  nous  venons  d’exposer  est 
connue  sous  le  nom  de  méthode  par  addition  et  soustraction,  parce 
qu’en  effet  on  parvient  à chasser  les  inconnues  par  des  additions  et 
soustractions,  après  avoir  toutefois  préparé  les  équations  de  manière 
qu’une  inconnue  soit  affectée  du  même  coefficient  dans  toutes  les 
deux. 

11  existe  encore  deux  autres  méthodes  principales  d’élimination. 
La  première,  appelée  méthode  par  substitution,  consiste  à tirer  la 
valeur  d’une  inconnue  de  l’une  des  équations,  comme  si  les  autres 
inconnues  étaient  déjà  déterminées , et  à substituer  celte  valeur 
dans  les  autres  équations,  ce  qui  donne  lieu  à de  nouvelles  équa- 
tions qui  renferment  une  iucouuue  de  moins,  et  sur  lesquelles  on 
opère  comme  sur  les  équations  proposées. 

La  seconde,  appelée  méthode  par  comparaison,  consiste  à tirer  les 
valeurs  d’une  meme  inconnue , de  toutes  les  équations  , et  à égaler 
ces  valeurs  deux  à deux  ; ce  qui  donne  nécessairement  lieu  à de 
nourclles  équations  renfermant  une  inconnue  de  moins,  sur  les- 
quelles on  opère  comme  sur  les  équations  proposées.  / 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n’offro  pas  la 
méthode  par  addition  et  soustraction,  c’est  de  donner  lieu  à de  nou- 
velles équations  renfermant  des  dénominateurs  qu’il  faut  ensuite 
faire  disparaître.  On  emploie  toutefois  avec  avantage  la  méthode  par 
substitution,  toutes  les  fois  que  l’une  des  inconnues  a un  coefficient 
égal  à l’unité  dans  l’une  des  équations , parce  qu’alors  1 inconvé- 
nient dont  nous  venons  de  parler  n’a  plus  lieu.  Nous  aurons  quel- 
quefois occasion  de  l'employer.  Mais,  eu  général,  la  méthode  par 
addition  et  soustraction  est  préférable  ; elle  présente  d’ailleurs  cet 
autre  avantage,  que , si  les  coefficients  ne  sont  pas  trop  grands , on 
peut  faire  l’addition  ou  la  soustraction  en  même  temps  que  la  mul- 
tiplication qui  tend  à rendre  les  coefficients  égaux. 

5-4.  Il  arrive  souvent  que  les  équations  proposées  ne  renferment 
pas  toutes  les  inconnues  à la  fois.  Dans  ce  cas,  avec  un  peu  d’adresse, 
l’élimination  se  fait  très-promptement. 

Soient  les  quatre  équations  à quatre  inconnues , 

2*_3y  + 2s=18 (1), 

4«  — 2*  =30 (2), 

-4y+  2;  =14 (3), 

8y  -f-  Su  = 32 (4). 
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En  jetant  les  yeux  sur  ces  équations,  on  voit  que  l’élimination 
de  a entre  les  équations  (1)  et  (3)  donnera  une  équation  en  x et  y ; 
et  si  l’on  élimine  » entre  les  équations  (2)  et  (4),  on  obtiendra  une 
seconde  équation  en  x et  y ; ces  deux  dernières  inconnues  peuvent 
donc  être  déterminées  aisément.  D’abord , l’élimination  de  s,  entre 

(I)et(3),  donne 7 y — 2x  = 1; 

celle  de  u,  entre  (2)  et  (4),  donne 20y  -(-  Ox  = 38. 

Multiplions  la  première  de  ces  deux  équations  par  3 , et  ajoutons; 

il  vient 41y  = 41 

d’où y = 1 

Substituant  cette  valeur  dans  7y — 2x  = 1, 

on  trouve x = 3 

Reportons  la  valeur  de  x dans  l’équation  (2); 

il  en  résulte  4u  — 6 = 30  ; d’où u = 9 

Enfin,  la  substitution  de  la  valeur  de  y dans 

l’équation  (3)  donne a = S 

Nous  proposerons,  pour  exercice,  les  cinq  équations  suivantes  : 
7x  — 2s  -j-  3u  = 17  \ qui  donnent  pour  valeurs  des 
4y — 2s-{-  <=11  I inconnues, 

5y  — 3s  — 2u==  8 ^ x — 2,  y =4,  s = 3,  u=  3,  < = 1. 

4 y — St*  -f-  2<  = 9 
3s  —J—  8u  — — 33 

53.  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  suppose  le  nombre  des 
équations  égal  au  nombre  des  caractères  employés  pour  désigner 
les  inconnues.  Il  doit  en  être  ainsi  de  tout  problème  à plusieurs  in- 
connues, pour  qu’il  soit  déterminé,  c’est-à-dire  pour  qu’il  n’adinctle 
pas  une  infinité  de  solutions. 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  qu’un  problème  à deux  incon- 
nues x,  y,  conduise  à l’équation  unique  5x  — 3y  = 12,  on  en  dc- 
I2_j_3v 

duil  w — — — 3—' Or,  si  l’on  fait  successivement 
3 ’ 

y=l,  2,  3,  4,  5,  0 , 

.....  n 18  21  24  27  „ 

il  en  résulté  x = 3,  — , —,  — , — , 6 ; 

et  tous  les  systèmes  de  valeurs 

^x  = 3,  y = 1^ , ^x=^,y  = 2j,  ^x=  — ,y  = 3^.  . . . 

mis  pour  x et  y dans  l’équation , y satisfont  également. 
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Si  l’on  «Tait  deux  équations  à trois  inconnues,  on  pourrait  d’a- 
bord éliminer  l’une  des  inconnues  à l’aide  des  équations  proposées, 
et  l’on  parviendrait  ainsi  à une  équation  qui , renfermant  deux  in- 
connues, pourrait  être  satisfaite  par  une  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  prises  pour  ces  inconnues;  d’où  l’on  conclurait  également 
une  infinité  de  valeurs  pour  la  troisième  inconnue.  Donc,  en  gé- 
néral , pour  qu’un  problème  soit  déterminé,  il  faut  que  son  énoncé 
renferme  au  moins  autant  de  conditions  différentes  qu’il  y a d’in- 
connues, et  que  ces  conditions  puissent  être  exprimées  chacune  par 
nne  équation.  Nous  reviendrons  au  reste  plus  loin  sur  les  questions 
qui  donnent  lieu  à un  nombre  d’équations  essentiellement  différentes, 
moindre  que  celui  des  inconnues. 

56.  Passons  à la  résolution  de  nouveaux  problèmes  à deux  ou  un 
plus  grand  nombre  d’inconnues. 

Sixième  problème.  Une  personne  possède  un  capital  de  30000  fr. 
qu’elle  fait  valoir  à un  certain  intérêt;  mais  elle  doit  une  somme  de 
20000  fr.  dont  elle  paye  un  certain  intérêt.  L'intérêt  qu’elle  retire  sur- 
passe celui  qu’elle  paye,  de  800  fr.  Une  seconde  personne  possède 
35000  fr.  qu’elle  fait  valoir  au  second  taux  d’intérêt  ; mais  elle  doit  une 
somme  de  24000  fr.  dont  elle  paye  un  intérêt  au  premier  taux.  L’intérêt 
qu’elle  relire  surpasse  celui  qu’ellepaye,  de  310  fr.  On  demande  les  deux 
taux  d’intérêt  ? 

Solution.  Soient  x et  y les  denx  taux  d’intérêt  pour  100  fr.  Pour 
obtenir  l’intérêt  de  80000  fr.  au  taux  désigné  par  x,  il  faut  établir 

la  proportion  100  : x : : 30000  ou  300*. 

On  obtiendra  de  même,  pour  l’intérêt  de  20000  fr.  au  taux  dé- 
signé par  y,  — ou  200y.  Mais,  d’après  l’énoncé , la  différence 

de  ces  deux  intérêts  est  égale  à 800  fr. 

On  a donc  pour  première  équation  du  problème, 

300*  — 200y  = 800. 

F.n  traduisant  algébriquement  la  seconde  condition  du  problème, 
on  parviendrait  à la  noïîVçlle  équation 

330y  —240*  = 810. 

Les  deux  membres  de  la  première  équation  étant  divisibles  par 
100,  cl  ceux  de  la  seconde  par  10,  on  peut  les  remplacer  par  celles-ci  : 
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2x  — %j  = 8 
35y  — 24x  = 31. 

Pour  éliminer  x,  multiplions  la  première  équation  par  8,  et  ajou- 
tons ; il  vient 19y  = OS,  d’où  y = 8. 

Remplaçant  y par  sa  valeur  dans  la  première  équation,  l’on  trouve 

Sx — 10=8,  d’où  r = 0. 

Ainsi,  le  premier  taux  est  6 pour  et  le  second,  S. 

En  effet, 

30000  fr.  placés  à Cp.  " , donnent  300  X 6 

20000 à S.  . donnent  200  X 5 

et  l’on  a 1800  — 1000  = 800. 

On  vérifierait  de  même  la  seconde  condition. 

Septième  problème.  On  a trois  lingots  composés  de  différents  mé- 
taux fondus  ensemble.  La  livre  du  premier  contient  7 onces  d’argent, 

3 onces  de  cuivre,  et  6 d'étain.  La  litre  du  second  contient  12  onces 
d'argent,  3 onces  de  cuirre,  et  1 once  d’étain.  Celle  du  troisième, 

4 onces  d’argent,  7 onces  de  cuivre,  et  5 d’étain.  On  demande  ce  qu’il 
faut  prendre  de  chacun  des  trois  lingots  pour  en  former  un  quatrième 
( du  poids  d’une  livre  ) qui  contienne  8 onces  d’argent,  3 J-  de  cuivre, 
et  4 i d’étain. 

Solutiofi.  Soient  x,  y,  et  s,  les  nombres  d’onces  qu’il  faut  prendre 
respectivement  sur  les  trois  lingots,  pour  former  uuc  livre  du  lingot 
demandé.  Puisque,  dans  le  premier  lingot,  il  y a 7 onces  d’ar- 
gent sur  une  livre  ou  16  onces,  il  s’ensuit  que  sur  1 once  il  y a 

7 , 

d’once  d’argent,  et  par  conséquent,  sur  un  nombro  d’onces  mar- 

18 

*1 X 

qué  par  x il  doit  y avoir  — d’onces  d’argent.  On  trouverait  de 

même  que— — , expriment  les  nombres  d’onces  d’argent  pris 
16  16 

respectivement  sur  le  second  et  le  troisième  lorsque  le  quatrième 
est  formé;  mais  d’après  l’énoncé,  ce  quatrième  lingot  doit  contenir 

8 onces  d’argent; 

, ..  . 4.  7x  , 12y  , 4a  _ 

on  a donc  pour  première  équation,  — -J-  — _ -j-  y-  = o, 

ou,  chassant  les  dénominateurs,...  7x  12y  -{-  4a  = 128  J 
On  trouverait  parrapportaucuivre,  3x  -f-  8y  -j-  7a 
cl  par  rapport  à l’étain, 6x-{-  y -f-  5s 


i = 1281 
= 60  > 
= 68) 
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Comme,  dans  ces  trois  équations,  les  coefficients  de  y sont  les 
plus  simples,  il  convient  d’éliminer  d’abord  cette  inconnue. 

Multiplions  la  deuxième  équation  par  4,  et  retranchons  du 

produit  la  première  équation;  il  vient  5*  -f-  24a  = 112\ 
Multipliant  la  troisième  équation  par  3, 
et  retranchant  du  produit  la  deuxième, 
on  trouve 15* -f-  8a  =144, 


Multipliant  cette  dernière  équation  par  3 et  retranchant  la 
précédente  du  produit,  on  obtient  40*  = 320,  d’où  * = 8. 
Reportons  celte  valeur  de  * dans  l’équation  15*  -{-  8a  = 144; 
elle  devient  120  -j-  8a  = 144,  d’où  * = 3. 

Enfin  les  deux  valeurs  * = 8,  a = 3,  étant  substituées  dans 
l’équation  6*  -j-  y -j-  5a  = 68 , donnent  48  -J-  y -f-  15  = 08 , 
d’où  y = 5. 

Ainsi,  pour  former  une  livre  du  quatrième  lingot,  on  doit  prendre 
8 onces  du  premier,  5 onces  du  second,  et  3 onces  du  troisième.  En 
effet,  si  sur  16  onces  du  premier  lingot  il  y a 7 onces  d’argent, 

7 V 8 

sur  8 onces  il  doit  y en  avoir  un  nombre  exprimé  par — • Fa- 
12  V 8 4X8 

reillement,  — — ■ — et — ^ — représentent  respectivement  les  quan- 


tités d’argent  contenues  dans  5 onces  du  second  lingot  et  S onces 
du  troisième.  Or  on  a 


7X8,  12X8  , 4X3 128 

10  + 16  16  10 


ainsi,  le  quatrième  lingot  contient  8 onces  d’argent,  comme  l’exige 
l’énoncé.  On  vérifierait  de  même  les  conditions  relatives  au  enivre 
et  à l’étain. 

57.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  à une  et  à plusieurs 
inconnues,  sur  lesquels  nous  engageons  les  commençants  à s’exercer. 

Huitième  problème.  Un  ouvrier  peut  faite  un  certain  outrage  ex- 
primé par  a,  dans  un  temps  exprimé  par  b ; un  second  ouvrier,  l'ou- 
vrage o dans  un  temps  d ; un  troisième,  l’ouvrage  e dans  un  temps  f. 
On  demande  quel  temps  U faut  aux  trois  ouvriers,  travaillant  ensemble, 
pour  faire  P ouvrage  g? 

( On  peut  prendre,  pour  fixer  les  idées,  le  mètre  pour  unité  d’ouvrage; 
cl  le  jour  pour  unité  de  temps.  ) 
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Réponse. 


bdfg 

adf  -j-  bcf  -{-  bde 


Application...  a = 27"*"*';  b — 4 ; c = 3S";  d — e — 40 

f = 12J;  g = 191  ” ; on  doit  trouver  x = 12/. 

Neuvième  problème.  On  a de  l’eau  de  mer  qui,  sur  32  lirres  poids, 
contient  1 livre  de  sel.  Combien  faut-il  ajouter  d'eau  douce  à ces  32  li- 
rres, pour  que,  sur  32  lirres  du  nouveau  mélange,  ta  quantité  de  sel 
soit  réduite  à 2 onces,  ou  y de  litre?  ....  (Rép.  224'.  ) 

Dixième  problème.  Une  montre  marque  midi.  On  demande  combien 
de  fois  les  aiguilles  des  heures  et  des  minutes  se  rencontreront  depuis 
midi  jusqu’à  minuit,  et  à quelle  heure  se  fera  chaque  rencontre  ? 
(Rép.  No*r,»E  des  rencontres,  1 1 ; 1"  rencontre , o I‘  5'  ^ ; 2°  ren- 
contre, à 24  10' 77;  3*,  o S4  16'  A- ) 

Onzième  problème.  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres  ; la 
somme  des  chiffres  est  1 1 ; le  chiffre  des  unités  est  double  de  celui  de* 
centaines  ; et  quand  on  ajoute  297  à ce  nombre,  on  obtient  une  somme 
qui  est  le  nombre  renversé.  Quel  est  le  nombre  qui  jouit  de  cette  pro- 
priété? . . . ( Rép.  326.  ) 

Douzième  problème.  Une  personne  qui  possède  100000  fr.  les  fait 
valoir,  une  partie  à 5 pour  ■£•  et  l'autre  partie  à 4 pour^j  elle  retire  jmur 
le  tout  4640  fr.  d’intérêt.  On  demande  les  deux  parties?  , . . (Rép. 
64000e  et  36000f.) 

Treizième  problème.  Une  personne  possède  un  certain  capital  qu’elle 
faitvaloiràun  certain  intérêt.  Une  autre  personne  qui  possède  10000  fr. 
de  plus  que  la  première,  et  qui  fait  valoir  son  bien  de  1 pour  £ plus 
avantageusement  qu’elle,  a un  rerenu  plus  grand  de  800  fr.  Une  troi- 
sième personne  qui  possède  15000  fr.  de  plus  que  la  première,  et  qui 
fait  raloir  son  bien  de  2 pour 7 plus  avantageusement  qu’elle,  a un  re- 
venu plus  grand  de  1500  fr.  On  demande  lesbiens  des  trois  personnes 
et  les  trois  taux  d’intérêt  ? 

( Sommes  placées  30000/,  40000/,  45000/. 

Taux  d’intérêt.  . 4,  5,  ■ 6.  ) 


§ III.  Problèmes  qui  donnent  Heu  à des  résultats  négatifs.  Théo- 
rie des  quantités  négatives. 

58.  L’emploi  des  signes  algébriques  pour  résoudre  les  problèmes 
ilunnc  souvent  lieu  a des  circonstances  singulières  qui  embarras- 
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sent  au  premier  abord;  mais  en  y réfléchissant,  on  parvient  à les 
expliquer,  et  même  à en  tirer  parti  pour  généraliser  encore  davan- 
tage la  langue  algébrique. 

Proposons-nous  cette  première  qnestion  : Trouver  un  nombre  qui, 
ajouté  au  nombre  b,  donne  pour  tomme  lejtombre  a. 

Solution.  Soit  x le  nombre  cherché,  on  a évidemment  pour  équa- 
tion, 

* b x — a,  d’où  x — a — b . 

Cette  expression  ou  formule  donnera  la  valeur  de  x,  dans  tous  les 
cas  particuliers  du  problème  proposé. 

Soit,  par  exemple,  a = 47,  b = 29  ; il  vient  x — il  — 29  = 18. 

Soit  encore  a = 2-4 , 5 = 31  ; il  vient  a:  = 24  — 31. 

Comme  31  est  égal  à 24  -j-7,  cette  expression  de*  peut  se  mettre 
sous  la  forme  x = 24  — 24  — 7,  ou  en  réduisant,  x — — 7.  Celte 
valeur  obtenue  pour  x est  ce  qu’on  appelle  une  solution  négative. 
Mais  comment  l’interpréter? 

En  remontant  à l’énoncé  du  problème,  on  voit  qu’il  est  impossi- 
ble que  31  augmenté  d’un  nombre  donne  pour  somme  24 , nombre 
plus  petit  que  31.  Ainsi,  aucun  nombre  ne  peut  vérifier  l’énoncé, 
dans  ce  cas  particulier.  Cependant,  si,  dans  l’équation  du  problème, 
31  -{-  x = 24  , on  met  à la  place  du  terme  -}-  x la  valeur  négative 
— 7,  il  vient  31  — 7 = 24,  équation  exacte  qui  veut  dire  que  le 
nombre  31  diminué  de  7 donne  pour  différence  24. 

La  solution  négative,  x — — 7,  indique  donc  l’impossibilité  de 
satisfaire  à l’énoncé  du  problème  dans  le  sens  où  il  a été  établi  ; mais 
eu  considérant  cette  solution  indépendamment  de  son  signe,  c’est- 
à-dire  x — 7,  on  voit  qu’elle  satisfait  à l’énoncé  modifié  ainsi: 
Trouver  un  nombre  qui , retranché  de  31 , donne  pour  différence  24  , 
énoncé  qui  ne  diffère  du  premier  : Trouver  un  nombre  qui,  ajouté 
à 31 , donne  pour  somme  24,  qu’en  ce  que  le  mot  ajouter  se  trouve 
remplacé  par  le  mot  retrancher,  et  le  mot  somme  par  le  mot  diffé- 
rence. 

Si  l’on  veut  résoudre  la  nouvelle  question  directement,  il  n’y  a 
qu’à  poser  l’équation 

31  — x — 24,  d’où31  — 24=x,  ou  x = 7. 

Soit  encore  proposé  ce  problème  : Un  père  a un  nombre  a d’an- 
nées; son  fils  en  a un  nombre  b.  On  demande  dans  combien  d’années 
l’âge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père  ? 

ALGÈBRE.  6 
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Solu  lion. 

Désignons  pari  le  nombre  d’années  cherché;  a-f-x  ctô-J-ar 

représentent  les  âges  du  père  et  du  fils  au  bout  de  ce  nombre  d’an- 

, . . „ „ , <*  — x ,,  . a — 45 

nees  ; ainsi,  Ion  a T équation  b -j-*  = — ~ — ; d ou  x = — -g — . 

„ ...  „ . . 154  — 36  16 

Supposons  a — 54,  6 = 9;  il  -vient  x — g — • = -^- = 0. 

En  effet,  le  père  ayant  actuellement  84  ans  et  le  fils  9,  dans 
6 ans  le  père  aura  60  ans  et  son  fils  18;  or  18  est  égal  au  quart  de 
00;  donc  x = 0 satisfait  à l’énoncé. 

Actuellement,  supposons  a = 45,  b=  15;  il  vient  x — — . 

•i 

Cette  expression  peut  être  réduite  n x = — 5,  en  effectuant  au- 
tant que  possible  la  soustraction  indiquée  par  45  — 60,  ce  qui 
donne — 15,  et  divisant  — 15  par  3,  d’après  la  règle  établie 
(n°  25)  pour  la  division  algébrique.  Mais  comment  interpréter  la 
solution  nègatice  x = — 5 ? 

Démontons  à l'équation  du  problème,  qui,  dans  le  cas  particu- 
lier  que  nous  considérons,  est  1 5 -j-  x = — . Elle  renferme  une 

contradiction  manifeste  ; car  le  second  membre  revient  à ~ -f- 

et  chacune  de  ces  deux  parties  est  plus  petite  que  chacune  des 
deux  parties  du  premier  membre.  Mais  si  l’on  remplace  dans  l’équa- 

45  — 5 ..  40 


tion,  -j-  x par  — 5,  il  vient  15  — 5 i 


, ou  10  = 


équation  exacte,  qui  veut  dire  que  si,  au  lieu  d’ajouter  un  certain 
nombre  d’années  aux  deux  âges,  on  en  retranche  5 ans,  l’âge  du 
fils  sera  le  quart  de  celui  du  père.  Ainsi,  la  solution  que  l’on  vient 
de  trouver,  étant  considérée  indépendamment  de  son  signe,  satis- 
fait à ce  nouvel  éuoncé  : Un  père  a 45  ans,  son  fils  en  a 1 5 ; on  de- 
mande à quelle  époque  l’âge  du  fil*  a été  'le  quart  de  celui  du  père  ? 

L’équation  de  ce  nouvel  énoncé  serait  15  — x = •——£—>  d’où 

l’on  tirerait  60  — 4x  = 45  — x,  et  x = 8. 

On  voit  en  effet,  pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  l’énoncé  du  pro- 
blème , que  le  rapport  de  l’âge  du  fils  à celui  du  père  étant  actuel- 
15  ! 

lemcnlj^,  ou  -,  lagc  du  fils  ne  peut  plus  devenir  le  quart  de  celui 
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dnpère,  mai»  il  l’a  été  précédemment,  parce  que,  comme  on  l’a 
prouvé  (n°  6)  d’une  manière  générale,  ai  l’on  ajoute  aux  deux 
termes  d’une  fraction  un  même  nombre,  la  fraction  augmente  tou- 
jours de  valeur.  Au  contraire,  elle  diminue  de  valeur  lorsqu’on 
retranche  un  même  nombre  de  chacun  de  scs  deux  termes. 

ISO.  En  nous  laissant  conduire  par  l’analogie,  nous  pouvons  éta- 
blir ce  principe  général  : 

1°  Toute  râleur  négative  trouvée  pour  l’inconnue  d’un  problème  du 
premier  degré,  indique  un  vice  dans  le  sens  des  conditions  de  l’énoncé, 
ou,  du  moins,  dans  F équation  qui  en  est  la  traduction  algébrique. 
{Voge s la  remarque  qui  est  à la  suite  de  ce  numéro.)  2°  Cette  valeur, 
abstraction  faite  de  son  signe,  peut  être  regardée  comme  la  réponse  à un 
problème  dont  l’énoncé  ne  diffère  de  celui  du  problème  proposé  qu’en  ce 
que  certaines  quantités,  d’additices  qu’elles  étaient,  sont  devenues  sous- 
tractives, et  réciproquement. 

Démonstration.  La  première  partie  de  ce  principe  est  facile  à dé- 
montrer. En  effet , si  l’on  trouve  pour  x une  valeur  négative , cela 
provient  nécessairement  de  ce  que , par  la  nature  même  de  l’équa- 
tion établie,  on  a été  conduit  à soustraire  un  nombre  plus  grand 
d’un  nombre  plus  petit , opération  inexécutable.  C’est  ainsi  que  les 
valeurs  x = — 1,  x = — 8,  sont  provenues  (n°  88)  des  équations 

i (JO 

x e=  24  — 31 , x — . Or,  si  aucun  nombre  absolu  (*)  mis 

pour  x,  ne  peut  vérifier  l’équation  à laquelle  on  est  parvenu  en 
exécutant  sur  celle  du  problème  les  transformations  indiquées 
(n*1  43.  . . . 48),  il  faut  que  cette  première  équation  no  puisse 
ellermème  être  vérifiée  dans  le  sens  où  elle  a été  formée;  car  l’exac- 
titnde  de  ces  transformations  est  bien  constatée  pour  tonte  équa- 
tion susceptible  d’ètre  vérifiée  par  un  nombre  absolu  qu’on  y met- 
trait pour  l'inconnue. 

Souvent,  l’impossibilité  de  résoudre  la  question  ou  l’équation, 
dans  le  sens  où  elle  a été  établie,  est  évidente  à la  seule  inspection, 
soit  de  l’énoDcé,  soit  do  l’équation  ; les  deux  problèmes  précédents 
en  sont  des  exemples.  D’autres  fois,  cette  impossibilité  est  difficile 
à découvrir  ; mais  la  suite  des  calculs  finit  toujours  par  la  mettre 
dans  tout  sou  jour. 

Passons  à la  seconde  partie  du  principe. 

• 

(•)  On  appelle  nombre  absolu,  tout  nombre  comidéré  indépendamment  du  ligne  de 
l'addition  ou  de  I*  sou. traction. 

G* 
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Observons  d’abord  que  si , dans  l’équation,  l’on  remplacer  par 

x,  tous  les  termes  renfermant  x , s’ils  sont  additifs,  deviendront 

soustractifs,  et  réciproquement;  car  si  l’on  a,  par  exemple,  le 
terme-[-or,  en  mettant  — x à la  place  der,  il  deviendra-f-o  X — xs 
ou  — ax.  De  même,  si  l’on  a le  terme  — bx,  il  deviendra  — b X — x, 
()u  ~[_  br.  Ainsi , en  traduisant  en  langage  ordinaire  la  nouvelle 
équation,  on  aura  nécessairement  un  nouvel  énoncé  qui  ne  diffé- 
rera du  premier  qu’en  ce  que  certaines  quantités,  d’additivcs 
qu’elles  étaient,  seront  devenues  soustractives,  et  réciproquement. 

Il  reste  à faire  voir  maintenant  que  la  substitution  de  — x à la 
place  de  x dans  l’équation,  donne  lieu  au  résultat  x = p,  si  l’on 
avait  d’abord  obtenu  x = — p [p  est  ici  regardé  comme  un  nombre 
absolu). 

Or,  quelle  que  soit  l’équation  primitive  du  problème,  on  peut 
toujours , par  des  transformations  connues,  la  supposer  ramenée  à la 
forme  ax  — — b (net  b étant  des  nombres  absolus). 

„ . — b h 

De  cette  équation , 1 on  tire  x = — — - , ou  x — — - , ou  bien 

enfin,  x = — p,p  exprimant  le  nombre  absolu  Mais  si  l’on  met — x 

à la  place  de  x dans  l'équation  primitive , on  parviendra,  en  opé- 
rant sur  la  nouvelle  équation  comme  Sur  la  première,  à l’équation 
— ax  — — b, 

— b b . 

d’où  x = — - , ou  x — - , ou  enfin , x =p. 

Ce  qu’il  fallait  démontrer  (*). 

On  Toit.par  ce  qui  précède,  de  quelle  manière  on  doit  interpréter 
les  solutions  négatives.  Elles  peuvent  être  regardées,  abstraction 
faite  de  leur  signe,  comme  des  réponses,  non  aux  questions  telles 
qu’elles  ont  été  établies,  mais  à des  questions  de  même  nature, 
dont  certaines  conditions  ont  été  modifiées;  et,  pour  obtenir  le 
nouvel  énoncé , le  moyeu  le  plus  sûr  est  de  remonter  à l'équation  du 
problème,  d’y  changer  x en  — x,  puis  de  traduire  en  langage  ordinaire 
la  nou  telle  équation.  {Voyez,  le  n°  7 1 pour  la  démonstration  du  même 
principe , dans  les  équations  du  premier  degré  à plusieurs  incon- 
nues.) 

g)  L énoncé  du  principe  précédent  et  une  partie  de  la  démoujlration,  «ont  entrait* 
de  l’ouvrage  intitulé  Réflexions  sur  la  métaphysique  du  t'atetl  différentiel,  ««coude 
édition , par  Carnot. 
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60.  Remarque.  Le  principe  qu’on  rient  d’établir  n’est  rigoureu- 
sement vrai  que  pour  les  équations , et  il  ne  l’est  pas  toujours  pour 
les  énoncés  des  problèmes;  c’est-à-dire  que  tel  problème  peut  avoir 
un  énoncé  exact,  lors  même  qu’cn  résolvant  l’équation  établie  on 
parvient  à une  valeur  négative.  Cela  tient  à ce  que  l’algébriste, 
dans  l’application  de  sa  méthode  à la  résolution  d’un  problème, 
prend  souvent  certaines  conditions  dans  un  sens  opposé  à celui  où 
elles  devraient  être  prises  ; et  dans  ce  cas,  la  solution  négative  qu’il 
obtient  redresse  le  point  de  vue  sous  lequel  il  a envisagé  ces  con- 
ditions. Ainsi,  l’équation  est  vicieuse,  quoique  le  problème  soit  sus- 
ceptible d’ètre  résolu  ; et  ce  n’est  que  lorsque  l’équation  est  la  tra- 
duction fidèle  de  l’énoncé  et  du  sens  de  toutes  scs  conditions,  que 
le  principe  est  applicable  aux  énoncés.  Nous  en  verrons  des  exemples 
par  la  suite  ; mais  c’est  principalement  dans  les  applications  de 
l’Algèbre  aux  questions  de  Géométrie,  que  le  principe  est  appli- 
cable , moins  aux  énoncés  qu’aux  équations. 

Au  reste,  pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  démonstration  qui  en 
a été  donnée,  on  verra  que  les  raisonnements  portent  plutôt  sur 
les  équations,  que  sur  les  énoncés  dont  ces  équations  sont  regar- 
dées comme  la  traduction  algébrique. 

61.  Dans  la  démonstration  précédente,  ona  été  conduità  mul- 
tiplier -f-  a par  — x,  à diviser  — b par  -j-  a,  — b par  — a;  et  l’on 
est  parvenu  aux  résultats  en  appliquant  aux  monomes  les  règles  des 
signe»  établies  pour  la  multiplication  et  la  division  des  polynômes. 
II  peut  parailre,  au  premier  abord , nécessaire  de  démontrer  ces 
règles  par  rapport  aux  monomes  isolés,  et  c’est  en  effet  ce  que  font 
presque  tous  les  auteurs.  Mais  les  démonstrations  qu’ils  en  donnent 
n'ont  que  l’apparenco  de  l’exactitude,  ou  laissent  beaucoup  do 
vague  dans  l’esprit.  Nous  dirons  donc  que  l’ois  o étendu  aux  quan- 
tités monomes  les  règles  des  signes  établies  et  démontrées  pour  les  poly- 
nômes, afin  de  donner  une  interprétation  aux  résultats  singuliers  que 
fournit  l’Algèbre.  En  n’admettant  point  cette  extension,  on  se  prieerait 
d’un  des  principaux  avantages  de  la  langue  algébrique,  lequel  consiste 
à embrasser  dans  une  seule  et  même  formule  les  solutions  de  plusieurs 
questions  de  même  nature,  mais  dont  les  énoncés  diffèrent  par  le  sens  de 
certaines  conditions,  c'est-à-dire  en  ce  que  certaines  quantités  sont 
additices  dans  les  uns  et  soustractives  dans  les  autres,  et  réciproque- 
ment. 

L’extension  aux  quantités  monomes , dcirègles  établies  pour  les 
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polynôme* , peut  encore  être  motivée  par  les  considérations 
suivante*  : 

La  démonstration  exposée  n°  17,  pour  la  multiplication  d’un 
binôme  a — b par  un  binôme  c — d,  suppose  évidemment  a b 
et  c d.  Si  le  contraire  a lieu , ces  raisonnements  n’offrent  plus  à 
l’esprit  aucun  sens  rigoureux;  et  cependant,  la  règle  des  signes  une 
fois  établie , on  ne  songe  pas  à la  révoquer  en  doute,  quels  que 
soient  les  rapports  de  grandeur  de  a,  b,  c,  d. 

Cela  posé , le  produit  de  a — b par  c étant  oc  — bc,  il  s’ensuit  que 
le  produit  d’une  exprès  ai  on  négative  a — b,  (a  étant  b),  par  une 
quantité  positive  c,  est  négatif. 

De  même,  le  produit  de  b par  c — d étant  bc  — bd,  il  en  résulte  quo' 
le  produit  d’une  quantité  positive  b par  une  expression  négative  o • — d 
(e  étant  <[  d ),  est  négatif. 

Enfin,  lo  produit  de  a — b parc  — d étant,  comme  on  l’a  vu, 
ac  — bc  — ad -j- bd , expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 
bd  — ad  — bc  -\-ac,  ou  d (b  — a)  — c (b  — a),  si  l’on  suppose  d^>c, 
et  b a ou  b — o positif,  il  en  résulte  nécessairement  d (b  — a) 
>c(A — o),  et  par  conséquent,  d (b  — a)  — c(b  — o),  positif. 
Donc  le  produit  d’une  expression  négative  a — b par  une  expression 
négative  c — d.  . . . (a  étant  < b et  c < d),  est  positif. 

C’est  d’ailleurs  là  ce  qui  constitue  l’un  des  caractères  distinctifs 
de  l’Algèbre.  En  Arithmétique  comme  en  Géométrie,  les  raisonne- 
ments portent  toujours  sur  des  êtres  réels  que  l’esprit  peut  saisir, 
tandis  qu’en  Algèbre,  on  raisonne  et  l’on  opère  le  plus  souvent  sur 
des  êtres  imaginaires,  ou  sur  des  symboles  présentant  des  opérations 
inexécutables  ; tuais  l’exactitude  des  résultats  qu’on  obtient  par  ce 
moyen,  ot  auxquels  ou  parviendrait  également  par  des  procédés 
plus  rigoureux , mais  beaucoup  plus  longs , justifie  suffisamment  la 
marche  qu’on  a suivie. 

62.  Comme  les  règles  des  signes , relatives  aux  monomes  , sont 
d’un  usage  continuel  en  Algèbre,  il  esta  propos  d’en  présenter  ici 
l'ensemble.  D’ailleurs,  nous  en  verrons  dériver  de  nouvelles  expres- 
sions propres  au  langage  algébrique. 

Commençons  par  l’addition  et  la  soustraction. 

Pour  ajouter  b ou  — b avec  une  quantité  exprimée  para,  il 
faut  écrire  a-|-bouo  — b,  c’est-à-dire  écrire  les  deux  monomes  l’un 
à la  suite  de  l'autre,  arec  leurs  signes  respectifs,  {l'oyez  n°  13.) 

Pour  soustraire  -f-  b ou  — b de  a,  il  faut  écrire  a — b ou  a -j-  b. 
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c’est-à-diro  changer  le  signe  du  monomc  à soustraire,  et  l’écrire 
avec  son  nouveau  signe  à la  suite  de  celui  dont  il  faut  soustraire. 
[Voyez  n°  14.) 

Quant  à la  multiplication  et  a la  division  : 


-f-o  X 4-6  ou  — «X  — 6 donne  pour  produit  -J-  ob 

— o X 4- 6 OU  4-0  X — b donne  pour  produit  — ab 

4*o  : 4“  b ou  — o : —b  donne  pour  quotient  ~\-j)  | 

— a : 4*6  ou  4“»  : — b donne  pour  quotient — ^ 


J (n°  17). 
| (n°  25). 


Ces  règles  donnent  lieu  à quelques  remarques  importantes. 

1°  En  Algèbre,  le  mot  ajouter  et  le  mot  tomme  ne  doivent  pas 
toujours,  comme  en  Arithmétique,  entraîner  avec  eux  l’idée  d'aug- 
mentation; car  le  résultat,  a — b,  de  l’addition  do  — b avec  o, 
est,  à proprement  parler,  une  différence  entre  le  nombre  d’unités 
exprimé  par  o et  le  nombre  d’unités  exprimé  par  b ; par  conséquent 
ce  résultat  est  moindre  que  o.  Pour  distinguer  cette  espèce  de  somme 
d’une  somme  arithmétique  , on  lui  donne  le  nom  de  somme  algébri- 
que. Ainsi , un  polynôme  tel  que  2a1  — 3 a’Z»  -J-  3 ab'c  — 2a’c,  est 
une  somme  algébrique,  en  tant  qu’on  le  regarde  comme  le  résultat 
de  la  réunion  des  monomes  2a1,  — 3 a’6,  -\-'6ab'c,  — 2a'c,  avec  leurs 
signes  respectifs;  et  son  acception  propre  est  la  différence  arithmé- 
tique entre  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  additifs 
et  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  soustractifs. 

11  résulte  de  là  qu’une  somme  algébrique  peut , dans  les  applica- 
tious  numériques,  so  réduire  à un  nombre  négatif  ou  affecté  du 
signe  — . 


2° Le  mot  soustraire  elle  mot  différence  n’offrent  pas  toujours  l’idée 
de  diminution  ; car  la  différence  entre  -j-  a et  — b,  étant  a-| -b, 
surpasse  le  nombre  a ; c’est  une  différence  algébrique,  parce  que  le 
résultat  peut  être  mis  sous  la  forme  a — ( — b). 

Au  moyen  do  ces  dénominations,  les  valeurs  négatives  peuvent 
être  regardées  comme  des  réponses  aux  questions.  Par  exemple, 
dans  l’équation  31 -J-®  = 24,  le  résultat  x = — 7 indique  qu’il 
faut  ajouter — 7 à 31  pour  obtenir  24,  et  eu  effet,  31  -J-  ( — 7);  ou 
31  — 7,  est  égal  à 24. 


Pareillement,  dans  l’équation 


18  4-x  = : 


le  résultat 
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x = — 8 indique  qu’il  Faut  ajouter  — 5 aux  deux  âges,  pour  quo 
l’âge  du  fils  soit  le  quart  de  celui  du  père.  En  effet,  on  a 

1 5 -f-  ( — 5)  ou  15  — 8 = 10, 

45-j-  ( — 5}  ou  45  — 5 = 40. 

63.  La  nécessité  d’employer  les  expressions  négatives  dans  les 
calculs  algébriques , et  d’opcrer  sur  elles  comme  sur  les  quantités 
absolues,  a conduit  les  algébristcs  à deux  autres  propositions  qui 
seront  par  la  suite  d’un  usage  très -fréquent.  En  voici  l’cnoncé  : 
Toute  quantité  négative,  — a,  est  plus  petite  que  o;  et  de  deux  quantités 
négatives,  la  plus  petite  est  celle  dont  la  râleur  numérique  ou  absolue 
est  la  plus  grande. 

Ainsi  l’on  a — a oel  — a — A,  si  a est  numériquement  plus 
grand  que  b. 

Pour  nous  rendre  compte  de  ces  deux  propositions , observons 
qu’en  général,  si  d’un  même  nombre  on  retranche  une  suite  de 
nombres  de  plus  en  plus  grands,  les  restes  doivent  ètro  de  plus  en 
plus  petits.  Cela  posé,  prenons  au  hasard  un  nombre  entier,  6 par 
exemple,  et  de  ce  nombre  retranchons  successivement,  1,2,  3,  4, 
5,  6,  7,  8,  9,  . . . . ; on  trouve , en  écrivant  les  différences  sur 
une  même  ligne, 

g—  1 , 6 — 2,  6 — 3,  6 — 4,  6 — 5, 6 — 6,  6 — 7,  6 — 8, 6 — 9, 
ou  réduisant, 

»,  4,  3,  2,  1,  O,  -1,  -2,  -3. 

D’où  l’on  voit  que — 1 doit  être  regardé  comme  plus  petit  que  o, 
puisque  celui-ci  exprime  l’excès  de  6 sur  lui-même,  tandis  que  — 1 
exprime  l’excès  de  8 sur  un  nombre  plus  grand. 

Parla  même  raison,  — 1 est  plus  grand  que — 2,  — 3 est  plus 
grand  que  — 4,  quoique  les  valeurs  numériques  des  premières  ex- 
pressions soient  moindres  que  celles  des  dernières. 

Autrement.  Dès  que,  pour  interpréter  tous  les  résultats  singuliers 
quo  fournit  la  résolution  algébrique  d’une  question  , l'on  est  con- 
venu de  considérer  les  expressions  négatives  comme  des  quantités,  il 
faut  qu’en  les  soumettant  aux  mêmes  opérations  que  les  nombres 
absolus,  on  puisse  parvenir  à des  résultats  exacts.  Or,  on  peut  re- 
garder comme  un  axiome,  que,  si  un  nombre  a est  plus  grand  qu’un 
autre  b,  et  que  l’on  ajoute  à chacun  un  même  nombred,  le  premier 
résultat,  a -j~d,  est  plus  grand  que  le  second,  A-f-d. 
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Cela  posé,  en  admettant  les  inégalités  o > — a,  et 

— a^>  — ( a -f-  »*  ) , ( o et  m sont  ici  des  nombres  absolus  ),  si  l’on 
ajoute  aux  deux  membres  do  chacune  d’elles , a -(-  m,  on  trouve 
o-f-  m m c*  m °>  ce  Rn*  esl  exact.  Au  contraire,  si  l’on  posait 
o <[  — aet — a<^-~ (o— {—  j»),ilen résulterait  et »/»<^o, 

ce  qui  serait  absurde. 

En  général,  on  doit  admettre  les  deux  propositions  précédentes 
si  l’on  veut  opérer  sur  les  expression»  nègatices  comme  sur  les  quan- 
tités absolues.  Ces  propositions  sont,  au  reste,  une  espèce  de  locu- 
tion algébrique  analogue  à celles  dont  nous  nous  servons  souvent 
dans  notre  langue.  Nous  disons  tous  les  jours  d’une  personne,  qu’elle 
a moins  que  rien  pour  exprimer  qu’elle  doit  plus  qu’elle  ne  possède  ; 
et  de  deux  personnes  qui,  ayant  la  même  fortune,  doivent  plus 
qu’elles  ne  possèdent,  que  la  plus  riche  est  celle  qui  doit  le  moins. 

Discussion  des  problèmes  du  premier  degré  à deux  ou  plusieurs 

inconnues. 

6-4.  Lorsqu’on  a résolu  un  problème  généralement,  c’est-à-dire 
en  représentant  les  données  par  des  lettres , on  peut  se  proposer  de 
déterminer  ce  que  deviennent  les  valeurs  des  inconnues,  pour  des 
hypothèses  particulières  faites  sur  les  données.  La  détermination  de 
ces  differentes  valeurs,  et  l'interprétation  des  résultats  singuliers 
auxquels  on  parvient,  forment  ce  qu’on  appelle  la  discussion  du  pro- 
blème. 

Voici  une  question  dont  la  discussion  offre  à peu  près  toutes  les 
circonstances  qui  se  rencontrent  dans  les  problèmes  du  premier 
degré. 


R'  A B K 

Quatorzième  problème.  Deux  courriers  partent  en  mime  temps  de 
deux  points  différents,  A et  B,  d'une  mime  ligne  AR,  et  se  dirigent  dans 
le  mime  sens  AB.  Le  courrier  qui  part  du  point  A fait  m lieues  par 
heure,  et  le  courrier  qui  part  du  point  II  en  fait  n.  On  demande  à quelles 
distances  des  points  A et  B,  les  deux  courriers  se  rencontreront. 

Solution.  Soit  R le  point  de  rencontre  ; appelons  x et  y les  distances 
inconnues  AR  et  BR,  exprimées  en  lieues,  et  a la  distadee  AB  qui 
sépare  les  deux  courriers  au  moment  de  leur  départ.  On  a évidem- 
ment pour  première  équation. 
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x — y = a.  . . . (1). 

Mais  m et  n exprimant  les  nombres  de  lieues  faits  par  heure  ( ce 
sont  les  vitesses  respectives  des  deux  courriers  ),  il  s’ensuit  que  les 
temps  employés  pour  parcourir  les  espaces  x et  y sont  marques  par 

ï-  et — ; d’ailleurs,  ces  deux  temps  sont  égaux;  ainsi,  l’on  a pour  sc- 
m n 

• sc  v 

coude  équation  du  problème,  ^ ou  bien, 

nx — viy=o.  . . . (2). 

Combinant  les  équations  (1)  et  (2)  entre  elles  d’après  les  métho- 
des connues  d’élimination,  on  obtient 

am  an  * 


valeurs  qu’il  est  aisé  de  vérifier. 

Discussion.  Tant  que  l’on  supposera  m ]]>  «,  d’où  m — «)>  o ou 
positif,  ces  valeurs  seront  positives,  et  le  problème  sera  résolu  dans 
le  sens  propre  de  son  énoncé.  Eu  effet,  si  le  courrier  A est  suppose 
aller  plus  vite  que  le  courrier  B,  on  conçoit  qu’à  chaque  instant  il 
gagne  du  chemin  sur  celui-ci  ; l’intervalle  qui  les  séparait  d’abord 
diminue  de  plus  en  plus,  jusqu’à  ccqu’enfin  il  s’anéantisse  tout  à fait; 
et  alors  les  deux  courriers  doivent  sc  trouver  au  meme  point  de  la 
ligne  qu’ils  parcourent. 

Mais  si  l’on  suppose  m n,  d’où  m — « <^  o ou  négatif,  les  va- 
leurs sont  à la  fois  négatives  et  deviennent 

am  an 


Pour  interpréter  ces  résultats,  observons  qu’il  est  impossible  que 
les  deux  courriers  se  roucontrent  s’ils  sont  partis  en  même  temps  des 
points  A et  B,  comme  on  l’a  supposé,  l’intervalle  qui  les  séparait  no 
faisant  qu’augmenter  à chaque  instant.  Maiscelto  condition  de  leur 
départ  simultané,  n’étant  pas  de  nature  à être  exprimée  algébrique- 
ment, n’entre  pour  rien  dans  les  équations  du  problème,  qui  sont 
restées  tout  à fait  indépendantes  do  cette  restriction.  Si  donc  on 
suppose  que  les  courriers,  parvenus  en  même  temps,  l'un  nu  point  A, 
l’autre  au  point  B,  se  meuvent  déjà  depuis  un  temps  indéfini  sur  la 
ligue  et  dans  leseus  AB,  alors  il  est  clair  qu’ils  auront  dù  se  reneou- 
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trer  antérieurement  en  un  point  R'  dn  prolongement  do  BA,  qui  est 
précisément  celui  que  déterminent  les  râleurs  de  x et  de  y.  En  effet, 
si  l’on  met  le  problème  en  équation  d’après  la  nouvelle  hypothèse, 
ce  qui  revient  à changer  les  signes  de  « et  de  y dans  les  deux  équa- 
tions, conformément  au  principe  établi  n°  59,  on  obtient 


s 


y 


équations  qui,  résolues,  donnent 

am  an 

, y = 

n — »/»  » — m 


Ces  valeurs  vérifient  le  nouvel  énoncé,  dans  lequel  on  suppose  que 
les  courriers  se  sontdéjà  rencontrés  avant  d’être  parvenus  aux  points 
A et  B. 

Soit  maintenant  m ==  b , d’où  m — n = 0 ; les  valeurs  générales 

...  . am  an 

se  réduisent  a *■=  — , y =— . 

Comment  interpréter  ces  nouveaux  résultats? 

En  remontant  d’abord  à l’énonce,  on  voit  qu’il  y a impossibilité 
absolue  d’y  satisfaire  , c’est-à-dire  qu’il  ne  peut  exister  de  point  do 
rencontre;  car  les  deux  courriers  étant  à un  intervalle  a l’un  de 
l’autre , et  allant  également  vite , doivent  toujours  conserver  entre 

eux  la  meme  distance.  On  peut  donc  regarder  le  résultat  ^ 

comme  un  nouveau  signe  d’impossibilité.  En  effet , si  l’on  reprend 
les  équations  du  problème , elles  deviennent , dans  les  cas 
de  m = n , 


s?  — y=  o 


m 


m 


fx—y  — a, 

x — y = o, 


équations  évidemment  incompatibles. 

Cependant , les  algébristes  regardent  les  résul  tats  x = — , 

y = , comme  formant  une  espèce  de  valeur  à laquelle  ils  don- 

nent le  nom  de  valeur  infinie.  En  voici  la  raison  : 

Lorsque  la  différence  m — n,  sans  être  tout  à fait  nulle,  est 
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supposée  très-petite,  les  deux  résultats,  , -,  sont 

ni  — n m — n 

très-grands. 

Soit , par  exemple , m — n = 0,01 , m ==  3 ; d’où 

n — 3 — 0,01  = 2,99.  11  vient 


am 

m — n 


■—  299a. 

f»  — » 


Soit  encore  m — n = 0,000 1 , m = 3 , d’où  n = 2 ,9999  ; il  en 

résulte  — — — =30000o,  — — — = 29999a. 
m — n m — n 

En  un  mot , tant  que  la  différence  des  deux  vitesses  n’est  pas 
nulle,  les  deux  courriers  se  rencontrent;  mais  les  distances  du 
point  de  rencontre  aux  deux  points  de  départ  deviennent  de  plus 
en  plus  grandes,  à mesure  que  cette  différence  diminue.  Donc, 
si  l’on  suppose  celle  différence  Moindre  qu’aucune  grandeur  donnée  , 

les  distances  — — — , — — sont  plus  grandes  qu’aucune  quantité 

donnée,  ou  infinies.  On  dit  alors , pour  abréger  : soit  m — n = 0 , 

il  en  résulte  x = ™ , y = —,  valeurs  infiuies. 

Comme  0 est  moindre  que  toute  grandeur  absolue,  il  s’ensuit 
que  l’on  peut  prendre  ce  caractère  pour  désigner  le  dernier  état 
d’une  grandeur  qui  peut  décroître  autant  que  l’on  veut.  De  même  , 
comme  un  nombre  fractionnaire  est  d’autant  plus  grand  que  son 
numérateur  est  plus  grand  par  rapport  à son  dénominateur,  il  s’en- 

A 

suit  qu’une  expression  telle  que  ■q  ( A étant  un  nombre  absolu 

quelconque),  est  très-propre  à exprimer  une  quantité  infinie,  c’est- 
à-dire  une  quantité  plus  grande  qu’aucune  quantité  assignable. 

L’infini  s’exprime  encore  par  un  huit  couché , oe  ; et  par  con- 
séquent, une  quantité  moindre  qu’aucune  grandeur  donnée,  ou  0, 

peut  aussi  s’exprimer  par  — , car  une  fraction  est  d’autant  plus 

petite,  que  son  dénominateur  est  plus  grand  par  rapport  à son 

numérateur.  Ainsi , 0 et  — , sont  des  symboles  synonymes;  il  eu 
oo 

est  de  même  de  ^ et  ao. 
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Nons  avons  insisté  sur  ces  dernières  notions  , parce  qu’il  y a des 
questions  d’une  nature  telle  que  l’infini  peut  être  regardé  comme 
une  véritable  réponse  à l’énoncé.  On  en  voit  des  exemples  fré- 
quents dans  l’application  do  l’algèbre  aux  questions  de  Géométrie. 

En  résumant  ce  que  nous  venons  de  dire  , dans  le  cas  detn=s, 
on  voit  qu’il  n’y  a pas  , à proprement  parler , de  solution  du  pro- 
blème, en  nombres  finis  et  déterminés  ; mais  on  trouve  des  valeurs 
infinies  pour  les  inconnues. 

Si,  à l’hypothèse  f»  = n,  on  ajoute  celle-ci,  o=0,  les  deux 
valeurs  deviennent  * = — , y = -.  Quel  sens  doit-on  attacher  à ce 
nouveau  résultat? 

Reprenons  l’énoncé  , et  observons  que,-  si  les  deux  courriers  par- 
tent du  même  point  et  vont  également  vite,  ils  doivent  être  tou- 
jours ensemble , et  par  conséquent,  se  rencontrer  en  tous  les  points 
de  la  ligne  qu’ils  parcourent.  Et  en  effet,  les  équations  deviennent, 
dans  la  double  hypothèse  de  m = n , a = 0 , 


x — y=0  | ( *—  y = 0, 


équations  qui  rentrent  l’uno  dans  l’autre.  Ainsi  la  question  est  tout 
à fait  indéterminée  (n°  55) , puisqu’on  n’a  réellement  qu’une  équa- 
tion entre  deux  inconnues. 

L’expression  ^ est  donc,  dans  ce  cas,  lo  symbole  d’une  indétermi- 
nation dans  l’énoncé. 

Si  les  deux  courriers  ne  vont  pas  également  vite,  c’est-à-dire 
que  l’on  ait  m^>  ou  <[  n,  mais  qu’on  suppose  a = 0,  on  trouve 
pour  valeurs  * = 0,  y = 0. 

En  effet,  les  deux  courriers,  partant  du  même  point,  et  ayant  des 
vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  ensemble 
qu’au  point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  précédentes  sont  les  seules  qui  conduisent  à des 
résultats  remarquables.  Elles  suffisent  d’ailleurs  pour  faire  voir  aux 
commençants  de  quelle  manière  l’Algèbre  répond  à toutes  les  cir- 
constances de  l’énoncé  d’un  problème. 

Nous  généraliserons  bientôt  la  discussion  précédente  j mais  aupa- 
ravant, nous  ferons  une  remarque  de  la  plus  grande  importance 
dans  les  applications  algébriques. 
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68.  Lorsqu’on  problème  a été  résolu  généralement , on  peut , au 
moyen  des  formules  ou  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues  , obte- 
nir par  de  simplet  changements  de  signe , celles  qui  conviennent  à de 
nouveaux  problèmes  généraux  dont  les  énoncés  ne  diffèrent  de  ce- 
lui du  problème  proposé , que  par  le  sens  de  certaines  quantités 
qui,  d’additives  qu’elles  étaient,  sont  devenues  soustractives,  et 
réciproquement. 

Prenons  pour  exemple  le  problème  de  l’ouvrier  , résolu  n°  47. 
En  supposant  que  l’ouvrier  reçoive  pour  son  décompte  une  somme  c , 
on  a les  équations 


x -j-  y — n 
ax  — by  — c 


d’où 


x 


bn  -f-  c 


y — 


an  — o 
a -]—  b 


Mais,  si  l’on  suppose  au  contraire  que,  tout  décompte  fait  , 
l’ouvrier,  au  lieu  do  recevoir,  doive  une  somme  c,  les  équa- 


tions seront  alors  * ^ n j ou  ( ^ n 

by  — ax  = c j ( ax  — by  — — c 

(on  a changé  les  signes  de  la  seconde  équation). 

Or  il  est  visible  quo , sans  résoudre  de  nouveau  ces  équations,  on 
peut  obtenir  sur-le-champ  les  valeurs  de  x et  de  y qui  leur  corres- 
pondent, en  changeant  simplement  le  signe  de  c dans  les  valeurs 
précédentes  , ce  qui  donne 


bn  — c an  -I-  c 

a -f-  b ’ y a -j-  b ' 

Afin  do  le  prouver  rigoureusement , désignons  pour  le  mo- 
ment — e par  d;  les  équations  deviennent  alors  < * "i*  9 ~ n » 

\ ax—by  = d, 

équations  qui  ne  diffèrent  de  celle  du  premier  énoncé  qu’en  ce 
que  c est  changé  en  d.  Ainsi , l’on  trouvera  nécessairement 

bn  4-  d an  — d 

X 7+  b ’ V ~ b ' 

Actuellement , si  l’on  remplace  d par  sa  valeur  — e,  il  vient 
x — èn  -f-  ( — c)  an  — ( — c) 

a -j-  b ’ a -j-  b ’ 

ou  bien  , en  appliquant  les  règles  établies  n"  02 , 
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bn  — c 
a -J-  b ’ 


nn'-f-  e 
a-i-  b' 


C.  Q.  F.  D. 


On  peut  comprendre  sous  les  mêmes  formules,  les  résultats  qui 
conviennent  aux  deux  énoncés,  eu  écrivant 

bn  ± c an  - Fc 

a-\-  b*  'J  a -}-  b 

(Le  double  signe  ± s’énonce  plus  ou  moins ; les  signes  supérieurs 
correspondent  au  cas  où  l’ouvrier  reçoit , et  les  signes  inférieurs  à 
celui  où  l’ouvrier  doit  une  somme  c). 

Ces  formules  comprennent  encore  le  cas  où,  tout  décompte  fait, 
l’ouvrier  et  la  personne  qui  l’emploie  sont  quittes  l’un  envers  l’au- 
tre. 11  suffit  de  supposer  c = 0 , ce  qui  donne 
bn  an 

*—z^fb’  y-r+ô1 

Soient  encore  les  deux  équations  générales  j ^ c ’ 

( Jx  + fy=g, 

provenant  de  la  traduction  algébrique  d’un  problème  quelconque. 
En  multipliant  la  première  équation  par/-,  la  seconde  par  b,  et 
soustrayant  la  seconde  de  la  première,  on  a 

(af—  bd)  x — cf—  by,  d’où  x = 

a/  — bd 


On  trouverait  de  même  y = 

Cela  posé,  pour  passer  do  ccs  formules , 


aq  — cd 
: af—  bd' 


1°  à celles  qui  conviennent  aux  équations  | ax  by  c , 

( dx+fy  = y. 


il  suffit  de  changer  b en  — b,  ce  qui  donne 


J_f/+  a<J  — cd 

af-  - bd  ’ y af  -\-bd’ 


î“  aux  formules  relatives  aux  équations  j C> 

4 ( J*—  fy—g, 

il  suffit  de  changer  b en  — b et /en  — f,  ce  qui  donne  les  formules 
T_  — c/~+  h_h9  — </  «g  — cd 

— af-\-  bd  bd  — af’  bd  — af' 

La  démonstration  est  absolument  la  meme  que  dans  l’exemple 
précédent;  ainsi  nous  ne  la  répéterons  pas. 
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§ IV.  Discussion  générale  des  problèmes  et  des  équations 
du  premier  degré. 

66.  Afin  de  pouvoir  généraliser  la  discussion  des  problèmes  du 
premier  degré  à une  ou  plusieurs  inconnues,  nous  allons  nous  pro- 
poser d’établir  des  formules  qui  puissent  représenter  les  voleurs  des 
inconnues,  pour  un  système  quelconque  d’équations  renfermant  un 
pareil  nombre  d’inconnues. 

Mais  auparavant,  nous  démontrerons  un  principe  général,  appli- 
cable aux  équations  de  tous  les  degrés,  et  dont  le  principe  du  n°  80 
n’est  qu’un  cas  particulier. 

Si  l’on  a deux  ou  plusieurs  équations 

A = B | C = D | E = F | G = H | . . .(1), 

entre  deux  ou  plusieurs  inconnues  x,  y,  s,  u.  . . (le  nombre  de  ces 
inconnues  pouvant  être  différent  de  celui  des  équations), 

1°  On  petit  à l'une  de  ces  équations  substituer  le  résultat  de  la  com- 
binaison, par  addition  ou  soustraction,  de  deux  ou  plusieurs  d’entre 
elles,  pourvu  que  l’équation  remplacée  soit  une  de  celles  qui  ont  été 
combinées. 

Ainsi , à l’équation  A =B,  par  exemple,  on  peut  substituer  l’une 
des  équations  suivantes  : 

A— {—  C =B-{-  D,  ou  A — C = B — B,  ou  A -f-  C — E=B  -{-D — F.. .(S) 

En  effet,  les  équations  (1)  existant  pour  un  certain  système  de  va- 
leurs de  x,  y,  s,  «...  .,  il  est  clair  que  chacune  des  équations  (2) 
doit  exister  pour  le  même  système.  Réciproquement,  tout  système 
qui  vérifie  l’une  .dçs  équations  (2),  et  les  équations  C = D,E  = F, 
G = H , doit  nécessairement  vérifier  l’équation  A = B,  car  si  l’on 
considère  les  équations  C=D,  E = F,  G=H,en  même  temps  que 
l’équation  A-}-C  — E=B-{-D  — F,  par  exemple,  on  trouve,  en 
retranchant  de  celle-ci  l’équation  C = D,  membre  à membre , et 
ajoutant  au  résultat  l’équation  E = F,  aussi  membre  à membre , on 
trouve,  dis-je,  A-J-C — E — C-f-E=B~f-D — F — D-f-F,  ou  ré- 
duisant. . .A  — B. 

2°  On  peut  mime , avant  de  combiner  les  équations  (1)  par  addi- 
tion et  soustraction,  multiplier  d’abord  les  deux  membres  d’une  ou 
de  plusieurs  des  équations  (1)  par  un  nombre  connu. 

Car  si  l’on  aA  = B,  C = D,  E = F,  on  a également  m\  — mB, 
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*»C  = nD,  pE=pY,  et  réciproquement  ; ce  qui  veut  dire  qu’au  sys- 
tème des  équations  A = B,  C = D,  E = F,  on  peut  substituer  celui-ci  : 
m\=mB,  nC=«D,  pE=pF;  et  alors  rien  n’empêche  d’opérer  en- 
suite sur  ces  dernières  équations  par  addition  et  soustraction. 

67.  Venons  maintenant  à notre  objet.  D’abord  , toute  équation 
du  premier  degré  à une  seule  inconnue  pent,  au  moyen  des  trans- 
formations usitées,  être  ramenée  à la  forme 

ax  = b; 

a désignant  la  somme  algébrique  des  quantités  qui  multiplient  l’in- 
connue, et  b la  somme  algébrique  des  termes  tous  connus. 

Cette  équation  donne  x = - ; 

et  il  est  bien  évident  qu’auuune  quantité  différente  de  celle  qui  est 
exprimée  par  ^ , ne  peut  vérifier  l’équation  proposée. 

Observons,  en  second  lieu , que  toute  équation  du  premier  degré 
à deux  inconnues  peut  être  représentée  par 
ax  -j-  hy  — c 

(a,  b , c,  étant  des  quantités  entières  de  signes  quelconques). 

En  effet,  si  l’équation  proposée  renferme  des  dénominateurs,  on 
les  fait  d’abord  disparaître  (n°  44);  réunissant  ensuite  tous  les  termes 
affectés  de  x et  tous  les  termes  affectés  de  y dans  le  premier  membre, 
puis  faisant  passer  tous  les  termes  connus  dans  le  second  membre, 
on  peut  désigner  la  somme  algébrique  des  premiers  par  ax,  la  somme 
algébrique  des  seconds  par  by,  et  la  somme  algébrique  des  derniers 
par  c. 

Soient  donc  proposées  les  deux  équations 

ax  -f-  by  = c,  (1) 

a’x  -j-  b' y = c'.  (2) 

On  obtient,  en  multipliant  la  Irc  par  b',  la  seconde  par  b,  et  retran- 
chant le  second  résultat  du  premier, 


d’où 


(ai'  — ba ')  x = ci'  — bcr; 
ch'  — ic' 
x~  ab'-ba'- 


(3) 


Observons  ici  qu’en  vertu  du  principe  n°  66,  les  équations  (1) 
et  (2)  peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (1)  et  (3).  Or,  cetto 
dernière  donne  pour  x une  valeur  unique  qui,  substituée  dans 
AUâtBHE.  7 I 

I 

4 
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l'équation  (1),  ne  peut  donner  qu’une  seule  râleur  pour  y.  Donc, 
les  équations  proposées  ne  sauraient  admettre  qu’un  seul  système 
de  valeurs  pour  les  deux  incounues. 

La  valeur  de  y peut  d’ailleurs  s’obtenir  directement  par  l’élimi- 
nation de  x.  Il  suffit  pour  cela  do  multiplier  la  lrc  équation  par 
la  2°  par  a,  puis  de  retrancher  le  premier  résultat  du  second  (afin 
de  conserver  pour  y le  même  dénominateur  que  pour  a:).  11  vient 
(ai'  — ba)  y — ac'  — ca'; 


d’où 


___  ac'  — ca' 
y~ab'  —ba’ 


Passons  maintenant  au  cas  de  trois  équations  à trois  inconnues. 
Soient  les  équations 


ax  -f-  iÿ  es  = d, 

(O 

a'x-f-  b’y  -| -e's  =d', 

(*) 

a"x  ~\-b"y  -j-  c"z  = d". 

(3) 

Pour  éliminer  s,  multiplions  la  lr"  équation  par  c',  la  2”  par  c,  et 
retranchons  le  second  résultat  du  premier  -,  il  vient 

(ac'  — ca'  ) * + ( M — ci'  ) y = de'  — cd.  (4) 

Combinant  de  même  la  seconde  équation  avec  la  troisième,  on 
trouve 

( a'  c"  — c’a"  ) s + ( b'c"  - c'i"  ) y = d'e"  — c'd"  ; (5) 

et  l’on  doit  déjà  observer  ( n"  60  ) que  les  équations  (1),  (2),  (3), 
peuvent  être  remplacées  par  les  équations  (I),  (4),  (B). 

Actuellement,  pour  éliminer  y,  il  faut  multiplier  l’équation  (4) 
par  b'c"  — c'i",  l’équation  (S)  par  bc'  — ci',  puis  retrancher  le 
2°  résultat  du  1er,  ce  qui  donne 

[ ( ac'  — ca'  ) ( b'c"  — c'b"  ) — {a' c"  — c'a"  ) ( ic'  — ci'  ) ] x 
— (de'  — cd'  ) ( b’c"  — c'b"  ) — ( d'e"—  c'd"  )(bc'—cb'), 

ou,  effectuant  les  calculs,  réduisant  et  divisant  par  c', 

( ab’c"  — ac'l"  -f  ca'i"  — la'c"  -{-  bc'a"  — cb'a"  ) x 
= dUc"  — dc'b"  -j-  cd'b"  — bdc"  ~f-  bc'd"  — cb'd',  (6) 

équation  qui  donne  pour  x la  voleur  unique 

T dh'c"  ~ dc'b"  -f-  cd'b”  — bd'c"  *-(-  bc'd"  — cb'd, 

ah’c"  — aeb"  -f- ca'i"  — bac"  ~f-  bc'a"  — cb'a"' 
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D'ailleurs,  comme  les  équations  (1),  (4),  (8),  et  par  conséquent  les 
équations  proposées , peuvent  être  remplacées  ptir  les  équations 
(I),  (4),  (6),  si  l’on  reporte  la  valeur  unique  de  «dans  l'équation (4), 
on  obtiendra  une  valeur  unique  pour  y;  et  si  l’on  substitue  le  sys- 
tème unique  des  valeurs  de  x et  de  y dans  l'équation  ( 1),  on  obtien- 
dra une  valeur  unique  pour  s.  On  voit  donc  que  les  équations  pro- 
posées admettent  uu  seul  système  de  valeurs  pour  x,  y,  z. 

Les  valeurs  de  y et  de  s peuvent  au  reste  s'obtenir  directement 
en  effectuant  pour  éliminer  x et  z,  ensuite  x et  y,  des  calculs  analo- 
gues à ceux  qu’on  a effectués  pour  éliminer  y et  z. 

On  trouverait  ainsi 

_ ad'c"  — ac',r  -f  ca'd"  — da’c"  -f  de' a"  — ccfa” 

V ab'c"  — ac'b"-\-ca'b"  — ba'c"  -Çbc'a”  — cVJ" 

_ ab’d"  — ad' b"  -f  dab"  — ba'd"  -f  MV  — dbg" 
ab'c”  — ac'b”  -f-  ca'b”  — ba'c''  -j-  bc’a"  — cb'a"  ’ 

On  voit  assex  la  marche  qu’il  faudrait  suivre , si  l’on  avait  quatre 
équations  et  quatre  inconnues,  etc. 

60.  L’emploi  des  accents , dans  les  notations  des  coefficients , a 
donné  lieu  à l'observation  d’une  loi  d’après  laquelle  on  peut  faci- 
lement retrouver  les  formules  précédentes,  sans  être  obligé  d’effec- 
tuer l'éliminatiou. 

Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  équations  à deux  inconnues. 
On  a trouvé,  pour  les  valeurs  , 

cb'  — bc'  ac'  — ca’ 

X ab'  — ba’’  y = ab'  — ha” 

1°  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  à ces  deux  râleur»,  formes 
arec  les  lettres  a et  b , qui  désignent  les  coefficients  de  x et  de  y dan  sla 
première  équation,  les  deux  permutation t ab  et  ba  , puis  interposez  le 
signe  — , ce  qui  donne  ab  — ba  ; enfin,  accentues  dans  chaque  terme  la 
dernière  lettre  ; il  rient 

ab'  — ba’. 

2°  Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  à chaque  inconnue,  remplaces, 
dans  le  dénominateur,  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient  de  cette  incon- 
nue, par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute  connue,  en  laissant  tou- 
tefois les  accents  à la  même  place.  D’après  cela , ab'  — ba'  se  change  en 
cb'  — bc' , pour  la  valeur  de  x,  et  en  ac'  — oa'  pour  la  valeur  de  y. 

Considérons  actuellement  le  cas  de  8 équations  à trois  inconnues, 

7* 
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a,  b,  c désignant  les  coefficients  de  x,  y,  x,  et  d la  quantité  tonte 
connue.  1°  Pour  avoir  le  dénominateur  commun,  prenez  le  dénomina- 
teur ab  — ba , qui  convient  au  cas  de  deux  inconnues  ( abstraction  faite 
des  accents);  introduisez  la  lettre  c dans  chacun  des  deux  termes  ab 
et  ba  a toutes  les  places,  savoir,  à droite,  au  milieu,  et  à gauche  ; puis 
interposez  des  signes  alternativement  positifs  et  négatifs ; il  en  résulte 
abc  — acb-j-  cab  — bac  + bca  — cba.  Mettes  ensuite,  dans  chaque 
terme,  l’accent  ' sur  la  deuxième  lettre,  et  l’accent"  sur  la  troisième 
lettre  ; il  vient,  pour  le  dénominateur, 

ab'  c"  — ac'  b"  + ca!  b"  — ba'  c"  -{-  bc'  a”  — ch'  a", 

2°  Pour  former  le  numérateur  de  chaque  inconnue,  remplacez  dans 
le  dénominateur,  la  lettre  qui  désigne  le  coefficient  de  cette  inconnue  par 
la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute  connue,  en  laissant  les  accents  à 
la  même  place.  Ainsi  pour  x,  changes  a en  d;  pour  y,  b end,  et  pour  z, 
c en  d. 

Cette  loi , qui  peut  être  regardée  comme  nn  résultat  d’observation 
pour  deux  ou  trois  équations  , est  susceptible  de  s’éteudre  à un 
nombre  quelconque  d’équations  ; mais  la  démonstration  en  est  très- 
compliquée,  et  sort  tout  à fait  des  éléments.  Nous  renvoyons,  pour 
cet  objet,  à la  seconde  partie  de  Y Algèbre  de  Garnier,  et  à un  ou- 
vrage intitulé  : Complément  de  la  théorie  des  équations  du  pretnior 
degré,  par  M.  Desnauot. 

C9.  Voyons  l’usage  qu’on  peut  faire  de  ces  formules , dans  les 
applications  particulières. 

Soicntlcs  deux  équations  Sx  — 7y  = 34,3.r — 13 y — — 6. 

En  les  comparant  aux  équations  générales, 

ax-\-by  =c,  a'x  + b' y = c', 

on  a a =5,  b—  — 7,  e — 34  | o'=3,  i'  = — 13,  e'  = — 6. 

Substituons  dans  les  formules  x = , y—  nc,,  c,a  . a 

ab  — ba  3 ab'  — ba  * 


la  place  de  a,  b,  c,  d,  b’,  c’,  ces  valeurs;  il  vient 

34  X — 13  — ( — 7)X  — 6 — 34X13  — 7 X 6 

1 5X-13~(-7)X'3  - 6X  13  + 7X 

— 442  — 42  —484 

— _ 65  + 21  ——  44  ~ U» 

SX—  0 — 34X3  _ — 80— 102  —182 

“ y~  5x  — 13  — (—  7)X  3 — 65+  21  — 44 
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cl  jo  dis  quo  x = 1 1,  y = 3,  sont  les  valeurs  propres  à satisfaire  aux 
deux  équations  proposées. 

Nous  pourrions  d’abord  nous  en  assurer  eu  les  substituant  dans 
ces  équations.  Mais,  afin  que  la  démonstration  soit  indépendante 
de  tout  exemple  particulier,  remarquons  que,  pour  passer  des  for- 
mules relatives  aux  équations  ax-\-by  =c  et  a\r-f-  b’g—c,  à celles 
qui  conviennent  aux  équations  ax  — by  — ce t a'j?  — b’ y = — c', 
il  suffît  (n°  65)  de  changer  b en  — b,  b’  en  — b et  c'  en  — c',  ce  qui 


donne  x 


__  c X — b’  — (—  b)  X — c'  _ a X — c'  — c X «' 


aX  — b'  — (—b)Xa'’y  « X — — (-  b)  X«  ’ 


et,  pour  déduire  de  ces  nouvelles  formules  générales  les  valeurs 
qui  conviennent  aux  équations  particulières,  il  faut  fairea=5, 
b = 7,c  — U,a'  — Z,  b’  — 13,  c'  = 6. 

Donc  enfin , pour  obtenir  les  valeurs  relatives  aux  équations  pro- 
posées, il  suffit  défaire,  dans  les  formules  générales  obtenues  précé- 
demment , a —’o,  b — — 7,  c=S-4  | a = 3,  b’  = — 13,  c'  = — 0, 
puis  d'effectuer  les  calculs  d’après  les  règles  établies  pour  les  quan- 
tités monomes. 

La  règle  consiste,  en  général,  à substituer  à la  place  des  coefficients 
a,  b,  a',  b’.  . .,  leurs  valeurs  considérées  arec  tes  signes  dont  elles 
sont  affectées  dans  les  équations  particulières,  et  à effectuer  toutes  les 
opérations  indiquées,  d’après  les  préceptes  établis. 

Ces  applications  justifient  de  nouveau  la  nécessité  d’étendre  aux 
quantités  monomes  les  règles  des  signes  établies  pour  les  polynômes, 
puisque  c’est  le  moyen  de  rendre  les  formules  générales  du  premier 
degré  applicables  à tout  excmplo  particulier. 

Passons  à la  discussion  de  ces  formules. 

70.  11  résnltede  leur  inspection  que,  dans  les  applications  par- 
ticulières, on  peut  obtenir  quatre  espèces  de  valeurs  pour  réponses 
à des  problèmes  du  premier  degré,  savoir  : des  valeurs  positives,  des 

A 

valeurs  négatives,  des  valeurs  de  la  forme  — , enfin , des  valeurs  de  la 

/orme^j.  Le  problème  des  courriers  a donné  lieu  à ces  quatre  résul- 
tats que  nous  nous  proposons  maintenant  d’interpréter  d’une  ma- 
nière générale. 

D'abord  , les  valeurs  positives  sont  ordinairement  des  réponses  aux 
questions,  dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant  nous  observerons 
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que,  pour  certains  problèmes,  toutes  les  valeurs  positives  ne  satis- 
font pas  a l’énoncé.  Si,  par  exemple,  la  nature  du  problème  exige 
que  les  nombres  cherchés  soient  entiers,  et  qu’on  trouve  des  nom- 
bres fractionnaires,  le  problèmo  ne  peut  être  résolu.  Quelquefois 
encore,  la  nature  du  problème  ne  permet  pas  que  les  nombres  in- 
connus surpassent  des  nombres  connus  et  donnés  à priori,  ou  soient 
au-dessot^  d’autres  nombres.  Si  les  valeurs  obtenues,  quoique  posi- 
tives, ne  satisfont  pas  à cctto  condition  que  comporte  l’énoncé, 
niais  qui  ne  peut  s’exprimer  par  une  équation,  le  problème  ne  peut 
encore  être  résolu.  Ainsi,  lei  râleurs  positives  des  inconnues  sont,  d 
proprement  parler,  des  réponses  directes  aux  équations  ; et  elles  ne  sont 
des  solutions  de  la  question  qu’ autant  que  leur  nature  se  concilie  area 
celle  qu’exige  l’énoncé.  Pour  concevoir  comment  un  nombre  peut 
vérifier  une  équation  sans  vérifier  le  problème  dont  elle  est  la  tra- 
duction algébrique , il  suffit  de  remarquer  qu’une  même  équation 
est  la  traduction  algébrique  d’une  infinité  de  problèmes,  dont  les  uns 
admettent  tous  les  nombres  absolus  possibles  pour  solution,  et  les 
autres  n’admettent  que  des  nombres  d’une  certaine  nature. 

71.  Nous  savons  déjà  à quoi  nous  en  tenir  sur  les  râleurs  néga- 
tives, pour  les  problèmes  à une  seule  inconnue.  Afin  de  ne  rien 
laisser  à désirer,  nous  allons  démontrer  le  principe  du  n°  89  pour  un 
problème  à plusieurs  inconnues. 

Il  est  évident  d’abord  que,  si  l'on  obtient  des  valeurs  négatives 
pour  quelques-unes  des  inconnues,  les  équations  du  problème  no 
peuvent  être  satisfaites  dans  le  sens  où  elles  ont  été  établies  ; car  si 
un  système  de  nombres  absolus , mis  pour  x,  y,  s.  . , , pouvait  les  vé- 
rifier, les  équations  qui  en  ont  été  déduites  par  la  méthode  d’élimi- 
nation devraient  elles-mêmes  exister  pour  ce  système.  Ainsi  l’équa- 
tion qui  ne  renferme  plus  qu’une  des  inconnues  pour  lesquelles  on 
a obtenu  un  résultat  négatif,  devrait  être  vérifiée  par  un  nombre 
absolu,  ce  qui  serait  contre  l’hypothèse.  Il  faut  donc  rectifier  l’énoncé 
du  problème,  ou  du  moins  les  équations  qui  en  sont  la  traduction  algé- 
brique. 

Actuellement,  si,  dans  les  équations,  on  change  les  signes  des 
inconnues  pour  lesquelles  on  a obtenu  des  résultats  négatifs,  les 
termes  affectés  de  ces  inconnues  changeront  nécessairement  de 
signe , et  l’énoncé  du  problème  sera  généralement  modifié  en  ce 
que  certaines  quantités,  d’additices  qu’elles  étaient,  deviendront  sous- 
tractives, et  réciproquement. 


Digitized  by  Google 


107 


DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

Je  dis  enfin  que  ces  modifications  une  fois  faites,  le  nouvel énoncé 
est  vérifié  par  les  râleurs  obtenue » d’abord  pour  le»  inconnue»,  abstrac- 
tion faite  de  leurs  signes.  Prenons,  pour  fixer  les  idées,  trois  équa- 
tions à trois  inconnues, 

as  -J-  6y-{-  es  = d,  a'x-j-  b' y -{-  c's  = et,  a"x  -{-  b” y -f-  ç”s  = d‘, 

et  supposons  que  ces  équations  aient  donné  s ~ p,  y — — y, 
s =3—  r;  changeons  dans  ces  équations,  y et  a en  — y et  — a,  ou 
bien  en  y’  et  *'  (en  désignant  pour  lo  moment,—  y et  —s  par  y*  et  a'). 
11  rient 

ax  -f-  by'  -}- ex'  = d,  a'x  -f-  b' y'  -f-  c'a'  = <t,  a"x  -(-  A" y”  o"*'  = d". 

Or,  ces  équations  ne  différant  des  précédentes,  qu’en  coque  y et  a 
sont  remplacés  par  y'  et  a',  donneront  nécessairement  pour  résul- 
tats : x = p,  y’  = — g,  s'  = — r;  d’où,  remettant  — y et  — a à la 
place  de  y* et  de  a'.  . x—p,  — y = — g,  — a = — r,  ou  bien 
enfin , x =p,  y = q,  z — r;  ce  qu’il  fallait  démontrer , 

Ainsi  le  principe  du  n°  89  est  vrai  pour  les  problèmes  du  premier 
degré  à plusieurs  inconnues. 

Nous  terminerons  par  celle  observation,  que  quelquefois  l’énoncé 
d’un  problème  n’est , par  sa  nature,  susceptible  d’aucune  modifica- 
tion , dans  ce  cas,  les  valeurs  négatires  no  sont  que  des  solulious  des 
équations  modifiées  qui  peuvent  d’ailleurs  être  regardées  comme  la 
traduction  algébrique  d’autres  problèmes  susceptibles  de  modifi- 
cation. 

72.  11  nous  reste  maintenant  à interpréter  les  expressions  telles 
A 0 
queü,0. 

Soit  d’abord  l’équation  à nne  inconnue,  ax  — b,  d’où  -r  = ^. 

1°  Si , pour  une  hypothèse  particulière  faite  sur  les  données  de 
la  question , on  a a = 0,  il  en  résulte  x = ~. 

Or  l’équation  devient,  dans  ce  mémo  cas,  0 X et  ne  peut 

évidemment  être  satisfaite  par  aucun  nombre  déterminé.  Remar- 
quons cependant  que,  l’équation  pouvant  aussi  se  mettre  sous  la 

forme  — = 0,  si  l’on  remplace  x par  des  nombres  de  plus  en  plus 
x 

grands,  ^ différera  de  moins  en  moins  do  0,  et  l’équation  appro- 
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chcra  de  plus  en  plus  d’èlre  exacte;  en  sorte  qu’on  pent  prendre 
pour  x une  valeur  assez  grande  pour  que  - soit  moindre  qu'aucune 


quantité  assignable. 

C’est  pour  cette  raison  que  les  algébristes  ont  coutume  de  dire 
que  l'infini  satisfait,  dans  ce  cas,  à l’équation;  et  il  y a des  ques- 
tions pour  lesquelles  ces  sortes  de  résultats  forment  une  véritable 
solution  ; mais  du  moins , il  est  certain  que  l’équation  ne  peut  ad- 
mettre de  solution  en  nombre  fini,  et  c’est  tout  ce  qu’on  veut 
prouver. 

3»  Si  l’on  a en  même  temps , a = 0 , A=0 , la  valeur  de  x prend 
la  forme  i = 

Or,  l’équation  devient,  dans  ce  cas,  0 X x = 0,  et  tout  nombre 
fini,  positif  ou  négatif,  peut  satisfaire  à cette  équation. 

Ainsi  l'équation  (ou  le  problème  dont  elle  est  la  traduction  algé- 
brique) est  indéterminée. 

78.  C’est  ici  le  lieu  de  faire  une  remarquo  importante  sur  l’cx- 


. 0 . 
pression  g qui, 


quelquefois,  est  le  symbole  de  l’existence  d’un  fac- 


teur commun  aux  deux  termes  de  la  fraction,  lequel  facteur  devient 
nul  par  l’effet  d’une  hypothèse  particulière. 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  ail  trouvé  pour  résultat  do  la 


solution  d’un  problème, 


x = 


o5  — A3 


o’  — b*' 


Si  l’on  fait  dans  cette  formule,  a— b,  il  en  résulte  x = -. 

Mais  remarquons  que  a?  — A3  peut  (n°3I)  se  mettre  sous  la  forme 
( a — A)  (a’  oA  -]-  A’),  et  que  a’  — A’  est  égal  à (a  — A)  (a  -f-  A)  • 
ainsi,  la  valeur  dex  revient  à 


(a  — A)  (a’-j-aA-j-A’) 

X (a—  A)  (a + A} 

Or,  si,  avant  de  faire  l’hypothèse  o=A,  on  commence  par 
supprimer  le  facteur  commun  a — A,  la  valeur  de  x devient 
a’-J-oA-l-A’  . . j,  . , 3a’  3a 

o-f  A ’ 1 H 2a  2 

dans  l’hypothèse  de  a — A. 
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Soit,  pour  second  exemple,  l’expression 

o’  — i5  (a-j-i)  (a  — i) 

(a  — bÿ ~ (a — h)  ( a—b)- 

En  faisant  a = 1»,  on  trouve  pour  valeur  de  x,  x — jj,  à cause  de 

l’existence  du  facteur  commun  a — b;  mais  si  l’on  supprime 

d’abord  ce  facteur,  il  vient  x = " expression  qui  se  réduit  à 

a — b 

x = ^ lorsque  l’on  fait  a—b. 

Concluons  de  là  que  le  symbole  jj  est  quelquefois  en  Algèbre  l'in- 
dice de  l’existence  d’un  facteur  commun  entre  les  deux  termes  de  la 
fraction  qui  se  réduit  à cette  forme.  Ainsi,  avant  de  rien  prononcer  sur 
la  vraie  valeur  de  la  fraction,  il  faut  s’assurer  si  ses  deux  termes  no 
renferment  pas  un  facteur  commun.  Dès  qu’il  n’en  existe  pas,  on 
conclut  que  l’cquation  est  réellement  indéterminée.  S’il  en  existe  un, 
on  le  supprime,  puis  on  fait  de  nouveau  l’hypothèse  particulière,  co 
qui  donne  la  vraie  valeur  de  la  fraction,  qui  peut  encore  se  présenter 

sous  trois  formes,  A pouvant  cire  0),  — , auquel  cas,  l’équa- 
tion est  déterminée,  impossible  en  nombre  fini,  ou  indéterminée. 
Cette  observation  est  très-utile  dans  la  discussion  des  problèmes. 
74.  Revenons  à notre  sujet,  et  considérons  maintenant  les  deux 


équations  à deux  inconnues  ! 

( ° 


oi  + by  = c, 


i\r-{-i'y  = c'. 

On  a trouvé  ( n°  67  ) pour  les  valeurs  de  a:  et  de  y, 


ci'  — bc’ 


aef  — ca 


ab’  — ba ” * ai' — bel ’ 

Supposons  que  l’on  ait  ai'  — ia'  = 0,  les  numérateurs  ci'  — bc’, 
ac’  — ca,  étant  d’ailleurs  différents  de  0 ; les  valeurs  se  réduisent  à 

A B 
X = ïï’  y==ü' 

Pour  interpréter  ces  résultats,  remarquons  que,  do  l’équation 
ai'  ~ ia'  = 0,  on  tire  a’  =^~  , d’où,  substiluantcotle  valeur  dans 
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. , , , , , * ab'  ...  , 

U «quation  ax-\-by= c,  -j-  x b y = c , 


ou,  chassant  le  dénominateur  et  divisant  par  b', 


, . bc', 
ax  -\-oy  — —jÿ-, 


équation  dont  le  premier  membre  est  identique  avec  celui  de  la  pre- 
mière 


ax-\-by  = c , 

tandis  que  le  second  membre  est  essentiellement  différent  • car  de 

l’inégalité  cb'  ^ bc',  on  déduite  ^-^r- 

On  voit  donc  que  les  deux  équations  proposées  ne  peuvent  (Ire  satis- 
faites simultanément  par  aucun  système  de  valeurs  finies  de  x et  de  y. 
Si  l’on  a en  même  temps,  ab'  — bu'  — 0,  cb'  — bc'  = 0,  la  valeur 
0 

de  x se  réduit  ài=-,  valeur  qu’il  faut  interpréter. 

u / 

Les  deux  équations  proposées  peuvent,  en  vertu  de  la  relation 

ax  -f-  by  = c , 


ab'  — bu'  = 0,  »e  mettre  sous  la  forme 


, , bc' 
ax  -j-  by  =-jt> 


équations  qui  rentrent  nécessairement  l’une  dans  l’autre  ; car  delà 

bc' 

relation  cb'  — bc'  = 0,  on  déduit  c = -g-. 


Ainsi,  pour  résoudre  le  problème , on  n’a  réellement  qu’une  seule 
équation  entre  deux  inconnues.  Donc,  la  question  est  indéterminée. 

ba' 

Comme  la  relation  ab'  — ba'  = 0,  donne  b’  = — , d’où,  substi- 


chef  , 

tuant  dans  la  relation  cb'  — bc’  = 0, — bc' =0,  ou  réduisant , 

a 

ta'  — ad  — 0,  on  peut  conclure  que,  si  la  valeur  de  x est  de  la  forme 
la  valeur  de  y est  gésïralejiekt  de  même  forme,  et  réciproquement. 


75.  Celte  proposition  cesse  d’ètre  vraie  dans  un  seul  cas  particulier  : 
c’est  celui  où  les  coerticients  d’une  même  inconnue  sont  nuis  à la  fois 
dans  les  deux  équulious.  Examinons  cette  circonstance  qui  mérite 
quelque  atteulion. 
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Supposons , par  exemple,  b = 0,  b'  — 0;  auquel  cas  les  valeurs 
de  x et  de  y se  réduisent  à 


*=o’ et 


0 


Si  nous  remontons  aux  équations,  elles  deviennent,  dans  l’hypo- 
thèse que  nous  considérons, 


ax  = 

a'x  : 


cr  j d’où  l’i 


on  déduit  x — 


et  æ = — . 

a 


Or,  on  a nécessairement  de  deux  choses  l’une  : * 

Ou  bien  — alors  les  équations  sont  incompatible »,  et  la  va- 

a <Ç  a 

A 0 

leur  de  y est  de  la  forme  — ou  infinie,  tandis  que  x est  de  la  forme  — • 

Ou  bien  - = -,  ; alors  les  deux  équations  s’accordent  entre  elles. 

a a 

» c cf 

De  plus,  comme  la  relation  — = _ donne  ac'  — en'  = 0,  il  s’ensuit 
a a 

que  la  valeur  de  y prend  la  forme  — comme  celle  de  x ; mais  il  y a 
cette  différence  essentielle,  que  y est  réellement  indéterminé,  tandis 
que  x a une  valeur  déterminée 

a 

Au  surplus,  dans  l’hypothèse  qui  nous  occupe,  savoir  : 
b = 0,  b'  = 0,  ac'  — en'  = 0,  il  est  facile  de  faire  ressortir  l’exis- 
tence d’un  facteur  commun  qui  rend  nuis  à la  fois  les  deux  termes 
do  la  valeur  générale  de  x. 


Soit  posé,  pour  cela,  m — - 


e'  b ' 

v cl 


a c o’ 

il  en  résulte  - a'  — ma,  c'  — me,  et  b'  — nh, 
d’où , substituant  ces  valours  de  a',  d,  b',  dans  la  valeur  générale 

cb'  — bc' 


de  x, 


( 


a b'  — ba‘ 


r)> 


^ cbn  — cbm  cb  ( n — m ) 

abn  — bam  ab(n  — m ) ’ 

expression  qui,  après  la  suppression  des  deux  facteurs  communs 
b et  n — tn,  se  réduit  à x = -. 
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(oc'  — — • CO  \ 

y = 1 ,ollc  devient, 

par  les  mêmes  substitutions, 

a cm  — cam  ac  ( m — m)  c ( m — m ) 

^ abn  — bain  ab  [n  — m)  b (n  — m)’ 

expression  qui,  à cause  de  b = 0 et  m — m = 0,  se  réduit  toujours 

à et  nous  avons  vu  qu'en  effet,  y doit  rester  indéterminé. 

Les  conséquences  seraient  analogues,  si  l’on  avait  à In  fois 
o=0,  a'  — 0. 

Le  cas  particulier  où  les  coefficients  des  deux  inconnues  dans  la 
meme  équation,  sont  nul»  à la  fois,  n’infirme  pas  la  proposition  éta- 
blie n°  74. 

« . „ , . cb'  — ca 

On  trouve  1°  pour  a = U,  b =0,...  x = — , y — — - — , 

« , „ _ — bc‘  ac' 

2°  pour  a = 0,  b =0,...*  = _— , y =— . 


Ce  sont  là  les  seules  circonstances  dignes  de  remarque. 

76.  Nous  venons  de  voir  que,  pour  deux  équations  a deux  incon- 
nues, à l’exception  d’un  seul  cas  particulier,  si  l’une  des  inconnues 
A 0 

a une  valeur  de  la  forme  — ou  ^ , l’autre  a nécessairement  une  va- 
leur de  la  même  fonne  ; de  plus,  que,  dans  l’hypothèse  où  les  valeurs 
sont  toutes  deux  de  la  forme  ^ , les  équations  sont  incompatible » , 

et  que,  si  elles  sont  de  la  forme  ^ , les  équations  sont  indéterminées. 

On  ne  peut  pins  tirer  les  mêmes  conséquences  dès  que  l’on  a plus 
de  deux  équations.  Ainsi,  par  exemple,  quand  il  s'agit  de  trois  équa- 
tions, si  l’on  suppose  nul  le  dénominateur  commun  aux  valeurs  des 
trois  inconnues,  il  pourra  arriver,  suivant  les  circonstances,  ou 
bien , que  les  numérateurs  soient  tous  trois  différents  àc  0;  ou  bien, 
qu’ils  soient  tous  trois  égaux  à 0 ; ou  bien  enfin  , que  l’un  des  deux 
étant  égal  à 0,  les  deux  autres  soient  différents  de  0,  ou  récipro- 
quement. 

Cela  s’explique  assez  bien  par  l’observation  que,  pour  deux  équa- 
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tiens,  lo  dénominateur  ab’  — ba  étant  composé  de  deux  termes 
seulement,  ne  peut  être  nul  que  de  trois  manières  principales, 
savoir  : lorsque  l’on  a 


2"  a = 0 , a'  = 0 , ou  bien , b — 0 , b'  = 0 , 

3°  a = 0,  b =0,  ou  bien,  a'=0 , 6'  = 0; 

tandis  que,  pour  trois  équations,  le  dénominateur  D étant 

ab'c"  — ae’b"  + ca’b"  — ba’c"  + bc’a"  —cb'a", 

peut  être  mis  sous  différentes  formes,  telles  que 

a ( b'c " — c'b")  -}-  a'  [ch"  — ic")-j-a"  [bc'  — cb'), 
b {c'a”  — ne") -j- b'  {ac"  — ca")-{-6" \ca'  — oc'), 
c (a' b"  — b' a")- j-c'  {ba”  — ab")-\-c" (ai'  — ba); 

et  cette  expression  peut  être  supposée  nulle  d’un  très-grand  nombre 
de  manières , sans  que  les  numérateurs  reçoivent  des  valeurs  dé- 
pendantes les  unes  des  autres. 

Par  exemple,  en  supposant  qu’aucune  des  quantités  a,  b,  c,  a',  b', 
c',  a",  b",  c",  d,  d',  d ",  ne  soit  nulle,  admettons  que  l’on  ait  les 
relations 

b'c"  — c'b"  = 0 , cb"  — ic"  = 0 , d’où  l’on  déduit  ic'  — ci'  = 0 ; 
le  dénominateur  D serait  0,  et  comme  le  numérateur  de  la  valeur 
de  x se  déduit  de  D (n°  68)  en  changeant  a,  a',  a”,  eu  d,  d’,  d",  il  est 
clair  que  ce  numérateur  serait  aussi  égal  à 0 ; mais  rien  ne  prouve 
que  les  numérateurs  qui  correspondent  à y et  à s deviennent  nuis 
dans  la  même  circonstance,  puisque  les  quantités  b’c" — c'b",  cb" — bc", 
et  bc'  — cb',  n’entrent  pas  dans  leurs  expressions. 

Toutefois , dès  qu’on  obtient  pour  la  valeur  de  l’une  des  incon- 

j ^ 

nues  une  expression  de  la  forme  g- , on  peut  conclure,  saxs  Kccvttt 

restsictiox,  que  les  équations  sont  incompatibles  en  nombres  finis, 
nu  moins  pour  celte  inconnue.  En  effet,  comme  il  résulte  de  ce  qui 
a été  dit  n°  67,  que  l’une  des  équations  proposées  peut  être  rem- 
placée par  l’équation  qui  ne  renferme  plus  que  l’inconnue  pour  la- 

A 

quelle  on  a trouvé  un  résultat  de  la  forme  - , il  n’y  a que  ce  résultat 
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qui,  combiné  avec  certaine*  valeur*  de*  autres  inconnues,  puisse 
vérifier  les  trois  équations  proposée*. 

Mais  de  ce  qu’on  obtient  pour  l’une  des  inconnues  un  résultat  de 

la  forme  g,  on  ne  peut  pas  conclure  que  les  équations  sont  indéter- 
minées; car,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  fait  observer,  les  autres 

A 

inconnues  peuvent  avoir  des  valeurs  de  la  forme  — . • 

Il  y a plus,  c’est  qu’il  est  possible  que  les  trois  valeurs  soient  de 

la  forme  jj-,  sans  que , pour  cela  , l’on  soit  en  droit  de  conclure  que 

les  équations  sont  indéterminées;  elles  peuvent  même,  dans  ce  cas, 
être  incompatibles. 

Prenons , pour  exemple , les  trois  équations 


ax  4 Ay  -{-  es  es  d 

a'x  4 b' y -)-  c'a  = d' 
mas'  -j-  mh'y  -f-  mes  ~ md' , 

dont  la  dernière  résulte  de  la  multiplication  des  deux  membres  de 
la  seconde  par  le  facteur  m,  ce  qui  revient  à supposer  dans  les 
équations  générales, 


a " c d , ,,  . 

— = vr  — t = -T?-  = *» , d ou  I on  déduit 
o b c d 


Va"  _ a’b"  — 0,  c'a"  — a'c"  = 0,  d'a"  — a’*'  = 0, 
c'b"  — 4'c"  = 0,  d'h"  _ Vd"  — 0,  de”  — c'd"  = 0. 

Or,  si  l’on  désigne  par  D le  dénominateur  commun  aux  trois  valeurs 
de  x,  y,  s,  et  par  N,  N',  N",  leurs  numérateurs  respectifs,  valeurs 
dont  la  loi  de  formation  a été  établie  u°  68,  ou  trouve,  en  vertu 
dos  relations  ci-dessus, 

D = o (A'c"  — c'A")  -f-  b (c'a"  — a'c")  + c {a’b"  — b' a")  = 0 , 

N = d (b'c"  — db")  -f-  b (c'd"  — d'e")  -f  c (d'h”  — b'd")  = 0 , 

N'=  a (dé  c"  — c'd")  -j-  d (c'a"  — a'c")  4 c (a'd"  — dé  a")  = 6, 

N''==a  (b’d"  -d’4")+l  (d'a"  — a'd")  -f  d (a'b"  — b' a") = 0. 

Ainsi,  le*  valeurs  de  x,  y,  s,  se  réduisent  toutes  lestroisàla  même 
forme  g. 
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Dans  le  casque  nous  considérons , on  peut,  jusqu’à  un  certain 
point,  regarder  jj  comme  un  symbole  d’ indétermination,  car  la  troi 

sième  équation  est  une  conséquence  nécessaire  de  la  secondé;  ainsi 
l’on  n’a  que  deux  équations  réellement  distinctes  entre  trois  incon- 
nues. Cependant  remarquons  que  les  résultats  obtenus  ci-dessus 
auraient  encore  lieu  , lors  même  que  la  seconde  équation  serait  in- 
compatible avec  la  première,  si  l’on  avait,  par  exemple,  pour  celte 
seconde  équation 

pa.  x -f-  pb.  y-\-pc.  s = qd(p  étant  > ou  y). 

On  voit  donc  que  les  trois  résultats  peuvent  quelquefois  corres- 
pondre à une  incompatibilité  entre  les  équations. 

L’absurdité  peut  encore  se  manifester  par  trois  valeurs  do  la 

forme  — , bien  qu’aucune  des  trois  équations  ne  puisse  être  consi- 
dérée comme  rentrant  dans  l’une  des  deux  autres  : c’est  ce  qui 
arriverait  pour  les  trois  équations  suivantes  : 

oj -j- by  -j- es  = d,  ax-\-  by  -j-  es  = d! , «cr-f-Ay -{-es  =d". 

En  considérant  ce  système,  on  reconnaît  facilement  qu’il  ne  peut 
exister  en  nombres  finis,  h moins  qoe  l’on  n’ait  d = d1  = d".  Il  est 
vrai  que,  du  moment  où  cette  dernière  relation  existe,  le  système 
des  équations  devient  indéterminé,  puisqu’il  se  réduit  à une  seule 
équation  entre  trois  inconnues.  Mais  il  n’en  est  pas  moins  certain 
que,  dans  leur  état  actuel,  les  équations  sont  incompatibles,  quoi- 
que les  trois  valeurs  soient  de  la  forme  ^ , ainsi  qu’on  peut  s’en  as- 
surer en  remontant  aux  valeurs  de  D,  N,  N',  N" établies  ci-dessus. 
Prenons , pour  noavel  exemple , les  équations 

ax  -}-  Ay  es  = d 
a x by  -}-  es  = tf 
a"x-\-  by  cz  — d" 

que  l’on  déduit  des  équations  générales  en  supposant 
A = A'  = A",  et  c=c'  = c"; 


Digitized  by  Google 


116  DISCUSSION  GÉNÉRALE  ' 

on  trouve  pour  les  valeurs  de  D,  N,  N',  N", 

I)  = a (bc  — ci)  -|-  a'  ( cb  — bc ) -J-  a"  ( bc  — cb)  = 0 , 

N = d (bc  — cb)  -|-  d'  (cb  — bc)  -{-  d"  (bc  — cb)  = 0, 

N'  =c  (ad'  — ad”  + da " — dd  -j -ad"  — d'a"), 

N"==  4 (ad"—  ad!  + d'a"  — a'd”\-da'  — da"). 

Les  deux  expressions  de  N',  N",  doivent  être  généralement  diffe- 
rentes de  0 j ainsi , dans  le  cas  qui  nous  occupe,  la  valeur  de  x est 

0 A 

de  la  forme  g , tandis  que  celles  de  y et  de  2 sont  de  la  forme 

Pour  interpréter  ces  résultats , observons  que  les  équations  ne 
peuvent  exister  simultanément , à moins  que  l’on  11’ait 


d — 

d’où  l’on  tire  x s 


ax  = d ' — a!  x,  d — ax  — d" 


' Ici , comme  dans  le  n°  75,  il  peut  se  présenter  deux  cas  : ou  bien, 
les  deux  valeurs  de  x ne  s’accordent  pas,  c’est-à-dire  que  l’on  a 


d!  —d  d”  — d > 


0, 


o'  — a a"  — a 

ou,  réduisant  les  fractions  au  même  dénominateur  et  supprimant 
les  deux  termes  -j-  ad,  — ad,  qui  se  détruisent , 

d'a”  — a!'d  — ad!  — a'd ” -f  da!  ad”  ^ 0 

(il  est  inutile  de  tenir  compte  du  dénominateur  commun). 

Or,  le  premier  membre  de  celte  inégalité  n’est  outre  chose  que  la 
quantité  entre  parenthèses  des  valeurs  de  N'  et  N"  (au  signe  près 
toutefois  pour  N').  Donc  les  valeurs  de  y et  de  2 se  présentent  sous 

la  forme  infinie,  ou  ^ , quoique  celle  de  x soit  de  la  forme  g. 

Ou  bien,  les  deux  valeurs  de  x s’accordent  entre  elles,  ce  qui  en- 


traîne la  relation 


d’  — d d”  — d 


— 0,  ou 


a'  — a a"  — a 
d'a"  — a"d  — ad’  —a’d"  + da'  -f  ad”  = 0, 

et  alors  les  deux  valeurs  de  y et  de  2 se  réduisent  à comme  celle 
de  x.  Mais  tandis  que  la  valeur  de  x est  déterminée  et  égale  à 
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— ou  —, , celles  de  y et  de  a sont  indéterminées,  puisque 

a — a a"  — a 

l’on  n’a  plus  entre  ccs  deux  inconnues  que  l’équation  unique 

da  — ad' 


by  -J-  ci  = d — i 


a'  — a 


Ce  cas  particulier  est  analogue  à celui  du  n°  75  pour  deux  équa- 
tions à deux  inconnues. 

Les  exemples  précédents  suffisent  pour  convaincre  que,  si  le  sym- 
bole dénote  toujours  un  système  d’équations  auxquelles  il  y a 

impossibilité  de  satisfaire,  du  moins  en  nombres  finis,  le  symbole 

0 , 

- est  tantôt  un  caractère  d’indétermination,  tantôt  un  caractère 
^ \ 

d’absurdité.  Quelquefois  aussi  ( n°  73  J il  annonce  la  présence  d’un 
facteur  commun;  et  ce  qu’on  a de  mieux  à faire  pour  interpréter 
de  pareils  résultats,  c’est  de  remonter  à l’équation  ou  aux  équations 
qui  y ont  conduit. 

77.  Lorsqu’on  opère  directement  sur  des  équations  particu- 
lières, on  parvient  à d’uutres  caractères  d’absurdité  ou  d’indéter- 
mination. 

Premier  exemple.  Soient  les  trois  équations 

2s-(-  3y  — s=  10 
5x  — 2y  + 7s  = 21 
7s  — |—  y -j-  0s  = 37  , 


dont  la  dernière  résulte  de  l’addition  des  deux  premières  membre 
à membre.  En  calculant  D,  N,  N',  N",  d’après  les  formules  générales 
et  conformément  aux  principes  du  n°  69,  on  trouve  successivement 
D = 0,  N = 0,  N'  = 0,  N"  = 0 ; ainsi  les  valeurs  de  x,  y,  s,  sont 


toutes  trois  de  la  forme  - ; mais  opérons  directement  sur  ces  équa- 


tions. 

Si  l’on  élimine  s entre  la  première  et  la  seconde  équation,  puis 
entre  la  première  et  la  troisième,  d’après  les  méthodes  connues, 
on  parvient  aux  deux  équations 


19*  + 19y  = 133 
19j+  19y  ==  133, 

ALGEBRE.  8 
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d’où,  retranchant  do  nouveau  ces  doux  équation»  l’une  de  l’autre, 

0 = 0, 

égalité  qui  n’apprend  rien  ni  pour  * ni  pour  y. 

En  remontant  à l'une  des  deux  équations  précédentes,  qui,  toute 
simplification  faite,  devient 

*-f-y  = 7, 

on  pourra  donner  à x toutes  les  valeurs  imaginables,  ce  qui  donnera 
pour  y des  valeurs  correspondantes  tirées  de  cette  dernière  équa- 
tion. Reportant  ces  valeurs  de  x et  de  y dans  l’une  des  trois  équa- 
tions proposées,  on  obtiendra  autant  de  valeurs  correspondantes 
pour  x. 

Soit  fait,  par  exemple,  ï =1,  2,  3,  4.  . . . , 

il  en  résulte  y = 0,  5,  4,  3.  ...  , 

d’où , substituant  dans  la  première  équation  du  système  donné, 

3 = 4,  3,  2,  1.  ...  ; 
et  tous  ces  systèmes,  en  nombre  infini,  vérifient  les  trois  équations 
proposées. 

Le  symbole  ^ obtenu,  dans  cet  exemple,  pour  les  trois  inconnues, 

correspond  doue  ici  à une  indétermination,  comme  l’égalité  0=0, 
à laquelle  on  est  parvenu  en  opérant  directement  sur  les  équations. 

Second  exemple.  Soient  les  équations 

2#  -J-  3y  — * = 16 
8.r  — 2y-f  7s  = 21 
3x  — 8y  -f  8s  = 12. 

Pour  former  la  troisième,  on  a retranché  la  première  de  la  se- 
conde ; mais  on  a écrit  pour  le  second  membre  une  quantité  plus 
grande  que  la  différence  entre  les  seconds  membres  des  deux  pre- 
mières équations.  Le  système  est  donc  absurde;  aussi,  en  calculant 
les  valeurs  de  D,  N,  N’,  N",  au  moyen  des  formules  générales,  ou 
obtiendrait  successivement 


D = 0,  N=  133,  N’=  — 133,  N"  = — 133, 


ce  qui  donnerait  pour  les  trois  inconnues  des  valeurs  de  la  forme 


A 

Ô* 


Mais  en  éliminant  directement  s entre  la  première  et  la  seconde 
équation,  puis  entre  la  première  et  lu  troisième,  on  parvient  aux 


Digitized  by  Google 


DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ.  1 lfl 

équations 

19x  -{-  19y  = 133  , et  19*  + 10y  = 108 , 
d’où,  retranchant  de  nouveno  ces  équations  l’une  de  l’aqtre, 

0 = 33, 

égalité  absurde  qui  fait  ressortir  l’incompatibilité  des  équétions 
proposées. 

Troisième  exemple.  Soient  les  deux  systèmes 

* + + 61  =■  16)  * -(-  9y  -f-  6*  = 18  ) 

+ 3y  + 2z  = 7 [ (1),  2x  + 3y  + 2s  = 7 [ (3) 

6y  -j—  4 s = 1 3 j 3z  6y  -j-  4s  = 19/ 

que  l’on  peut  considérer  comme  un  cas  particulier  du  dernier 
exemple  général  discuté  n°  70;  car  en  divisant  les  deux  membres 
de  la  première  équation  de  chaque  système  par  3,  et  les  deux 
membres  de  la  troisième  équation  par  2,  on  obtient  les  nouvelles 
équations 

+ 3y  -f-  2j  = — -x  -(-  3y  -f-  2s  = — 

2*  -J-  8y  -}~  2 a = 7 et  2x  -f-  3y  -f-  2s  = 7 

+ % + 23  = Y !*  -f  3y  + 2s  = -y. 

11  y a toutefois  entre  les  deux  systèmes  cette  différence  que,  pour 

le  premier,  la  relation  —, ^ du  n°  70  est  satisfaite, 

' a — a a — a 

et  qu’elle  ne  l’est  pas  pour  le  second  système. 

Cela  posé,  l’élimination  de  s entre  la  première  et  la  secondeéqua- 
tion,  puis  entre  la  seconde  et  la  troisième  du  système  (1),  donne 
les  deux  résultats  identiques  x = 1,  x = 1.  Substituant  cette  va- 
leur dans  les  trois  équations  du  système  (1),  on  parvient,  toute  ré- 
duction faite,  aux  équations 

3y-}-2s—  S,  3y -j-2i=  3,  3y-[-2x=8, 
qui , par  l'élimination  de  y ou  de  s , donnent  lieu  à l’égalité 

0 = 0. 

Ce  résultat  correspond  aux  valeurs  de  La  forme  ^ , trouvées  pour 

8* 
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les  trois  inconnues  au  moyen  des  formules  générales.  II  faut  se  rap- 
peler toutefois  ( n°  76)  que  le  symbole  jj  obtenu  pour  savait  une 

râleur  déterminée,  qui  est  ici  x = 1,  et  que  le  même  symbole  ob- 
tenu pour  y et  s indiquait  une  indétermination. 

En  répétant  les  mêmes  calculs  par  rapport  au  système  (2),  on 
obtient 

x = 1 , et  x — — 5. 

La  valeur  x — 1,  portée  dans  la  première  ou  la  seconde  équation  du 
système  (2),  donne 

3y-f  23  = 5i 

et  la  valeur  x = — 8 , portée  dausla  seconde  ou  la  troisième  équa- 
tion du  même  système,  donne 

3y  + 2*=17; 

d’où,  retranchant  ces  deux  nouvelles  équatious  l’une  de  l’autre, 

0=  12, 

égalité  absurde  qui  correspond  à la  valeur  — trouvée  pour  x,  et  aux 

valeurs  de  la  forme  — obtenues  pour  y et  pour  s. 

Les  résultats  0 = 0,  0 = A,  auxquels  on  parvient  quelquefois  eu 
traitant  directement  des  équations  particulières,  ont  donc  la  même 

0 A 

signification  que  les  symboles  -,  -,  que  l’on  obtient  en  appliquant 

les  formules  générales  à des  exemples  particuliers. 

78.  Nous  terminerons  la  discussion  des  équations  du  premier  de- 
gré par  l’examen  d’un  cas  particulier.  C’est  celui  où,  dans  les  équa- 
tions générales , on  suppose  nulles  à la  fois  toutes  les  quantité» 
connues  qui  sont  dans  le  second  membre.  Dans  ce  cas,  il  suit  évi- 
demment de  la  loi  de  formation  des  numérateurs  pour  les  valeur» 
générales  des  inconnues  ( n°  68  ),  que  ces  numérateurs  s’anéantissent 
tous  en  même  temps,  c’est-à-dire  que  l’on  a A = 0,  11  = 0. 
Comme  d ailleurs  il  n existe  aucune  relation  particulière  entre  les 
coefficients  a,  b,  c,  a , b , c' ,...  des  inconnues,  D,  qui  résulte  d’uno 
certaine  combinaison  do  ces  coefficients,  est  généralement  différent 
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deO.  Ainsi  l’on  a, pour  valeurs  des  inconnues,  x= 0,y  = 0,3  = 0... 

Ces  valeurs  vérifient  évidemment  les  équations  proposées. 

Si  cependant,  outre  l’hypothèse  que  les  quantités  connues  du  se* 

coud  membre  soient  nullesà  la  fois,  on  a encore  les  coefficients  des 

inconnues,  la  relation  D = 0,  les  valeurs  générales  se  réduisent  à la 

r 0 0, 

forme  x = -q»  y = -,  etc.  . . . 

Or,  je  dis  que,  dans  ce  cas,  les  équations  sont  indéterminées,  mais 
que  les  rapports  des  inconnues  sont  des  nombres  déterminés,  qu’on 
peut  obtenir  à l’aide  des  équations  proposées. 

Soient  en  effet  les  trois  équations 

aj: iy -f- es  = 0 , a x -j-  b' y -j-  c's  = 0 , a"x  -j-  b"  y -j-  c"s  = 0, 
dans  lesquelles  on  suppose  ( n°  87  ) que  l’on  ait 
D,  ou  ab'c"  — ae'b " -f-  ca'b"  — ba'c"  + bc'a"  — cb'a"  = 0. 
Elles  peuvent  cire  mises  sous  la  forme 

oï_l_iï_|_c=:0,  «'£  + *•?+  c'=0,  a"  - -j-  A"  - 4-  c"  = 0. 

3 1 X 1 S 1 3 1 3*  S 1 


• x y 

Or,  on  tire  des  doux  premières,  en  traitant  — cti  comme  deux  in- 


connues , . . 


s 

s 


bc'  — cb' 
ab'  — bd  ’ 


y ca'  — ac 

s ab'  — ba' 


D’où  l’on  voit  qu’c»  donnant  à ides  valeurs  entièrement  arbitraires, 
les  valeurs  de  x et  de  y s’obtiendront  à l aide  de  ces  deux  proportions 
dont  les  seconds  rapports  sont  constants  et  égaux  d des  quantités  con- 
nut*. 

Mais  il  reste  à savoir  si  ces  valeurs  satisfont  à la  troisième  équa- 
tion, qui  devient  alors  une  équation  de  condition.  On  trouve,  en 
les  substituant  dans  cette  équation  , 


ac 


ab'  — ba' 


ab'  — bd 


,+«"  = 0, 


ou,  réduisant  et  écrivant  les  termes  dans  un  ordre  convenable  , 


ab'c"  — ae’b"  + ca'b"  — ba'c"  -f  bc'a"  — cb'a"  = 0 , 

condition  qui , par  hypothèse , est  satisfaite. 

79.  Ceei  nous  conduit  naturellement  à l’examen  d’une  circon- 
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Stance  dont  le  second  problème  du  testament,  résolu  n°  -49,  nous  a 
offert  un  exemple  : c’est  celle  où  l’énoncé  de  la  question  conduit  à 
un  nombre  d’équations  réellement  différentes,  plus  grand  que  celui 
des  inconnues  à déterminer. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  question  renferme  n 
inconnues,  et  donne  lieu  à m équations  différentes,  m étant  n. 
Il  faut  d’abord  combiner  entre  elles  un  nombre  n des  équations  propo- 
sées, pour  en  tirer  les  râleurs  des  n inconnues  ; substituer  ensuite  ces 
valeurs  dans  les  m — n équations  restantes,  ce  qui  donne  lieu  à autant 
de  relations  entre  les  données;  et  ces  dernières  relations  doivent  être 
vérifiées  pour  que  le  problème  soit  possible,  tel  qu'il  a été  énoncé.  Les 
m — n relations  ainsi  obtenues  se  nomment  équations  d»  condition. 

80.  Récapitulation  delà  discussion  précédente.  11  résulte  de  cette 
discussion , 1°  qu’un  système  d’équations  du  premier  degré  à pareil 
nombre  d’inconnues  ne  peut  être  en  général  satisfait  que  d’une 
seule  manière  (n°  67)  ; 

2°  Que  toute  valeur  positive,  trouvée  pour  une  inconnue,  répond 
directement  aux  équations  du  problème , sans  répondre  toujours  à 
l’énoncé  (n°  70)  ; 

3°  Que  toute  valeur  négative  ne  répond  qu’indirectcmentà  l’énoncé 
ou  aux  équations  qui  en  sont  la  traduction  algébrique,  mais  répond 
toujours  aux  équations  considérées  dans  un  sens  purement  algé- 
brique (u°’  59  et  7 1)  ; 

4°  Que  toute  expression  de  la  forme  — , trouvée  pour  une  ou  pl  u- 

sieurs  des  inconnues  , indique  une  incompatibilité  dans  le  système 
d’équations  proposé,  du  moins  en  nombres  finis,  pour  toutes  les 
inconnues  (nM  72,  74  et  76); 


5» 


Que  le  symbole 


0 

0 


, obtenu  pour  une  ou  plusieurs  inconnues  , 


correspond , soit  à une  indétermination  , soit  à une  incompatibilité 
(n“  72,  74,  75,  76),  soit  à la  présence  d'un  facteur  commun  entre 
les  deux  termes  de  la  fraction  qui  s’est  réduite  à cette  forme 
(n°  73); 


6°  Que,  si  tous  les  seconds  membres  du  système  d’équations  pro- 
posé sont  nuis,  les  valeurs  se  réduisent  généralement  à 0;  que  si , à 
cette  hypothèse , on  ajoute  celle  que  le  dénominateur  commun  des 
valeurs  des  inconnues  soit  0 , le  nombre  des  systèmes  de  valeurs  est 
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infini  ; mai»  que  ces  râleurs  sont  assujetties  à avoir  entre  elles  un 
rapport  constant  (n°  78)  ; 

7°  Que , lorsque  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  que  celui 
des  inconnues,  le  problème  n’est  possible  qu’autantque  les  valeurs 
des  inconnues  déterminées  par  un  nombre  d’équations  égal  à celui 
des  inconnues,  satisfont  aux  autres  équations  (n°  79). 

81.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  susceptibles  de 
discussion , ou  dont  la  résolution  présente  quelque  intérêt  : 

Quinzième  problème.  Un  banquier  a deux  espèces  de  monnaie  -,  il 
faut  a pièce s de  la  première  pour  faire  un  ècu  ; il  faut  b pièces  de  la 
seconde  pour  faire  la  même  somme.  Quelqu'un  rient  et  demander,  pièces 
pour  un  ècu.  Combien  le  banquier  lui  donnera-t-il  de  pièces  de  chaque 
espèce,  pour  le  satisfaire? 

i i ° (c  — b)  » , b (a  — c)  \ 

lUr. ...  lr”  espece,  — ^ - ; 2e  espece,  1 

Seizième  problème.  Trouver  les  deux  côtés  contigus  d'un  rectangle, 
en  supposant,  1”  que  ces  deux  côtés  soient  entre  eux  dans  un  rapport 
donné  m : n;  2°  que , si  Ton  altère  les  cités  de  ce  rectangle  ( par  addi- 
tion ou  soustraction ) des  quantités  données  a et  b,  la  surface  soit  altérée 
de  la  quantité  p. 

(En  supposant  les  côtés  altérés  par  addition,  on  trouves. 

m {p  — ab)  n (p  — ab)  ) 

X no-J-tnô  ’ ^ na-^-mb  * / 

Dix-septième  problème.  On  demande  les  biens  de  trois  personnes, 
A,  B,  C,  sachant , 1°  que  la  somme  du  bien  de  A et  de  1 fois  les  biens 
de  B et  C est  égale  à p ; 2°  que  la  somme  du  bien  de  B et  de  ra  fois  les 
biens  de  h.  et  C est  égale  ù q ; 3°  que  la  somme  du  bien  de  C et  de  n fois 
les  biens  de  h.  et  R est  égale  à r. 

(Cette  question  est  susceptible  d’être  résolue  assez  simplement 
par  l’introduction  d’une  inconnue  auxiliaire  dans  le  cours  du  cal- 
cul : cette  inconnue  est  la  somme  des  trois  biens.) 

Dix-huitième  problème.  Trouver  les  biens  de  6 personnes  A,  B,  C, 
D,  E,  F,  d'après  les  conditions  suivantes  : 1°  la  somme  des  biens  de  A 
et  B est  a ; celle  des  biens  de  C et  li  est  b ; la  somme  des  biens  de  E et  F 
est  c ; 2 0 le  bien  de  A raul  m fois  le  bien  de  C ; le  bien  de  D vaut  n fois 
te  bien  de  Y.  -,  le  bien  de  F mut  p fois  le  bien  d B. 
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(Ce  problème  peut  être  résolu  par  le  moyen  d’une  seule  équation 
à une  seule  inconnue.) 

Ces  différents  énoncés  sont  extraits  de  V algèbre  de  M.  Lhuillier  de 
Genève,  ouvrage  recommandable  par  le  choix  des  questions  qu’il 
propose  pour  exercices. 


CHAPITRE  III. 


Résolution  des  Problèmes  et  Équations  du  second  degré. 


03.  Istrodoctiox.  Lorsque  l’énoncé  d’un  problème  conduit  à une 
équation  de  la  forme  ax'  — b,  dans  laquelle  l’inconnue  est  multi- 
pliée par  elle-mèiue  , l’équation  est  dite  du  second  degré,  et  les  prin- 
cipes établis  dans  les  deux  chapitres  précédents  sont  insuffisants 
pour  sa  résolution  ; mais  comme,  en  divisant  ses  deux  membres  par 

a,  on  obtient  x'  , il  s’ensuit  que  la  question  se  réduit  à trouver 


un  nombre  qui,  multiplié  par  lui-même,  peut  produire  le  nombre  ex- 
primé par  ^ ; c’est  l’objet  de  l 'extraction  de  la  racine  carrée. 


Nous  avons  exposé,  dans  notre  Arithmétique , avec  tous  les  détails 
convenables,  les  divers  procédés  de  l’extraction  de  lu  racine  carrée 
des  nombres  particuliers,  soit  entiers,  soit  fractionnaires;  nous 
n’avons  donc  à développer  ici  que  le*  règles  relatives  à l'extraction 
de  la  racine  carrée  des  nombres  exprimés  algébriquement. 


§ I.  Formation  du  carré  et  extraction  de  la  racine  carrée  des 
quantités  algébriques.  « 


83.  Considérons  d’abord  le  cas  d’une  quantité  inonome  ; et  pour 
découvrir  le  procédé  de  l’extraction  de  la  racine  carrée,  voyons 
comment  on  forme  le  carré  d’un  monouie. 

On  a,  d’après  les  règles  de  la  multiplication  des  monomes , 

(n°  18),  (bo’è’c)’  = Sa’i’c  X 5<rè3c  = 2Sa^6sc’  ; 

c’est-à-dirc  que , pour  élever  un  monmue  au  carré,  il  faut  élcrcr  son 
coefficient  au  carré,  et  doubler  chacun  des  exposants  des  différentes 


Digitized  by  Google 


12» 


DES  QUANTITÉS  ALGÉBRIQUES. 

lettres.  Donc , pour  revenir  d’un  monome  carré  à sa  racine  , il  faut 
1”  extraire  la  racine  carrée  du  coefficient,  d'après  les  règles  exposées 
en  Arithmétique  ; 2°  prendre  la  moitié  de  chacun  des  exposants. 

Ainsi  l’on  a (/  6 4o664  = 8 o3ê’  ; et  en  effet , 

(8a36’)’  = 8o36’  X 8a,6’  = 04a6A4. 

De  même  [/ 625o,68c6  = 25afc*c3  ; 
car  (SSai^c3)’  = 02S<j,68c6  . 

II  résulte  de  la  règle  précédente  , que  pour  qu’un  monome  soit  le 
carré  d’un  autre  monome,  il  faut  que  son  coefficient  soit  un  carré 
parfait,  et  que  tous  ses  exposants  soient  pairs.  Ainsi  98 ab$  n’est  pas  un 
carré  parfait,  parce  que  98  n’est  pas  un  nombre  carré  parfait,  et 
que  a est  affecté  d’un'exposant  impair. 

Dans  ce  cas , on  fait  entrer  la  quantité  dans  les  calculs  , en  l’af- 
fectant du  signe  j/  , et  on  l’écrit  ainsi  : (/ 98a64.  On  appelle  ces 
sortes  d’expressions,  des  monomes  irrationnels,  on  bien  encore,  des 
radicaux  du  second  degré. 

84.  On  peut,  toutefois,  faire  subir  à ces  expressions  quelques 
simplifications  fondées  sur  le  principe  suivant  : La  racine  carrée  du 
produit  de  deux  ou  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit  des  racines 
carrées  de  ces  facteurs,  ou  en  langage  algébrique, 

\/  abed.  . . — y^a.^b.y^c.  )/ d.  . . . 

Pour  démontrer  ce  principe , observons  que , d’après  la  défini- 
tion de  la  racine  carrée  d’un  nombre,  on  a 

( j/ abed.  . . . )»  = abed.  . . . 

D’un  autre  cèté , 

)*  = (/ a)'-  (|/ *)’.  {[/ Cf.  . . = abc 

Donc,  puisque  les  carres  de  j/ abed...  et  de  (/ a.  ^ b.  [/ c.^ d... 
sont  égaux,  ces  quantités  sont  elles-mêmes  égales. 

Cela  posé,  l’expression  ci-dessus,  (/ 98 ab'<,  peut  se  mettre  sous  la 
forme  {/ 49 Zr*  X 2 a = \/ 496*  X 2a. 

Or,  J/49M  se  réduit  (u°  83)  à 76’  ; donc 
[/ 98 ub  < = 7 b\  j/2a. 
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On  a de  même 

y i&a'b'c’d  = (/ 9o’6V  X 56d  as  3 a6e.  y/ SW. 

864a’65c“  = j/  144a’6*c,a  X 66c  ==  lSot’c®.  |/ 66c. 

En  général , pour  simplifier  un  monome  irrationnel , mettez  en 
évidence  tous  les  facteurs  carrés  parfaits,  et  ertrmjez-cn  la  racine 
(n°  83)  ; puis,  placez  le  produit  de  toutes  ces  racines  en  avant  du  signe 
radical,  sous  lequel  vous  laissez  d’ailleurs  les  facteurs  non  carrés  par- 
faits. 

Dans  les  expressions  76’  [/ 2a,  3abc  y/ ;>bd , 12o6’e5  y/ 66c, 
les  quantités  76%  3abc,  12a6’c5,  s’appellent  les  coefficients  du  ra- 
dical. . 

85.  Jusqu’à  présent  nous  n’avons  pas  eu  égard  au  signe  dont  lo 
monome  peut  être  affecté.  Cependant,  puisque,  dans  la  résolution 
des  questions,  on  est  conduit  à considérer  des  quantités  monômes 
précédés  du  signe  -(-  ou  du  signe  — , il  faut  savoir  comment  opérer 
sur  ces  sortes  de  quantités.  Or,  le  carré  d’un  monome  étant  le  pro- 
duit de  ce  monome  par  lui-même , il  s’ensuit  (n°  62)  que,  quel  que 
soit  son  signe,  le  carré  de  ce  monome  est  positif  ; ainsi,  le  carré  de 
-j-  5a’63  ou  de  — Sa’63,  est  -f~  25at65. 

D’où  l’on  peut  déjà  conclure  que.  si  un  monome  est  positif,  sa  ra- 
cine carrée  peut  être  indifféremment  affectée  du  signe  -|-  ou  du  signe  — ; 

ainsi,  y/  9o*  = ± Sa’  ; car  -|-  Sa’  ou  — Sa’ , élevé  an  carré,  donne 
également-|-  9a%  Le  double  signe  ± dont  on  affecte  la  racine, 
s’énonce  plus  ou  moins. 

Si  le  monome  proposé  est  négatif,  l’extraction  de  sa  racine 
est  impossible,  puisqu’on  vient  do  voir  que  le  carré  de  toute 
quantité  positive  ou  négative  est  essentiellement  positif.  Ainsi, 

y/  — 9,  y — 4 a7,  \/  — 5,  sont  des  symboles  algébriques  qui  pré- 
sentent des  opérations  impossibles.  On  les  désigne  sous  le  nom  de 
quantités  ou  plutôt  d’ expressions  imaginaires  ; ce  sont  des  symboles 
d’absurdité  que  l’on  rencontre  souvent  dans  la  résolution  des  pro- 
blèmes du  second  degré. 

On  fait  toutefois,  par  extension,  subir  à ces  symboles  les  mêmes 
simplifications  qu’aux  expressions  irrationnelles  qui  offrent  des 
opérations  exécutables.  C’est  ainsi  que  y — 9 revient  ( n“  84  ) à 
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\/  9.  \/  — 1,  ou  3/-1; 

de  nièuie,  — 4»’  =*  ^ 4a’.  ^ — 1 — 2a  [/  — 1, 

{/  — Ba'ft  = j/la’  X — 26  ==  2a|/  — 2Î>  — 2a|/ îfc.  ]/~\ . 

88.  Tâchons  maintenant  de  découvrir  un  c loi  deformation  pour 
le  carré  d’un  polynôme  quelconque,  de  laquelle  nous  puissions  dé- 
duire un  procédé  pour  l’extraction  de  la  racine  carrée. 

On  a déjà  vu  { n°  19  ) que  le  carré  d’un  binôme,  a -{-  b,  est  égal 
à a’  -f-  2af>-{-  6’. 

Soit  actuellement  à former  le  carré  d’un  trinôme  a -{-  6 -]-  c. 
Désignons,  pour  le  moment,  a -j-  b par  une  seule  lettre  s;  il  vient 

— s1  -J-  2*c  -j- 

Or,  on  a 

*’  = (a-f-  b)7  =*  a’  -}-  2ai  -{-£’>  2*c  = 2(a-[-à)e  = 2«c  -f-  2èc. 

Donc  < « — f—  — }—  c )*  = a’  -f-  2«è  — j—  6’  — {—  2ac  -j-  2ie  -{-  c’  ; c’est-à- 
dire  que  le  carré  d'un  trinôme  se  compose  de  la  somme  des  carrés 
des  trois  termes,  et  des  doubles  produits  de  ces  termes  multipliés  deux 
à deux. 

Je  dis  que  celte  loi  de  composition  est  vraie  pour  un  polynôme 
quelconque.  En  effet,  supposons-la  vérifiée  pour  un  polynôme  d’un 
nombre  quelconque  de  termes,  et  voyons  si  elle  est  vraie  pour  un 
polynôme  renfermant  un  terme  de  plus. 

Afin  d’y  parvenir,  soit  a -(-  b-\-  c-j-  d-j-.  -j-  k,  un  poly- 

nôme composé  dem  -j-  1 termes,  et  désignons  par  s la  sommo  des  m 
premiers  termes,  * -f-  4 représente  le 

polynôme  proposé,  et  l’on  a ( « -}-  4 )’  = «’-}-  2*4  -|-  4',  ou,  remet- 
tant à la  place  de  s sa  valeur, 

(s  -f- 4)’  =(a  — j— à c -f- d-f-. . • -J- s")* -f- 2 (u— {-d-f-  c -j-  d. . . -j- i)  4 -J-  4’. 

Or,  la  première  partie  de  cette  «pression  se  compose,  par  hypo- 
thèse, de*  carrés  de  tous  les  termes  du  premier  polynôme  et  des  doubles 
produits  de  tous  ces  termes  deux  i deux  ; la  seconde  partie  renferme 
fout  te*  doubles  produits  des  ferme*  du  premier  polynôme  par  le  nou- 
ceau  terme  introduit  k ; enfin,  la  troisième  partie  est  le  carré  de  ce 
terme.  Donc,  la  loi  de  composition,  énoncée  ci-dessus,  est  encore 
vraie  pour  le  nouveau  polynôme.  Mais  elie  a été  reconnue  vraie 
pour  un  trinôme  j donc  elle  a Heu  pour  un  poiynome  de  quatre 
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termes;  étant  vraie  pour  quatre,  elle  l’est  nécessairement  pour  cinq, 
et  ainsi  de  suite.  Donc  clic  est  générale. 

On  peut  énoncer  la  loi  d’une  autre  manière  : Le  carré  d’un  poly- 
nôme renferme  le  carré  du  premier  terme,  plue  le  double  produit  du 
premier  terme  par  le  second,  plus  le  carré  du  second;  plus  les  doubles 
produits  de  chacun  des  deux  premiers  termes  par  le  troisième,  plus 
le  carré  du  troisième  ; plus  les  doubles  produits  de  chacun  des  troispre- 
tniers  termes  par  le  quatrième,  plus  le  carré  du  quatrième  ; et  ainsi  de 
suite.  Cet  énoncé,  qui  est  évidemment  compris  dans  le  premier, 
nous  conduira  plus  aisément  an  procédé  de  l’extraction  de  la  racine 
carrée  d’un  polynôme. 

On  trouvera  d'après  cette  loi, 

( 8 o3  — AaA’)’  = — AO a4A*  -j-  10a’A4  ; 

(3a* — 2aA-f  AA*)’  = 9 a*  — 12a3A  -J-  Aa’A*+  2 A a*  A’  — 18aA’  -f  10A4, 
ou,  réduisant,  9a$  — 12a3A-j-28a*A*  — 16aA3-|-  I6A*; 

( 5a’A  — AaAc  -J-  OAc’  — Sa’c  )*  ==  28a4A*  — AOo’A’c  -J-  70a*A’c* 

— A8aA’c3-f  S0A’c4  — 30a<Ac  + 2Ao3Ac*  — 36a’Ac3 -f  9a  V. 

Passons  à l’extraction  de  la  racine  carrée. 

87.  Désignons  par  N le  polynôme  dont  il  faut  obtenir  la  racine, 
et  par  R cetteracine,  que  nous  supposons  pour  le  moment  détermi- 
née; concevons  en  outre  que  ces  deux  polynômes  soient  ordonnés 
par  rapport  aux  puissances  descendantes  de  l’une  des  lettres  qu’ils 
renferment,  a par  exemple. 

Cela  posé,  j'observe  d’abord  que  les  deux  premiers  termes  de  N 
(en  le  supposant  ordonné),  peuvent  donner  sur-le-champ  le  premier 
et  le  second  terme  de  R ; en  effet,  il  résulte  évidemment  de  la  loi  do 
formation  du  carré ( n°  86  ),  1°  que  le  carré  du  premier  terme  de  U. 
renferme  un  exposant  de  la  lettre  a,  plus  grand  que  dans  aucune  des 
autres  parties  qui  entrent  dans  la  composition  du  corré  de  R;  2°  que  le 
double  produit  du  premier  terme  de  R par  le  second,  renferme  aussi  un- 
exposant  plus  itéré  que  dans  les  parties  suivantes.  Ainsi,  les  deux 
parties  dont  nous  venons  de  parler , n’ayant  pu  se  réduire  avec  les 
autres,  sont  nécessairement  les  deux  ternies  de  N affectés  du  plus 
haut  exposant  de  a,  et  de  l’exposant  immédiatement  inférieur.  D’où 
il  suit  que,  si  N est  réellement  un  carré  parfait,  1°  son  premier  terme 
doit  être  un  carré  parfait,  et  sa  racine,  extraite  d’après  le  procédé  du  n°  83, 
csf  le  premier  terme  de  R ; 2"  son  second  terme  doit  être  divisible  par  le 
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double  du  premier  terme  de  R ; et,  en  effectuant  cette  division,  on  a pour 
quotient  le  second  terme  de  R. 

Afin  de  pouvoir  obtenir  les  termes  suivants , formons  le  carré  du 
binôme  déjàtroucè,  etretranchons-le  de  N;  lereste,  que  nous  désignons 
par  N',  renferme  encore  les  doubles  produits  du  premier  terme  de  R 
parle  troisième,  du  second  terme  de  R par  le  troisième,  plus  une 
suite  d’autres  parties.  Mais  le  double  produit  du  premier  terme  par  le 
troisième  doit  renfermer  a arec  un  exposant  plus  grand  que  dans  les  par- 
ties suivantes,  et  ne  peut,  par  conséquent,  avoir  été  réduit  avec  ccs 
parties.  Donc,  ce  double  produit  est  le  premier  terme  de  N'  ; ainsi , 
ce  premier  terme  doit  (Ire  divisible  par  le  double  du  premier  tenue 
de  R ; et,  si  l’on  effectue  cette  division  , le  quotient  est  le  troisième 
terme  de  R. 

Pour  obtenir  de  nouveaux  termes,  il  faut  former  les  doubles  pro- 
duits du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième,  plus  le  carré  du 
troisième,  puis  retrancher  tous  ces  produits  du  reste  N',  ce  qui  donne 
un  reste  N"  qui  renferme  encore  le  double  produit  du  premier 
terme  do  R par  le  quatrième,  plus  une  suite  d’autres  parties.  Mais 
on  prouvera,  comme  précédemment,  que  le  premier  tenue  de  N"  est 
nécessairement  le  double  produit  du  premier  terme  de  R par  le  qua- 
trième; ainsi,  en  divisant  le  premier  tenue  de  N "par  le  double  du  pre- 
mier terme  de  R,  on  a pour  quotient  le  quatrième  terme  de  R ; et  ainsi 
de  suite. 

N.  B.  11  est  absolument  indispensable,  après  avoir  obtenu  les 
deux  premiers  termes  de  la  racine,  de  retrancher  le  carré  du  bi- 
nôme trouvé,  du  polynôme  N;  car  ordinairement,  le  carré  du  se- 
cond terme  de  R renferme  à avec  le  même  exposant  que  dans  le 
double  produit  du  premier  terme  par  le  troisième;  par  conséquent, 
il  a dû  se  réduire  avec  ce  double  produit.  Ainsi,  ce  n’est  qu’après 
avoir  soustrait  ce  carré,  du  polynôme  N,  qu’on  peut  assurer  que  le 
premier  lermedu  reste  est  égal  au  double  produit  du  premier  terme 
de  R par  le  troisième.  La  même  remarque  s’applique  aux  trois, 
quatre.  . . . premiers  termes  trouvés. 

Nous  laissons  aux  jeunes  gens  le  soin  de  déduire  des  raisonne- 
. ments  précédents  le  procédé  général  de  l’extraction  de  la  racine 
carrée  d’un  polynôme.  Il  leur  suffit , pour  cela , de  réunir  toutes  les 
parties  qui  sont  en  caractère  italique.  Nous  allons  d’ailleurs  en  faire 
l’application  à un  exemple  particulier. 

Soit  proposé  d’extraire  la  racine  carrée  du  polynôme 
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EXTRACTION  DE  LA  RACINE  CARRÉE. 

49a’i’  — 24  ai5  -f  23a  4 — 30a3A  + 16A4. 

2Sa4 — 30a3A  -f  49a’4’—  24a43  -f  16M  ) 8a-  — 3 ab  -f  Ai1 

— 28q4-f30a36  — 9a-4-  j“l0«* 

1er  reste.  . . 40 a-4- — 34ai3  -J-  16i'< 

— 40a-&--f  24aA3  — 1664 

2"  reste.  . . 0 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  par  rapport  A a , on  entrait 
la  racine  carrée  de  23a4 , ce  qui  donne  8a1  que  l’on  écrit  à la  droite 
du  polynôme;  puis  on  divise  le  second  terme  — 30a36  par  10«-  , 
double  de  8a’  (on  écrit  10a-  au-dessous  de  Sa1)  ; le  quotient  est 
— 3 ab  que  l'on  place  à la  droite  de  8a1.  Les  deux  premiers  termes  de 
la  racine  sont  donc  3a’  — 3 ab.  Carrant  ce  binôme,  on  trouve 
28a4  — 30 o3A  -J-  9a-4-,  qui,  retranché  du  polynôme  proposé,  donne 
un  reste  dont  le  premier  terme  est  40a-4-.  Divisant  ee  premier 
terme  par  10a’,  double  de  Sa’,  on  obtient  pour  quotient,  -j-441; 
c’est  le  troisième  terme  de  la  racine,  que  l’on  écrit  à la  droite  des 
deux  premiers  termes.  Formant  le  double  produit  de  8a’ . — 3 ab  par 
4 A-,  et  le  carré  de  4A1,  on  trouve  40 a’A’  — 24 ai3  -j-  16M,  polynôme 
qui,  retranché  du  premier  reste,  donne  0 pour  reste  final.  Ainsi, 
Sa’  — 3aA-[-  4 A-  est  la  racine  demandée,  ou  plutôt  (n°  81)  l’une  des 
valeurs  de  la  racine  demandée.  L’autre  valeur  est  — 8a--{-3aA — 4 A’, 
et  on  l’obtiendrait  en  écrivant  — 8a’  pour  la  racine  carrée  de 
-|-  28a4,  puis  en  divisant  — 30a3A  gpr  — 8a1,  et  continuant  l’opé- 
ration comme  ci-dessus.  Mais  il  est  plus  simple,  dès  qu’on  a obtenu 
la  première, d’écrire  ensuite  pour  la  seconde,  — (8a’ — 3a  A -j-  4 A’). 

Les  commençants  peuvent  s’exercer  sur  les  carrés  qui  ont  été  dé- 
veloppés n°  80. 

88.  Si  le  polynôme  proposé  renfermait  plusieurs  termes  affectés 
de  la  même  puissance  de  la  lettre  principale,  il  faudrait  disposer 
le  polynôme  comme  il  a été  dit  dans  la  division  (n°  29),  et  appliquer 
le  procédé  ci-dessus , en  regardant  comme  une  seule  et  même 
partie,  la  somme  algébrique  des  termes  affectés  de  la  même  puissance, 
et  remplaçant,  dans  l’énoncé  de  ce  procédé,  les  mots  : premier 
terme  du  polynorae,  premier  terme  du  reste , premier  terme,  second 
terme. ...  de  la  racine , par  les  expressions  : première  partie  du  po-  * 
1 y nome,  ou  partie  affectée  de  la  plus  haute  puissance,  première  partie 
du  reste , première,  seconde. . . partie  de  la  racine.  Au  surplus,  ce» 
sortes  d’exemples  se  présentent  fort  rarement. 


* 
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89.  Noos  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 

1°  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  puisqu’on 
sait  que  le  carré  du  polynôme  le  plus  simple,  c’est-à-dire  d’un  bi- 
nôme, renferme  trois  parties  distinctes  qui  ne  peuvent  éprouver 
aucune  réduction  entre  elles.  Ainsi,  l’expression  a3  -J-  A’  n’est  pas 
un  carré;  il  lui  manque  le  terme  ± 2 ab  pour  qu’elle  soit  le  carré 
de  a ± 6. 

2"  Pour  qu’un  trinôme  ordonné  soit  un  carré  parfait,  il  faut  que 
les  deux  termes  extrêmes  soient  des  carrés,  et  que  celui  du  milieu 
soit  le  double  produit  des  racines  carrées  des  deux  autres.  Alors , 
la  racine  du  trinôme  peut  s’obtenir  immédiatement.  Extrayez  les 
racines  des  deux  termes  extrêmes,  et  affectez  les  deux  racines  du  même 
signe  ou  de  signes  contraires,  suirant  que  le  terme  moyen  est  positif  ou 
négatif.  Vérifiez  ensuite  si  le  double  produit  de  ces  deux  racines  donne 
le  terme  moyen  du  trinôme.  Ainsi  , 9a6  — •48a4fc’  -J-  64a’6*  a pour 
racine  carrée,  j/o aB  — J/  64a’A4,  c’est-à-dire  3a*  — 8a A’  ; car 
3a*  X — lfiai1  = — 48 a<6\ 

4a’-f-12a6  — 96’ ne  peut  être  un  carré  parfait,  quoique  4a’ 
et  96’  soient  les  carrés  de  2a  et  de  36,  et  que  12a6  = 2a  X 66; 
mais  — 96’  n’est  pas  un  carré. 

3°  Lorsque,  dans  la  série  d’opérations  que  comporte  le  procédé 
général,  le  premier  terme  de  l’un  des  restes  n’est  pas  exactement 
divisible  par  le  double  du  premier  ternie  de  la  racine,  on  peut  con- 
clure que  le  polynôme  proposé  n’est  pas  un  carré  parfait.  C’est  une 
conséquence  évidente  des  raisonnements  que  nous  avons  faits  pour 
parvenir  à ce  procédé. 

4°  Enfin , on  peut  appliquer  aux  racines  carrées  des  polynômes 
non  carrés  parfaits,  les  simplifications  du  n°  84. 

Soit,  par  exemple,  l’expression  [/ a*6-[- 4a’6’ -j-  4a6*. 

La  quantité  sous  le  radical  n’est  pas  un  carré  parfait  ; mais  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  a6  (a’  -{-  4a6  -j-  46’).  Or,  le  facteur  entre 
parenthèses  est  évidemment  le  carré  do  s -j-  26;  d’où  l’on  peut 
conclure  (n°  84), 

j/ a*6  -f  4a’6*  + 4a6*  = (a  -f-  26)  ]/âb. 

90.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré.  L’extraction  de  la  racine 
carrée  donnant  naissance  à de  nouvelles  expressions  algébriques, 
telles  que  p/a,  3 j/6,  7 |/  2 , connues  sous  le  nom  de  quantités  ir- 
rationnelles ou  radicaux  du  second  degré,  il  faut  établir  des  règles 
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pour  effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre  opérations  fondamen- 
tales. 

Définition.  Deux  radicaux  du  second  degré  sont  dits  semblable t 
lorsque  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  la  même  dans  les  deux 
radicaux.  Ainsi , 3a/ b et  5c/ b,  »/ 2 et  7j/ 2,  sont  dits  des  ra- 
dicaux semblables. 

Addition  et  soustraction.  Pour  ajouter  ou  soustraire  des  radicaux 
semblables,  on  ajoute  ou  l’on  soustrait  les  deux  coefficients,  puis  on 
affecte  la  somme  ou  la  différence,  du  radical  commun ; ainsi,  l’un  a 

3a/ A+5c/ A = (3a+5c)  / b,  3 a/ b — 5c/ A=(3a — 5c)  / b; 
de  même 


7 /2a+3/2a=10/2o,  7 |/2o  — 3j/2o  = 4 /2o. 

Deux  radicaux  peuvent,  au  premier  abord,  n’ëtre  pas  sembla- 
bles , et  le  devenir  par  les  simplifications  du  n°  84. 

Par  exemple, 

/ifW>’  + b / 780=  4A  i/ïâ  + 5A  /îto  = 9A  /i7, 

2 / 48  — 3/5  = 6 y o — 3 / 8 = 3/5. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables  , on  ne  fait  qu’indiquer  l'ad- 
dition ou  la  soustraction.  Ainsi , pour  ajouter  3 /a  à 5 /a,  on 
écrit  simplement , 5 /o  + 3 /a. 

Multiplication.  Pour  multiplier  deux  radicaux  l’un  par  l’autre, 
on  multiplie  les  deux  quantités  sous  le  signe  radical  l’une  par 
l’autre,  et  l’on  affecte  le  produit,  du  signe  radical  commun.  Ainsi, 

/ox/ 6 = /o  X b : c’est  le  priucipe  du  n°  84 , énoncé  dans  un 
ordre  inverse. 

S'il  y 0 des  coefficients,  on  commence  par  les  multiplier  entre  eux, 
et  l’on  écrit  leur  produit  en  atant  du  radical. 


Par  exemple, 


3 / 5a6  X -^  / 20a  = 12  / 100a’ê=  120a  / 6 , 

2a  /6c  X 3a  / bc  = 8a’  / A’c1  = 6a’Ac , 

2a  / a’  + A’  X — 3a  /a'  + A’  = — 6a’  (a’  + A»), 


Division.  Pour  diviser  deux  radicaux  l’un  par  l’autre,  divisez  les 
deux  quantités  sous  le  signe  l’un  par  l’autre,  et  affectes  le  quotient, 

du  signe  radical  commun ; ainsi, 
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En  effet,  les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égaux  à la  môme 

quantité  ^ ; donc , ces  deux  expressious  sont  égales.  S’il  y a des 

coefficients,  on  écrit  leur  quotient  comme  coefficient  du  radical. 

Par  exemple, 

Wt  ■■  V—  b \ A 

__  /üte 

12oc  j/  86c  : ici/  26=3 a yf  ^ = 3a  y 3c. 


91.  Il  existe  deux  transformations  d’un  usage  fréquent  dans  l’é- 
valuation numérique  des  radicaux. 

La  première  consiste  à faire  passer  sous  le  radical  le  coefficient 
de  ce  radical.  Soit,  par  exemple , l’expression  3 a^Sb;  on  observe 
qu’elle  revient  à \/ 9 a1  X 56,  ou  ÿ 9a’.  56  = (/"l5a’6  (en  ap- 

pliquant la  règle  de  la  multiplication  des  deux  radicaux  ) ainsi,  pour 
fa  ire  passer  sous  le  signe  d'un  radical  le  coefficient  deceradical,  il  suffit 
d’élerer  le  eôeffu  ient  au  carré. 

Voici  l’usage  principal  de  cette  transformation.  Que  l’on  ait  à 
évaluer,  à une  unité  près,  l’expression  e/l3;  comme  13  n’est 
pas  un  carré  parfait  (.Lrith.,  n°  179),  on  ne  peut  obtenir  qu’une 
valeur  approchée  de  sa  racine.  Celle  racine  est  égale  à 3 plus 
une  certaine  fraction;  mais,  en  la  multipliant  par  0,  on  a 18, 
plus  le  produit  de  la  fraction  par  0 ; et  le  résultat  total  peut 
avoir  une  partie  entière  plus  grande  que  18.  Afin  de  détermi- 
ner exactement  cette  partie  entière,  on  met  6 p/l3  sous  la 
forme  |/  6’. 13  = |/  36  X 13  = (/ -468.  Or  la  racine  carré  de 
■108  a 21  pour  partie  entière  ; donc  8 ^ 13  est  égal  à 21  plus  une 
fraction. 

On  trouvera  de  même  que  12  j/7  = 31  plus  une  fraction. 

La  seconde  transformation  a pour  but  de  rendre  rationnels  leg 

a a 

dénominateurs  d’expressions  telles  que  — ; — , y— 

f>  + Vl  P ~Vq 
a,  p étant  des  nombres  entiers  quelconques,  ainsi  queç,  qui  est  d’ail- 
leurs supposé  non  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à ces  sortes 
d’expressions  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

Or,  on  remplit  ce  but  en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction 
ALGtERK.  9 
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P«r  p-  / 9 si  le  dénominateur  est  p + / q,  et  par  p + / q si 
le  dénominateur  est  p — / q.  En  effet  on  a , par  cette  multiplica- 
tion et  en  se  rappelant  ( n°  8 ) que  la  somme  de  deux  quantités 
multipliée  par  leur  différence  donne  pour  produit  la  différence  des 
carrés,  on  a,  dis-je,  .. 

a a{p  — l/g)  o(p~f/q)  ap—al/q 


P + V 9 (P+^9)(«—  ^9) 

a o(f  + |/{  a (p+ 


p—  Vi  (p—  V 9)  (H-k'  9)  P’— 9 p1  — 9 ' 

expressions  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 

Pour  donner  une  idée  de  l’utilité  de  celte  transformation, 
supposons  que  l’on  ait  à évaluer  approximativement  l'expression 

7 • .,7(8+/»)  .21+7/8  n 

g-— p-g.  Elle  revient  a • q — > ou  bien  0 — ^ — ••  Or 

7 J/5  est  la  même  chose  que  /aOX®,  ou  /248,  quantité 

dont  la  valeur  est  18,  é une  unité  près  (*).  Ainsi  l’on  a 

7 21  + 18  + une  fraction  36  . , . . 

— = 1 1 , — - = — = 9 a une  fraction 

3 — ÿ 8 A A 

près  marquée  par  j,  o’esl-à-dire  à un  quart  près. 

Si  l’on  voulait  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  cette  expression  , 

il  suffirait  de  calculer  / 2A5  arec  un  certain  degré  d’approximation  , 
d’ajouter  21  à la  racine  obtenue , puis  de  diviser  la  somme  par  A,  ou 
d’en  prendre  le  quart. 

Prenons,  pour  second  exemple,  l’expression  / ^ ° — - : et 

y il  + y J 

proposons-nous  do  l’évaluer  à 0,01  près. 

7/8  _ 7/8(/ll-/3)  _ 7/88  — 7/lB 

"Vll+/3  11—8  ~ 8 » 

or,  7 / 85  = / 58  ><  49  = / 2098  = 81,  91,  à 0,01  près  ; 

7/l5  =/l5  X A9  = /785  =27,  11; 

7 /5  81  ,91  —27,11  24,80  „ lr> 


V 11+1/* 


.3,10; 


(•)  f'oytt,  «Uns  \' Aritémitiqus , U noie  au  bas  de  la  p*Gc  i»5  (n»  93)  de  notre 
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on  a donc  3,10  pour  le  résultat  demandé;  ce  résultat  est  même 
exact  à près,  comme  il  est  aisé  de  le  voir. 

On  trouverait,  par  un  procédé  analogue, 

gy  e — 8|  ls9'  * 0,01  p'**- 

JV.  B.  On  pourrait  bien  calculer  ces  sortes  d’expressions  en  éva- 
luant approximativement  chacun  des  radicaux  qui  entrent  tant  au 
numérateur  qu’au  dénominateur.  Mais  comme  on  n'aurait  pas  une 
valeur  exacte  du  dénominateur,  on  ne  se  formerait  pas  une  idée 
bien  précise  du  degré  d’approximation  qu'on  aurait  obtenu  ; tandis 
que,  par  le  moyen  qui  vient  d’être  indiqué,  le  dénominateur  est 
rendu  rationnel,  et  l’on  sait  toujours  à quoi  s’eu  tenir  sur  le  degré 
d’approximation. 

Les  principes  de  l’extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres  par- 
ticuliers et  des  quantités  algébriques  étant  établis,  nous  pouvons 
passer  à la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

§ II.  Résolution  des  Équations  du  second  degré. 

92.  On  distingue  deux  espèces  d'équations  du  second  degré,  les 
équations  à deux  termes  ou  incomplètes,  et  les  équations  à trois  termes 
ou  complètes. 

Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  que  des  termes  af- 
fectés du  carré  de  l'inconnue,  et  des  termes  tout  connus  ; telles 
sont  les  équations 

3x^5,  4*>-7  = 8*’+9,  J*’  - 3 + ^ *’  - ™ - *’  + 

On  les  appelle  équations  à deux  termes,  parce  qu’au  moyen 
des  deux  transformations  générales  ( n”  43  et  44  )on  peut  toujours 
les  ramener  à la  forme  ax’=  b.  En  effet,  considérons  la  troisième 
équation,  qui  est  la  plus  compliquée;  on  a d’abord,  en  chassant 
les  dénominateurs,  8*’ — 72-{-10x,=7  — 24s* -{-299,  ou,  trans- 
posant et  réduisant, 

42*’ =378. 

Les  équations  à trois  termes  ou  complètes  sont  celles  qui,  outre 

9’ 
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le  carré  de  l’inconnue,  renferment  la  première  puissance  de  cette 
inconnue.  Telles  sont  les  équations 


elles  peuvent  toujours  être  ramenées  à la  forme  a*’  -f-  bx  = c, 
au  moyen  des  deux  transformations  déjà  citées. 

Remarque.  Souvent  une  équation , du  premier  degré  en  ap- 
parence, devient  du  second  degré  après  la  disparition  des  dé- 
nominateurs. 


Soit , par  exemple , l’équation 


8 — 2x 


4* 


3_j_  x ~ 5”: 

si  l’on  chasse  les  dénominateurs,  elle  devient 


(S—  2*)  (2  — + 

ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 


2*’ -{-21*=  10. 

En  général,  toutes  les  fois  que  * entre  dans  les  dénominateurs 
d’une  équation,  l’on  ne  peut  juger  du  degré  de  cette  équation 
qu’après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs  ( n”  44  ),  et 
opéré  toutes  les  réductions. 

93.  Equation  à deux  termes.  ax1  — b.  (1) 

La  résolution  de  cette  équation  n’offre  aucune  difficulté. 

On  en  déduit  d’abord 


Cela  posé,  si  - est  un  nombre  positif,  entier  ou  fractionnaire, 

on  pourra  en  obtenir  la  racine  carrée,  soit  exactement,  soit  par 
approximation , d’après  les  procédés  exposés  en  Arithmétique , et 

si  ~ est  algébrique , on  lui  appliquera  les  procédés  de  la  racine 

carrée  des  quantités  algébriques.  Le  résultat  obtenu  dans  l’un 
et  l’autre  cas  exprimera  une  valeur  de  * propre  à vérifier  l’équa- 
tion (2). 

Mais  si  l’on  observe  que,  le  carré  de  -{-  m ou  de  — m étant  éga- 
lement-f- »«’ (n°  88),  on  peut  prendre  indifféremment  le  résultat 
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dont  nous  venons  de  parler,  soit  avec  le  signe  soit  avec  lo  signe 
— , on  doit  conclure  que  l’équation  (2)  a réellement  deux  solutions 
représentées  par 


X:==±\/-a 


(le  double  signe  rfc  se  prononçant  plus  ou  moint).  En  effet , substi- 
tuons séparément  dans  l’équation  (I)  à la  place  do  x chacune  des 

valeurs  -f-  \A  - \/  ^ ; il  vient 

( "t"  \ a)  ~b’  °U  ° X a = b’  °“  b = b> 

et  a X ^ —b,  ou  a X ”==^»  ou  6 = A. 

Il  est  d’ailleurs  évident  que  ces  valeurs  sont  les  seules  qui  puis- 
sent vérifier  l’équation  (2),  et  par  conséquent  l’équation  (1). 

N.  B.  Lorsque  - est  une  quantité  essentiellement  négative , les 

deux  valeurs  de  x sont  imaginaires  (n°  8o);  ce  qui  veut  dire  que 
l’équation  (ou  le  problème  dont  elle  est  la  traduction  algébrique, 
ne  peut  être  satisfaite  par  aucun  nombre , soit  exactement,  soit  par 
approximation. 

Soit , pour  premier  exemple , l’équation 
— 7 = 3 j3  -f-  9. 

On  trouve  d’abord , par  la  transposition  , 

r’  = 18;  d’où  r = db  |//16  = ±4. 

Prenons  pour  second  exemple  l’équation 

1 0,5  7 ,299 

onadéjà  reconnu  (n°  92)  que  cette  équation  se  réduit  à 42x,= 378, 

378 

d’où , en  divisant  par  42 , x'  = r-  = 9 ; donc  x = ± 3. 

42 

Soit  enfin  l’équation  3x'  = 5 ; on  en  tire 
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x==±\/l  =±g|/liS. 

Comme  18  n’est  pas  un  carré  parfait , on  ne  peut  déterminer  ces 
deux  valeurs  de  * que  par  approximation. 

94.  Equation  complète  du  tecond  degré , ax* -J-  ft*  = c. 

Four  résoudre  cette  équation , divisons  les  deux  membres  par 

le  coefficient  de*1,  et  posons,  pour  plus  de  simplicité,  ^=p, 

- = q ; il  vient 
a 

= . . (1) 


Cela  posé,  remarquons  que,  si  l’on  pouvait  ramener  le  premier 
membre*1 -j-p*  au  carré  d’un  binôme,  une  simple  extraction  de 
racine  carrée  réduirait  l’cquation  à une  équation  du  premier  degré. 
Or,  en  comparant  ce  premier  membre  au  carré  du  binôme  * -J-  a, 
c’est-à-dire  à *’  -j-  2a*  -}-  a1 , on  voit  que  *’  -f-  px  se  compose  du 
carré  d'un  premier  terme  *,  plus  du  double  produit  de  ce  premier 

terme  * par  un  second,  qui  est  alors  ^ (caron  a p*=2.  î.  *)  j 


d’où  il  suit  que,  si  l’on  ajoute  à *a  -j-p*  le  carré  de  5,  ou  ^ , lo 

2 4 


F’ 


mier  membre  de  l’équation 


j : j 1 


# • » • • • fl1 

pour  ne  pas  troubler  l’égalité , il  faut  aussi  ajouter  au  second 
membre. 

Il  vient , par  cette  transformation  , 


(*+!)’=  4 +*••• (2); 

d’où , extrayant  la  racine  carrée  , 

*+f=±  y/ -Ç+î- 

(On  mot  ici  le  double  signe  ± , par  la  raison  que  le  carré  do 
+ y/ •J  + 9'  011  do  ~ y/ + ?<  esl  également  ^ -j-  q.) 
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130 


— S*\A+«- 

ident , d’apr 

Vf 


Comme  il  est  d’ailleurs  évident , d’après  l’équation  (2) , qu’il 
n’y  a que  -f  y/ 


sont  les  seules  va- 


-+î»  ou_  \/  * -(-  q,  qui  puisse  repré- 
senter la  valeur  de  il  s’ensuit  nécessairement  que. 

— a + \/ *■+?  ct  ~t~  \/ ^ + 3’ 
leurs  de  x qui  puissent  vérifier  l’équation  (2) , et  par  conséquent  la 
proposée  (i). 

Ainsi , l’inconnue  de  toute  équation  du  second  degré  a deux  valeurs 
et  ne  peut  en  avoir  davantage . 

On  peut  d’ailleurs  établir  cette  règle  générale,  pour  résoudre  une 
équation  complète  du  second  degré  : J près  avoir  ramené  l’équation 
à la  forme,  x*  -[-  px  = q , ajoutez  aux  deux  membres  le  carré  de  la 
moitié  du  coefficient  de  x ou  du  second  terme  ; extrayez  la  racine  car- 
rée des  deux  membres  en  ayant  soin  d'affecter  la  racine  du  second 
membre  du  double  signe  dbj  tirez  enfin  la  valeur  de  x de  cette  nouvelle 
équation. 

La  double  valeur  de  x , à laquelle  on  parvient  par  ce  moyen  , 
peut  s’énoncer  ainsi,  en  langage  ordinaire  : la  moitié  du  coeffi- 
cient de  x , pris  en  signe  contraire , plus  ou  moins  la  racine  carrée 
du  terme  tout  connu  augmenté  du  carré  de  la  moitié  du  coeffi- 
cient de  x. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l’équation 

6 2^4  B 3 ^ ‘ 12  * 

On  trouve  d’abord , en  chassant  les  dénominateurs, 

10*’  — 6*  + 9 = 96  — 8*  — 12*’  -j-  273, 

ou,  transposant  et  réduisant, 

22** -f- 2*  =300, 

ou  bien  enfin,  divisant  les  deux  membres  par  22, 

. 2 360 

*’+22X“-22- 
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Ajoutons  maintenant  aux  deux  membres  > l’équation  de- 

vient  * + (J^  — ^-+  (Jfè)  i d’«ù  , extrayant  la  ra- 

orne  carrce,*+-  = :±:  y^  _+  ; 

et  par  conséquent,  x=-l±  y/ ^ + 

résultat  conforme  à l’énoncé  donné  ci-dessus  pour  la  double  va- 
leur de  ». 

11  reste  maintenant  à effectuer  les  calculs  numériques.  D’abord, 

860  / J \ j 

il  faut  réduire  — j-  / — j à un  seul  nombre  qui  ait  (22)’  pour 

dénominateur  commun. 

Or,oaÆ+(±)'  = 3?0 X22±J  .7MI. 

22  ^ V22/  (22)’  (22)’  ’ 

extrayant  la  racine  carrée  de  7921  , on  trouve  89  pour  racine 


exacte 


/â60  /IV  89 
v 22  — (22/  — 22* 


On  a donc 


1 89 

x = — — ± — . 
22  22 


1 , 89 

* ~ ~ 22  + 22  = 


Séparons  chacune  des  valeurs  ; il  vient 

^=4 
22  ’ 

1 89  _ 00  _ _ 48 

* 22  22  “ 22  ~ tv 

Ainsi,  des  deux  valeurs  propres  à satisfaire  à l’équation  pro- 
posée, l’une  est  un  nombre  entier  absolu,  et  l’autre  un  nombre 
fractionnaire  négatif. 

Soit,  pour  second  exemple,  l’équation 

6x'  — 37  j-  = — 87, 

qui  revient  à 


. 37  87 

* 6 6* 


Si  l’on  ajoute  aux  deux  membres  ^ > *1  vient 
X’_  37  , /37V  __  87  /37V 

* "6  * + fa)  (T  (l2/  ! 


Digitized  by  Google 


141 


DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ, 
d’où,  extrayant  la  racine  carrée. 


Donc 


87  , / 87  . /37y 

*-n=±V  -T+(n)  ' 

37  / 57  . /37\’ 

T—  12  * V « (.12/  ‘ 


(37 \*  57 

) — — à un  seul  nombre,  observons  que 

12/  6 

(12)*  = 12  X 12  = 6 X 24;  ainsi,  il  suffit  de  multiplier  87  par 
24,  puis  87  par  lui-même,  et  de  diviser  l’excès  du  second  produit 
sur  le  premier,  par  (12)’. 

Or,  37  X 37  = 1369,  57  X 24  = 1368  ; 


donc 


/S7\’  _ 57 

W 6 


(12)’’ 


expression  dont  la  racine  carrée  est  — . 

Î37  1 _ 38  _ 19 

s==  Î2  + Ï2  12  0 ’ 

_ 37  _ 1 = 36  = g 
X~  12  12  12 

On  remarquera , dans  cet  exemple , que  chacune  t des  doux 
valeurs  est  positive  et  répond  directement  à l’énoncé  de  la  question, 
dont  l’équation  proposée  peut  être  considérée  comme  la  tra- 
duction algébrique. 

Soit  maintenant  l’équation  littérale 

4a’  — 2.r’  -{-  2 ax  = 18a6  — 186’; 
on  a d’abord,  en  transposant , changeant  les  signes,  puis  divi- 
sant par  2,  x ’ — ax  = 2a’  — 9a6  -j-  96’  ; d’où, 

complétant  le  carré,  x1  — ax  9a6  -{-  96’; 

4 4 


extrayant  la  racine , x = — ± ——  — 9a6  -j- 


96’. 


Or  — 9a6-{-96’a  évidemment  pour  racine,  36; 

4 2 
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i ° _u  Z®0  „\  ,,  . ( 2 o — 36, 

donc,  x = - =fc  ( — — 36),dou{  , 

' 2 V 2 y'  { * = _ o +36. 

Ces  deux  valeurs  seront  positives  à la  fois  si  l’on  a 2a  36 
et  36  ^>  a,  c’est-à-dire  si,  a et  6 étant  tous  deux  positifs,  on  a 6 

o , . 2a 

plus  grand  que  — mais  plus  petit  que  — . 

3 3 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  équations 

**  — 7sr-{-  10  = 0.  . . valeurs  j j; 

2* — 4 — x’+î»  — g*1 = 48 — 3*’  +4*  j * 873)*^*  P1-®5» 

Îo’  _{_  6’  — 26x-j-  x — m * , , . . donne 

x = ( bn  ± l/  a’»»’  4-  6’m’  — a’n’  | 

\ / 

98.  On  peut  résoudre  l’équation  ax 5 — j—  6j-  ==  c sans  faire  dispa- 
raitre  le  coefficient  de  x'  ; mais  les  transformations  sont  plus  com- 
pliquées. 

Le  terme  ax1  peut  être  mis  sons  la  forme  ( 1 y/ a J1,  et  le  terme  bx 

sous  celle-ci  : 2x  1/  a X — —7 — ; d’où  il  suit  que  ax*  -1-  bx  repré- 
2 y a 

sente  les  deux  premiers  termes  du  carré  de  x l/a  4 — ; ainsi 

2|/o  ' 

/ 6 \ * 61 

en  ajoutant  aux  deux  membres  ( — ) on  — , on  rendra  le 

V2  y a/  4a 

premier  membre  un  carré  parfait. 

Effectuons  celte  transformation;  l’équation  devient 

ax’  + bx  + t^c  + t; 

extrayant  la  racine,  x l/a  4-  — =±  t / c 4-  — ; 

‘ 2 [/a  V 4a’ 

transposant,  i/a  = ± * / c- 

2 y a y 4 a 

Divisant  les  deux  membres  par  y/ a,  et  observant 
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loque  — ■ ■■  : l/ a = 

n 2 i/o 


2a 

( n°  90  ) , 


2(1/ a)’ 

a*q°ev/c+^  : >/o=a  \/ 

=="L±V 


on  obtient  enfin 


on  bien  encore , 


— 6 ± [/  4 ac  b1 

' 2a  ’ 


résultat  auquel  on  parvient  plus  aisément  en  mettant  l’équation 

sous  la  forme  x3  + - x = - ; et  nous  n’arons  exposé  la  méthode 
1 a a 

précédente  que  comme  un  simple  exercice  de  calcul  sur  les  radi- 
caux du  second  degré. 

96.  Appliquons  ces  principes  à la  résolution  de  quelques  pro- 
blèmes. 

Premier  problème.  Trouver  un  nombre  tel,  que  le  double  de  ton 
carré,  augmenté  du  triple  de  ce  nombre,  donne  pour  tomme  63. 

Soit  x le  nombre  inconnu  ; on  a pour  l’équation  du  problème, 

2a"  -j-  3x  = 63 , 


d’où 


3 / 65  , 9 3.  23 

4*V  2+16==-T±T’ 


, 3 , 23  „ 3 23  13 

donc  * = — - +-y=B>  et  * = y 

La  première  valeur  satisfait  à la  question  dans  le  sens  de  son 
énoncé.  En  effet, 

2 X(B)*  + 8 X 8 = 2 X 28+18  = 65. 

Pour  interpréter  la  seconde,  observons  d’abord  que , si  l’on 
remplace  x par  — x dans  l’équation  2x’  -{-  3,r  = 05,  il  n’y  a 
que  le  coefficient  de  3*  qui  change  de  signe,  car  ( — x )*  = x\ 

3 23 

Ainsi,  au  lieu  d’obtenir  a:  ± — - , on  trouvera..,. 


3 , 23  13  , 

x = - ± — , ou  x =»  — et  x 

4 4 2 


4 4 

— B,  valeurs  qui  ne  diffèrent 
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des  precedentes  que  par  le  signe.  Ainsi,  l’on  peut  dire  que  la  solu- 
13 

tion  négative  — — , considérée  indépendamment  de  son  signe , 

M 

satisfait  au  nouvel  énoncé  : Trouver  un  nombre  tel,  que  le  double 
de  son  carré,  diminué  du  triple  de  ce  même  nombre , donne  pour  diffé- 
rence, 65.  En  effet,  on  a 


65. 


Second  problème.  Une  personne  a acheté  un  certain  nombre  d'au- 
nes de  drap  pour  240  fr.  Si,  avec  la  même  somme,  elle  avait  eu  3 au- 
nes de  moins  du  même  drap,  l’aune  lui  aurait  coûté  4 fr.  de  plus.  On 
demande  le  nombre  d’aunes  acheté. 


Soit  x ce  nombre; 


240 


exprime  alors  le  prix  d’une  aune. 


Si  , pour  240  fr.  , elle  avait  3 aunes  de  moins , c’est-à-dire 

x — 3 aunes , le  prix  de  l’aune  serait , dans  cette  hy- 

. 240  „ . ..  . 

pothcsc  , représente  par  5.  Mais,  d apres  renonce,  ce 

X — 0 

dernier  prix  surpasse  le  premier  de  4;  on  a donc  l’équation 

' 240  240  _ 1 

x — 3 x ’ 

d’où  l’on  tire,  en  chassant  le  dénominateur  et  réduisant, 
x 1 — 3r  = 180. 


Donc 


,=  -3±  y/l 

2 V 4 


+ 180: 


3 ±27 
2 ’ 


ce  qui  donne  x ==  15  et  x = — 12. 

La  valeur  x = 15  satisfait  à l’énoncé  ; car  15  aunes  pour  240  fr. 
240 

donnent  — — ou  16  fr.  pour  le  prix  do  l’aune;  et  12  aunes  pour 
15 

240  fr.  donnent  pour  le  prix  de  l’aune  20  fr.,  nombre  qui  sur- 
passe 16  de  4. 

Quant  à la  seconde  solution,  on  peut  former  un  nouvel  énoncé 
auquel  elle  convienne.  En  effet,  remontons  à l’équation,  et  chan- 
geons len^-i;  il  vient 

240  240  , ..  240  240 

~ 4,-  ou  bien  — TT—  4 > 

— x — 3 — x x x o 
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équation  qui  peut  être  traduite  en  langue  ordinaire  de  deux  ma- 
nières différentes  : 1°  Une  personne  a acheté  un  certain  nombre  d'au- 
nes de  drap  pour  240  fr.  ; si  elle  arait  payé  la  même  somme  pour  3 au- 
nes de  plus,  l’aune  lui  aurait  coûté  4 fr.  de  moins.  On  demande  le 
nombre  d’aunes  acheté.  2"  Une  personne  a tendu  un  certain  nombre 
d’aunes  de  drap  pour  240  fr.  ; si,  pour  la  mémo  somme,  elle  en  avait 
rendu  3 aunes  de  plus,  l’aune  lui  aurait  été  payée  4 fr.  de  moins.  On 
demande  le  nombre  d’aunes  rendu. 

Ce  dernier  énoncé  se  rapporte  peut-être  plus  immédiatement 
ou  changement  de  signe  de  x,  puisqu’un  achat  négatif  peut  être 
considéré  comme  une  Tente. 

En  résolvant  d’ailleurs  l’équation  de  l’un  de  ces  énoncés,  on  trou- 
verait évidemment  x — 12,  x = — 15  ; car  l’équation  réduite 
deviendrait*3  + Sx  = 180,  au  lieu  de  x3  — 3*  = 180. 

N.  B.  Les  deux  problèmes  précédents  offrent  une  nouvelle  confir- 
mation du  principe  établi  n°  59  pour  les  problèmes  du  premier 
degré  ; et  nous  en  donnerons  ( n°  99  ) une  démonstration  complète 
pour  toutes  les  équations  du  second  degré. 

Troisième  problème.  Un  négociant  escompte  deux  billets,  l’un 
de  8776  fr.  payable  dans  9 mois,  Vautre  de  7488  fr.,  payable  dans 
8 mois  ; il  paye  pour  le  premier,  de  plus  que  pour  le  second,  1200  fr. 
On  demande  le  taux  d’intérêt  d’après  lequel  il  a dû  escompter. 

Solution.  Pour  rendre  les  calculs  plus  simples , désignons 
par  x l’intérêt  de  100  fr.  pour  un  mois,  ou  par  12*  l’intérêt 
pour  un  an  ; Or  et  8*  sont  les  intérêts  pour  9 mois  et  8 mois  ; 
donc,  100  -{-  9*  et  100  — j—  8*  représentent  ce  que  doit  devenir 
le  capital  100  fr.  au  bout  de  9 mois  et  de  8 mois.  Ainsi,  pour 
déterminer  les  râleurs  actuelles  des  deux  billets  de  8776  fr.  et 
7488  fr.,  il  faut  établir  les  proportions 


100  + 9*  -.  100  ::  8776 


100  + 8*  : 100 


7488 


877600 

100+9*’ 

748800 


100+  8*’ 

et  les  quatrièmes  termes  de  ces  proportions  expriment  ce  que 

le  négociant  a payé  pour  chacun  des  billets.  Donc , en  vertu 

, 877600  748800  tann 

de  l’enonce,  on  a 1 equal.on  lQQ + - - m+s~  « 1200; 

uu,  observant  que  les  denx  membres  sont  divisibles  par  400, 
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2194  1872  8 


100  + 9*  100+8* 

Chassant  les  dénominateurs  et  réduisant,  on  trouye 
216*’  + 4306*  = 2200; 


2198 

216 


V 


2200  , (2198)’ 
216  "*■  (216> 


d'où 

Réduisant  les  deux  termes  sous  le  radical  au  même  dénomina- 
teur, 


— 2198  ± |/  8306404 
216  ’ 


. ,a  — 2198  ±/ 5306404 

ou,  multipliant  par  12,  12*= — . 

Pour  obtenir  la  valeur  de  12*  à 0,01  près,  il  suffit  d’extraire  la 
racine  carrée  de  8306404  à 0,1  près,  puisque  celle  racine  doit  être 
ensuite  divisée  par  18. 

La  racine  carrée  de  5306404  est  2803,5  ; 


donc 


12* 


-21 98  ±2303,8 
18  1 


par  conséquent,  12*  = — +—  = 8,86, 


13 


et 


12* 


_ — 4801,5  _ 


18 


280,08. 


La  valeur  positive,  12*  =a  5,86,  représente  donc  le  taux 
d’intérêt  cherché. 

Quant  à la  solution  négative,  elle  ne  peut  être  regardée  que 
comme  liée  à la  première  par  une  même  équation  du  second  degré. 
En  remontant  à l’équation,  et  changeant  * en  — *,  on  traduirait 
difficilement  la  nouvelle  équation  dans  un  énoncé  analogue  à 
celui  du  problème  proposé. 

Quatrième  problème.  Un  homme  achète  un  cheral  qu’il  rend  au 
bout  de  quelque  tempe  pour  24  Ionie.  A cette  rente,  il  perd  autant 
pour  100,  du  prix  de  son  achat,  que  le  cheral  lui  avait  coûté.  On  de- 
mande le  prix  de  l’achat  ? 

Solution.  Soit  * le  nombre  de  louis  que  le  cheval  lui  a coûté, 
* — 24  est  une  première  expression  de  la  perte  qu’il  a faite.  Mais 
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puisque,  d’après  l’énonce,  il  perd  autant  de  louis  sur  100  qu’il  y a d'u- 

ST  jj* 

nités  dans  x,  sur  1 louis  il  perd  ygg , et  sur  x louis  il  perd  ygg. 
Ou  a doue  l’équation 


x' 

100 


s— 24, 


d’où  — lOOx  = — 2400, 

et  * = 50  ± j/ 2500  — 2400  = 80  ± 10. 

Donc  x = 60  et  x = 40. 

Ces  deux  valeurs  satisfont  également  à la  question. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  60  soit  le  prix  de  l’achat  ; comme 
24  est  le  prix  de  la  vente,  86  est  la  perte  que  l’homme  éprouve. 
D’un  autre  côté,  il  doit,  en  vertu  de  l’énoncé,  perdre  60  pour  100 

de  60,  c’est-à-dire  les  de  60,  ou  — nombre  qui  se  ré- 

duit à 36;  ainsi,  60  satisfait  à l’énoncé. 

Soit  maintenant  40  le  prix  do  l’achat,  16  est  la  perte  qu’il 
éprouve  ; d’ailleurs,  il  doit  perdre  40  pour  100  de  40 , ou 
40 

40  X -j-gg-,  nombre  qui  se  réduit  à 16;  ainsi,  40  vérifie  encore 
l’énonoé. 


Discussion  générale  de  réquation  du  second  degré. 

Jusqu’à  présent,  nous  n’avons  résolu  que  des  problèmes  du  se- 
cond degré,  dont  les  données  étaient  exprimées  par  des  nombres 
particuliers.  Mais  pour  être  en  état  de  résoudre  des  problèmes 
généraux,  et  d’interpréter  tous  les  résultats  auxquels  on  peut  par- 
venir en  attribuant  aux  données  des  valeurs  particulières,  il  est 
nécessaire  de  reprendre  l’équation  la  plus  générale  du  second  degré, 
et  d’examiner  les  circonstances  qui  résultent  de  toutes  les  hypo- 
thèses possibles,  faites  sur  les  coefficients.  Tel  est  l’objet  de  la 
discussion  de  l'équation  du  second  degré. 

07.  Avant  de  passer  à cette  discussion,  nous  ferons  connaître  un 
fait  analytique  qui  n’est,  du  reste,  qu’un  cas  particulier  d’une 
proposition  qui  sera  démontrée  par  la  suite  pour  toute  équation 
d’un  degré  quelconque  à une  seule  inconnue. 
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Reprenons  l’équation  générale 

x?-\-px  = q,  on  plutôt  x1  -\-px — ç=0, 
ainsi  que  les  deux  valeurs  de  x correspondantes,  savoir  : 


Transportons  dans  le  premier  membre  tous  les  termes  de  ces  deux 
dernières  égalités,  ce  qui  donne 


*+f  - y/ 4 +?  = °>  *+! + yAç+î^o. 


et  multiplions  ces  nouvelles  égalités , membre  à membre  , en 
observant  que  les  premiers  membres  peuvent  êtro  considérés  , 


l’un  comme  la  différence  desdeux  quantités*  -}-  £ et 


l’autre,  comme  la  somme  de  ces  mêmes  quantités  ; nous  obte- 
nons (n°  8 ) 


(*+i)’  -('r+O”0’ 


ou  réduisant , x’-j-px — p = 0. 

D’où  l’on  voit  que  le  premier  membre  de  toute  équation  du 
second  degré,  ramenée  préalablement  à la  forme.  ........ 

*®  ~\~PX  — q = 0 , est  le  produit  de  deux  facteurs  du  1er  degré  en  x , 
gui  ont  pour  partie  commune  x , et  pour  partie  non  commune  chacune 
des  deux  râleurs  de  x prises  en  signes  contraires  ; en  sorte  que,  si  l’on 
désigne  par  x' , x" , ces  deux  valeurs  , on  a l’identité 

*3  -f -px  — q — (x  — *')  (*  — *"). 

C’est  probablement  celte  propriété  qui  a fait  donner  le  nom  de 
racines  aux  valeurs  de  l’inconnue  , parce  que  ces  valeurs  étant 
obtenues,  on  peut  recomposer  l’équation. 

En  général , on  appelle  rscise  d’une  équation  toute  expression 
numérique  ou  algébrique,  réelle  ou  imaginaire,  qui,  substituée  à la 
place  de  l’inconnue  dans  f équation , rend  le  premier  membre  identique- 
ment égal  au  second.  Ce  mot  est  pris  ici  dans  une  acception  différente 
de  celle  qu’on  lui  avait  attribuée  jusqu’alors  par  rapport  aux 
nombres. 


Digitized  by  Google 


DE  I/ÉQUATION  DU  SECOND  DEGRÉ.  149 

98.  La  propriété  précédente  peut  être  démontrée  d’une  autre 
manière  susceptible  de  conduire  à des  conséquences  assez  impor- 
tantes. 

Appelons  a une  quantité  de  nature  quelconque,  et  divisons  par 
x — a le  premier  membre  do  l'équation  x‘  -f-  px  — q = 0. 

|— £T+f 

l,r  reste.  . . -}-  (a -f- p) x — q; 

2“  reste.  . . -f-  a’  -f-pa  — q. 

La  division  du  premier  terme  x'  du  dividende  par  le  premier 
terme  x du  diviseur  donne  pour  quotient  x,  et  pour  1er  reste 
(a -} ~P)X  — ?>  1»  division  du  l”r  terme  (a  -\-p)  x do  ce  reste 
par  .t,  donne  pour  nouveau  quotient  a -f-  p , et  pour  nouveau  reste 
o’  -f-pa — q,  quantité  indépendante  de  r. 

Cela  posé,  si  a est  racine  de  l’équation  x3  -f-px  — q =0, 
on  a nécessairement  a3  -J-  pa  — q — 0 ; ainsi  le  2”  reste  de  la 
division  ci-dessus  étant  nul,  la  division  totale  est  exacte,  et  le 
premier  membre  de  l'équation  proposée  est  divisible  par  x — a. 

Réciproquement,  si  la  division  de  x3  -f-px — q parx — a , est 
exacte  , on  a nécessairement  a1  -f-pa  — q = 0,  c’est-à-dire  que  o 
est  racine  de  l'équation. 

Comme  , dans  le  cas  où  a est  racine , x — a divise  exactement 
x3  -f-px — q,  et  donne  pour  quotient  x-J- a — {—  , réciproquement 
x — }—  a — j- p divise  exactement  x’  -f-px  — q , et  donne  pour  quo- 
tient x — a ; d’où  l’on  peut  conclure  que  la  quantité  — a — p est 
elle-même  une  racine  de  la  proposée. 

Ainsi , l’identité  x1  -{-  px  — g = (x  — a)  (x  -f-  o -f-  p)  démontre 
la  propriété  du  n"  97. 

Voici  maintenant  les  conséquences  : 

On  vient  de  voir  que,  si  a est  racine  de  l’équation 

x’  -f-  px  — q = 0,  — a — p est  la  seconde  racine  de  cette  équation. 
Or , 1°  si  l’on  ajoute  les  deux  quantités  a,  — a — p,  il  vient  pour 
résultat  — p. 

2°  La  relation  a3  -f-  pa  — g = 0 revient  à celle-ci 

a ( — a — p)  = — q. 

D’où  l’on  "voit  que  , dans  toute  équation  du  second  degré , ramenée 
à la  forme  x1  -f-px  — q = 0 , le  coe//icient  p du  second  terme,  prie 
ALGtBKK.  10 
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en  signe  contraire,  est  égal  à la  somme  algébrique  des  racines  ; et  le 
dernier  terme  — q est  égal  au  produit  de  cet  mêmes  racines. 

C’est  au  reste  ce  qu’ou  peut  vérifier  directement  sur  les  valeurs 
obtenues  n°  93. 

l+y/Ç+î-  ^'=— f-\/ç  + q- 

Eu  ajoutant  ces  deux  égalités  membre  à membre,  on  trouve 
T,+  x"——p; 
et  en  les  multipliant , 

*V'=Ç  - (j+  ?)  = “ 9' 

N.  B.  Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  toutes  ces  propriétés 

supposent  que  l’équation  soit  ramenée  à la  forme 

x'-\-px  — g =0;  c’est-à-dire,  1°  qu’on  ait  d’abord  divisé  toute 
l’équation  par  le  coefficient  de  x’  ; 2°  que  tous  les  termes  soient 
transposés  et  ordonnés  dans  le  premier  membre. 


Discussion. 

99.  Reprenons  l’équation  générale  x’ -f -px  = q,  qui,  étant 


résolue 


ri1 

, donne  x = — dr 


Pour  que  celte  expression  , qui  renferme  un  radical , puisse  être 
évaluée  , soit  exactement,  soit  par  approximation , il  faut  (n“  85) 

que  la  quantité  soumise  au  signe  radical,  o’est-à-dlre  q -{-£• , soit 

»• 

positive.  Or,  ^ étant  nécessairement  positif,  quel  que  soit  le  signe 

pi 

de  p , il  s’ensuit  que  le  signe  de  la  quantité  q -[-  ” dépend  prinei- 


prilément  de  celui  de  q , ou  de  la  quantité  toute  connue. 

Cela  posé  , soit  d'abord  q positif,  auquel  cas  l’équation  est  de  la 
forme  x’  ± px  =-j-g  (on  met  ici  les  signes  des  coefficients  fcn  évi- 
dence) ; on  en  déduit 


*==F 
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or,  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  x seront  réelles  et  pourront 
être  déterminées,  soit  exactement  si  q -{-  est  un  carré  parfait. 


soit  avec  tel  degré  d'approximation  que  l’on  voudra. 

Toutefois , de  ces  deux  valeurs , la  première  sera  positive  et 
répondra  directement  à l’équation , ou  au  problème  dont  cette 


équation  est  la  traduction  algébrique;  c^r  le  radical 


? 


étant  numériquement  plus  grand  que 


l 


l’expression 


=îV  q -f-  ^ est  nécessairement  dé  mèiUe  signe  que  le 


radical. 

La  ter  onde  râleur  e»t , par  la  même  raison  , essentiellement  néga- 
tive , puisqu’elle  doit  avoir  le  même  signe  que  celui  dont  le  radical 
est  affecté. Considérée  indépendamment  de  son  signe;  elle  répond 
non  plus  à l'équation  telle  qu’elle  a été  établie  , mais  à cette  équa- 
tion dans  laquelle  on  aurait  remplacé  x par  — x , c’est-à-dire  à 


En  effet , celle-ci  donne 


± 


t 


valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  le  signe, 

11  est  d’ailleurs  remarquable  que  la  même  équation  lie  entré  elles 
deux  questions  dont  les  énoncés  diffèrent  néanmoins  par  le  sens  de 
certaines  conditions.  [Voge % les  deux  problèmes  du  n°  90.) 

Soit  actuellement  q négatif,  auquel  Cas  l’équation  est  de  la  forme 
jP  ±p*=<=  — Çy  et  les  valeurs  de  x sont 

s=t*l  \/Pi-^ 


Pour  que  l’extraction  de  là  racine  puisse  s'effectuer,  ît  faut  que 
l'on  ait  q < Cette  condition  étant  satisfaite,  les  deux  valeurs 
sont  réelles. 


Comme  d’aillcur 


-v/T 


q est 


numériquement  plus  petit 

10* 
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que  jj , il  s’ensuit  que  ces  valeurs  sont  toutes  deux  négatives  si  p est 

positif  dans  l’équalion , c’est-à-dire  si  cette  équation  est  de  la 
forme  x1  px  = — q ; et  elles  sont  toutes  deux  positives  si  p est 
négatif , c’est-à-dire  si  l’équatiou  est  delà  forme  x* — px  — — q. 

Les  propriétés  du  n°  98  conduisent  au  même  résultat.  En 
effet,  soient  a et  à les  deux  racines  de  l’équation  du  second  de- 
gré -\-px  = q ; on  a entre  ces  racines  et  les  coefficients  les  rela- 
tions 

n -j-  b = — p,  ab  = — q. 

Cela  posé,  si  q est  positif  dans  le  second  membre,  et  par  consé- 
quent négatif  dans  le  premier,  il  s’ensuit  que  les  deux  racines  sont 
de  signes  contraires,  puisque  leur  produit  est  négatif.  D'ailleurs, 
leur  somme  algébrique  est  négative  ou  positive,  suivant  que  p est 
positif  ou  négatif  ; ce  qui  veut  dire  que,  des  deux  racines,  la  plus 
grande  numériquement  est  de  signe  contraire  au  coefficient/). 

Si  au  contraire,  q est  négatif  dans  le  second  membre,  et  par  con- 
séquent positif  dans  le  premier,  comme  le  produit  des  deux  racines 
est  alors  positif,  il  faut  nécessairement  qu’elles  soient  de  même  signe , 
savoir  : toutes  les  deux  négatives  quand  p est  positif,  et  toutes  les 
deux  positives  quand  p est  négatif. 

100.  Le  cas  où  les  deux  racines  sont  positives  mérite  une  atten- 
tion particulière. 

L’équation  étant  alors  de  la  forme  x1  — px  = — q,  devient,  par 
un  simple  changement  de  signe, 

px  — j’  = q,  ou  x (p  — x ) = q, 

et  peut  être  considérée  comme  la  traduction  algébrique  de  ce  pro- 
blème : Partager  un  nombre  donné  p en  deux  parties  dont  le  produit 
soit  égala  un  autre  nombre  donné  q (p  et  q sont  supposés  ici  des 
nombres  absolus  ). 

Car  x désignant  l’une  des  parties,/)  — x est  l'expression  de  l’au- 
tre partie,  et  x (/>  — x ) l’expression  de  leur  produit,  qui,  par  hy- 
pothèse, doit  être  égal  à q. 

Remarquons  maintenant  que  l’équation  est  toujours  la  même, 
soit  que  l’on  désigne  par  x la  plus  grande  partie,  soit  que  x repré- 
sente la  plus  petite;  ainsi,  l’équation  résolue  ne  doit  pas  donner 
l’une  plutôt  que  l’autre;  elle  doit  donc  les  donner  toutes  les  deux 
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à la  fuis.  Ceci  explique  pourquoi  l’équation  admet  deux  solutions 
directes. 

Toutefois,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x soient  réelles,  c’est-à- 
dire  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  l’on  ait 


<f 


Et  en  effet,  quelles  que  soient  les  deux  parties  cherchées,  on  peut 
toujours  désigner  leur  différence  par  d ; et  connue  leur  somme 
est  p,  on  aura  ( n"  4 ) pour  les  expressions  de  ces  deux  parties, 


2^2 


et 


P _ i 

2 2" 


Effectuant  le  produit  do  ces  expressions,  on  trouve  ( n°  o ) 

p'  d 1 

T _ V 


» • P7 

quantité  essentiellement  moindre  que  ^ , à moins  que  l’on  ne  sup- 
pose d — 0,  auquel  cas  les  deux  parties  sont  égales,  et  leur  produit 
est  Il  est  donc  absurde  d’exiger  que  le  produit,  qu’on  avait 


d'ailleurs  représenté  par  q,  soit  plus  grand  que 

De  là  résulte  cette  conséquence  que  le  plus  grand  produit  qu’on 
puisse  obtenir  eu  décomposant  un  nombre  absolu  p»  deux  parties,  et 
multipliant  ces  deux  parties  entre  elles,  est  le  carré  de  la  moitié  du 
nombre. 

Soit,  par  exemple,  86  le  nombre  à partager. 


On  a 56  = 36  + 20  ; et  36  X 20  = 720 

56  = 31  -f-  25;  et  31  X 25  = 775 

86  = 29  -j-  27;  et  29  X 27  = 783 

56  = 28  -{-  28;  et  28  X 28  = 784. 

On  voit  ici  que,  plus  la  différence  des  deux  parties  est  petite, 
plus  leur  produit  est  grand  ; et  ce  produit  atteint  son  maximum 
quand  les  deux  parties  sont  égales. 

Examen  de  quelques  cas  particuliers. 


101.  1°  Si,  lorsque  q est  négatif,  c’est-à-dire  lorsque  l’équation 
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es*  da  la  forme  s*  -j-px  — ~ q(p  étant  de  signe  quelconque  ),  ou 
suppose  q égal  à , le  radical,  y^/  ~ — 3 , des  deu$  valeurs 
de  x , devient  nul,  et  ces  valeurs  se  réduisent  l’une  et  l'autre 
à x = — ^ ; on  dit  alors  que  les  deux  racines  sont  égales. 

En  effet,  si  l’on  remonte  à l’équation,  et  qu’on  y remplace  3 par 


f)1  ' p* 

— , elle  devient  x’  -f-  px  = — , d'où  l’on  tire 


**  + P*  + j — 


0,  ou 


(■+S)'- 


0. 


Dans  ce  cas,  le  premier  membre  est  le  produit  de  deux  facteurs 
égaux.  On  peut  donc  dire  aussi  que  les  racines  de  l’équation 
sont  égales,  puisque  alors  les  deux  facteurs  égalés  à zéro  donnent  la 
même  valeur  pour  x. 

2°  Si,  dans  l’équation  générale  x'  -\-px  — q,  on  suppose  3=0, 
les  deux  valeurs  de  x se  réduisent  k x — — , ou  * = 0, 


» P P 

et  a x = — - — - , ou  x — — p. 

2 2 

En  effet , l’équation  est  alors  do  la  forme  x1  -}-  pr  ==  0 ou 
X ( x -J-  p ) — Q,  équation  que  l’on  peut  vérifier,  soit  en  posant 
X =*0,  soit  eu  posant  x -f-  p = 0,  d'où  x «=  — p. 

9°  Si,  dans  l'équation  générale  jf’  — f -px  = q,  on  suppose  p —0, 
il  en  résulte  x’  — 3>  d’où  x ==  ± y 3;  c’est-à-dire  que,  dans 
ce  cas,  les  deux  râleurs  de  x sont  égales  et  de  signes  contraires,  réelles 
si  q est  positif,  et  imaginaires  si  q est  négatif.  L’équation  rentre 
alors  dans  la  classe  des  équations  à deux  termes,  traitées  n°  93. 

4°  Supposons  à la  fois  p = 0,  3 = 0;  l’équation  se  réduit 

à x’=0,  et  donne  deux  valeurs  de  x égales  à 0. 

102.  11  nous  reste  à examiner  un  cas  singulier  qui  se  rencontre 
souvent  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 

Pour  cela,  il  faut  reprendre  l’équation  ax * bx  = c.  Cette 


équation  résolue  donne 


— b ± b*  -j-  tac 

2a 


Supposons  maintenant  que,  d’après  une  hypothèse  particu- 
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Hère  faite  sur  les  dounées  de  la  question,  on  ait  a ==  6;  l’ex- 


pression de x devient  x — ’ d’°ù 


_ 0 
0’ 

ib 


La  seconde  valeur  se  présente  sous  la  forme  de  Yinfini,  et  peut 
être  regardée  comme  une  réponse,  si  toutefois  la  question  proposée 
est  susceptible  d’admettre  des  solutions  infinies  ( n°  72). 

Quant  à la  première  jj , il  faut  tâcher  de  l’interpréter. 

D’abord,  si  l’on  remonte  à l’équation , on  voit  que  l’hypothèse 
o=0  la  réduit  à bx  = ç;  d’où  l’on  tire  x — ^ , expression  finie 
et  déterminée  qui  doit  être  regardée  comme  représentant  la  vraie 
valeur  de  ^ , dans  le  cas  qui  nous  occupe. 

, Cette  valeur  ^ peut  être  déduite  de  l’expression 

— b -(-  [/  b'  - {-  4ac 
2a  ’ 

par  une  transformation  convenable.  Multiplions  en  effet  les  deux 
termes  de  celte  expression  par  — b — j/ b‘  -f-  4 ac,  .elle  devient 

i1  — { i’  -4-  4ac  ) — 4 ac 

J ou 

2o( — b — y b' iac  ) 2 a(  — b — j/i3 -j- 4ar) 


ou,  supprimant  le  facteur  2a  commun  aux  deux  termes, 

— 2c 

— b — (/  fi3  -f-  iae 

Actuellement,  l’hypothèse  a = 0 introduite  dans  celte  dur- 

2c  Ct  » • 

nière  expression,  la  réduit  à ou  résultat  trouvé  ci- 

dessus. 

J Cette  transformation  a eu  pour  objet  de  faire  ressortir  dans  les 
deux  termes  le  facteur  2a,  dont  la  présence  avait  réduit  l’expression 

à la  forme  jj.J 
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Soit  suppose  à la  fois  a = 0,  6 = 0.  Les  deux  valeurs  do  x de- 
viennent l’une  et  l’autre  de  la  forme  -jy. 


Or,  si  l’on  remonte  à l’équation  elle-même,  on  reconnaît  qu’elle 
se  réduit  à c = 0,  et  qu’elle  ne  peut  être  satisfaite  par  aueune  va- 
leur de  x ; mais  on  peut  prouver  aisément  que,  dans  ce  cas,  les  deux 
valeurs  de  x sont  infinie ». 


En  effet,  la  première  x 


— 6 -(-  j/à’  -|-  Mac 
2 a ’ 


se  réduisant 


d’abord  à ^-par  l’hypothèse  a = 0,  devient  ^ lorsqu’on  y joint  l’hy- 


pothèse 6 = 0. 

Quant  à la  seconde  x = 


— 6 — [/  b' 4 oc 
= 2a 


, en  faisant  subir  à cette 


expression  la  même  transformation  qu'à  la  première,  c’est-à-dire 


en  multipliant  les  deux  termes  par  — 6 -f-  j/t’  -J-  4oe,  et  suppri- 
mant ensuite  le  facteur  2a  commun  aux  deux  termes,  on  la 
change  en  celle-ci  : * 


expression  qui  se  réduit 


— 2c 

6-j-  [/ 6’ -(-  4ac 

2c 

à , par  la  double  hypothèse 


a=0,  6=0. 

Enfin,  lorsqu’on  suppose  en  même  temps  a = 0,  6 = 0,  c = 0, 
les  deux  valeurs  de  x se  présentent  sous  la  forme  ^ sans  qu’aucune 


transformation  puisse  conduire  à des  valeurs  de  x déterminées. 
Et,  en  effet,  l’équation  se  réduit,  dans  ce  cas,  à 0 = 0,  et  est  tout  à 
fait  indéterminée. 

C’est  le  seul  cas  d’indétermination  que  présente  l’équation  du  se- 
cond degré. 

On  peut  parvenir  aux  conséquences  précédentes  au  moyen  d’une 
analyse  beaucoup  plus  simple,  qui  aura  d’ailleurs  l’avantage  de  s’ap- 
pliquer par  la  suite  à des  équations  d’un  degré  quelconque. 
Reprenons  l’équation  as ’ bx  = c, 

et  posons  jt=!;  ilcnrésullc 
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— -j-  - = c , ou  bien  ey’ — by — a = 0 

(en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant). 

Cela  posé;  soit  d’abord  o = 0;  cette  dernière  équation  devient 


ey’  — by  — 0, 

et  donne  deux  valeurs  y = 0 , y = -. 


1 


Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  x = - , on  eu  dé- 

y 

, le 

du,t  * = ô’  X~b' 

Si,  outre  l’hypothèse  a = 0,  on  a encore  fc  — 0,  la  valeur 

C c 

x = - devient  elle-même  - ou  infinie, 
b 0 ' 


Et  en  effet , l’équation  ey’  — by  — a = 0 , se  réduit , dans  cette 
double  hypothèse , à ey’  = 0 , équation  dont  les  deux  racines  sont 
égales  à 0.  Ainsi  les  valeurs  de  x correspondantes  sont  toutes  les  deux 
infinies. 

Quant  au  cas  où  l’on  a en  même  temps  a = 0,6  — 0,c  = 0,  l’é- 
quation cy’  — by  — o = 0 se  réduit  à 0 = 0,  comme  l’équation 
ax3  -{-  bx  —c,  et  admet  une  infinité  de  valeurs  pour  y,  d’où  il  résulte 
une  infinité  de  voleurs  pour  x. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  principes  de  cette  discus- 
sion générale  à divers  problèmes  qui  donneront  lieu  à toutes  les 
circonstances  qu’on  peut  rencontrer  dans  les  problèmes  du  second 
degré. 


problème  des  lumières. 


1 / 1 ] 

C"  A C B C'. 

108.  Cinquième  problème.  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint  deux  lu- 
mières K et  B d'intensités  différentes , le  point  où  elles  éclairent  égale- 
ment. 

/ On  suppose  connu  ce  principe  de  Physique , que  les  intensitês\ 
I d'une  même  lumière , à deux  distances  différentes,  sont  en  raison  1 
\ inrerse  des  carrés  de  ces  distances.  / 

Solution.  Soient  a la  distance  AB  des  deux  lumières,  b l’intensité 
de  la  lumière  A à l’unité  de  distance , c l’in'cnsité  de  la  lumière  B à 
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la  même  distance.  Soit  C le  point  cherché;  faisons  A.Ç  =*,  d’où 
BC  = a — x. 

Puisqu’on  vertu  du  principe  de  Physique,  l’intensitc  de  A à la  dis- 
tance 1 étant  b,  son  intensité  aux  distances  2 , 8,  4,  est  - , ^ , .7:..., 

<4  U lo 

il  s’ensuit  qu’à  la  distance  x elle  doit  être  exprimée  par  — ^ On  a de 
même , pour  l’intensité  de  B à la  distance  a — x,  -, — - — - : mais,  d’a- 

’ 1 («  — *Y 

près  l’énoncé , ces  deux  intensités  doivent  être  égales;  ainsi  l’on  a 
l’équation 

b c 1 

jr’  (o  — l'y  ’ 

d’où  l’on  tire,  en  développant  et  réduisant, 

(b  — c)  x'  — tabx  = — a'b. 

Cette  équation  donne  x = — ! — — ± \ / — — — j 

H b — c y ( b—c )>  b — c' 


ou  réduisant , 


a{b  d=  |/  bc) 
b — c 


expression quise simplifie  si  l’on  observe  I°quefc  db  j/  bc peutse  met- 
tre sous  la  forme  \/  b . |/  b ± y b .y  e,  ou  \/  b .{]/  b ± ]/  c)  -, 
2°  que  b — e = ( {/  fc  )’  — (^/c)*=(j/6-f-|/  c)  (y  b — c ). 
Ainsi,  en  considérant  d’abord  le  signe  supérieur  de  l'expression  ci- 
dessus  , on  a 


a y b . ( y b-j-  y c ) 


a \/  b 


(yb  + yC)(yb-yc)  yb~yc ' 

On  obtient  de  même  pour  la  secoude  valeur, 

a b { [/ b — (/c)  a \/ b 

4rt==f  y'b-j-  y^c)  ( y'b  — y c)  y b -\~y> c 


Au  reste,  ces  valeurs  simplifiées  pouvaient  s’obtenir  immédiate- 
ment d’après  l’équation  proposée.  En  effet,  l’équation 

b_ 

x ’ 


c . . , { a — rV  c 

. revient  a - ==  r. 

( a — r)1  x1  b 


Or,  si  l’on  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres,  il  vient 
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a — J / £ _±|/« 

, — = y b~  ÿb  > 

d’où,  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 

oj/i — x j/A  = d:  x j/e;  donc  x = ^=~. 

A'.  On  a d’abord  obtenu  les  valeurs  sous  une  forme  plus  com- 
pliquée, parce  qu’on  a résolu  l’équation  du  second  degré  par  la 
méthode  générale,  qui  est  moins  simple  quu  celle  qui  vient  d’être 
employée. 

Discutons  maintenant  les  deux  valeurs  simplifiée*.  On  a 


!•...* 


2°  . . . x = 


a j/i 

Wc’ 

ai/ b 


d’où  l’on  tire 


-j/È  + j/'-c’ 
— al/  c 

a — x — -t  T , . 

A — J/  c 


* i/b-îfc’)  [a~x~  ÇTb^ÇTc' 

Soit  d’abord  b C. 

La  preiiEre  valeur  de  x , — ( est  positive  et  plus  petite 
|/  A-f  y c 

que  «.  car  ; , — — est  une  fraction:  ainsi  cette  valeur  donne 
H ’ ÿb-\-[/c  ’ 

pour  le  point  également  éclairé,  un  point  C situé  entre  les  poiuts 
A et  B.  On  voit  en  outre  que  ce  point  est  plus  voisin  de  B que  de  A ; 
car,  à cause  de6^>c,oaaj/i-|-j/A,  ou  2 l/A  > -f  |/f , 

„ . l/ b . 1 , al/  b _ n „ , 

d ou  yj+yc  > i* el  par  conse<iaent  yr^/p  < ?• Cela 

doit  être  en  effet,  puisqu'on  suppose  l’intensité  de  A plus  forte  que 
celle  de  B. 

La  valeur  de  a — x correspondante,  est  positive  et 

plus  petite  que  -,  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 

2 

a L/  b 

L*  seconde  valeur  de  x,  , est  encore  positive,  mais 

y b — (/  e 

plus  grande  que  a ; car  on  a )>  1.  Cette  seconde  va- 

leur donne  donc  un  second  point  G situé  sur  le  prolongement  de 
AB,  et  à la  droite  des  deux  lumières.  Ou  conçoit  eu  effet  que  les 
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deux  lumières  se  répandant  en  tous  sens,  il  peut  y avoir  sur  le  pro- 
longement de  AB,  un  autre  point  également  éclairé,  et  ce  point  doit 
être  plus  voisin  de  la  lumière  B dont  l’intensité  est  la  moins  forte. 

On  peut  reconnaître  à posteriori  pourquoi  ces  deux  valeurs  sont 
liées  par  la  même  équation.  Si,  au  lieu  de  prendre  AC  pour  l’incon- 
nue x,  on  prend  AC',  il  en  résulte  BC'  = x — a ; ainsi  l’on  a l’c- 
b c 

quation  —,  = ^ — : or,  comme  ( x — a )’  est  identique  avec 

( a — x )’,  la  nouvelle  équation  est  la  même  que  l’équation  déjà 
établie,  qui,  par  conséquent,  ne  doit  pas  plutôt  donner  AC  que  AC'. 

La  seconde  valeur  do  a — x,  — ° ^ ’ csl  négative  , 

ce  qui  doit  être,  puisque  l’on  a x a;  mais,  en  changeant 


— a [/  c 


, on  trouve  . . 


y' b — ÿ c‘ 

; et  cette  valeur  de  * — a représente  la  va- 


les  signes  de  l’équation  a — x 
a l/c 

x — a — — r — — 
l/b—f/c 
leur  absolue  de  BC'. 

Soit  b c. 

a 1/  b , 

La  patiitKE  v aleur  de  x,  — - — y—,  est  toujours  positive,  mais 
V b-\-y  c 

plus  petite  que  ^ , puisque  l’on  a 


La  valeur  de  a — x correspondante,  ou 
a 


i p/c 


- , est  positive 


Ÿ à p/  c 

et  plus  grando  que  ;j. 

Ainsi,  dans  l’hypothèse  que  l’on  considère,  le  point  C,  situé  entre 
les  points  A et  B,  doit  être  plus  voisin  de  A que  de  B. 

a [/ b — a p/  b 


La  sicosde  valeur  de  x, 


p/ô-  i/c’0ai/c-i/b’ 

licitement  négative.  Pour  l’interpréter,  remontons  à i’équation,  qui 

b c 

devient , lorsqu’on  remplace*  par  — x,  — = — Or,  a — x 

X (fl  |~  X ) 

exprimant  d’abord  la  distance  de  B au  point  cherché,  a x doit 
maintenant  exprimer  celte  incinc  distance,  ce  qui  exige  que  le 


-,  est  essen- 
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point  cherché  soit  à la  gauche  de  A,  en  C"  par  exemple.  Et  en  effet, 
puisque  l’intensité  de  la  lumière  B est,  par  hypothèse  , plus  forto 
que  celle  de  A , le  second  point  cherché  doit  être  plus  voisin  de  A 
que  de  B. 

La  valeur  de  a — x correspondante,  — , ou — - , 

[/b  — y/c’  ,/c  — [/b’ 

est  positive;  et  cela  lient  à ce  que,  x étant  négatif,  a — x exprime 
réellement  «me  somme  arithmétique. 

Soit  b = c. 


Les  deux  premières  valeurs  de  x et  de  a — x se  réduisent  à 

ce  qui  donne  le  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  également 
éclairé.  Ce  résultat  est  conforme  à l’hypothèse. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  à — *«• 


-,  on  deviennent  in- 


finies-, c’est-à-dire  que  le  second  point  également  éclairé  est  situé  à 
une  distance  des  points  A et  B plus  grande  qu’aucune  quantité  as- 
signable. Ce  résultat  répond  parfaitement  à l’hypothèse  présente; 
car,  si  l’on  suppose  que  la  différence  b — c,  sans  être  tout  à fait 
nulle,  soit  extrêmement  petite,  le  second  point  également  éclairé 
existe,  mais  à une  distance  tres-grande  des  deux  lumières;  c’est  ce 

qu’indique  l’expression  , dont  le  dénominateur  est  ex- 

trêmement petit  par  rapport  au  numérateur;  et  lorsqu’on  suppose 
enfin  b = c,  ou  b — j/c=0,le  point  cherché  ne  peut  plus 
exister,  ou  doit  se  trouver  situé  à une  distance  infinie. 

Observons,  en  passant,  que  dans  le  cas  de  b = c,  si  l’on  considé- 
rait les  valeurs  non  simplifiées, 

x_a{b+l/c)  et  x = 

b — c b — c 

la  première,  qui  correspond  Six  — ’ c^cv‘eac*ra‘t 

al/b  , . , . 0 

et  la  seconde , qui  correspond  a x = — . , , deviendrait  — . 

V b “T  V c D 

Mais  on  n’oblicnt  qu’à  cause  de  l’existence  d’un  facteur  commun. 


Digitized  by  Google 


162  DISCUSSION  DE  QUELQUES  PROBLÈMES 

j/è  — \/ c,  entre  les  deüx  termes  de  la  valeur  de  x.  ( Voyez  ce  qui 

a été  dit  n°*  73  et  102.  ) 

Les  deux  termes  de  la  première  comprennent  bien  aussi  le 
facteur  commun  [/ b -j-  j/c;  mais  en  le  supprimant,  on  trouve 

sc  = -/^  ’ CTPres6’on  qui  se  réduit  encore  à - dans 

l’hypothèse  de  b = c. 

Soient  b ==  cf  et  a — 0. 

Le  premier  système  des  valeurs  de  x et  de  a — x so  réduit  à 0,  et 

le  second  système  à jj.  Ce  dernier  caractère  est  ici  le  symbole  do 

V indétermination  ; car  si  l’on  remonte  à l’équation  du  problème, 
( b — c ) x'  — labx  = — a'b,  elle  se  réduit,  dans  l’hypothèse  ac- 
tuelle, à 0 . x1  — 0 . x = 0,  équation  qui  peut  être  satisfaite  par  un 
nombre  quelconque  mis  pour  x.  En  effet , puisque  les  deux  lumières 
ont  la  même  intensité  et  sont  placées  au  même  point , elles  doitent 
éclairer  également  chacun  des  points  de  la  ligne  AB. 

La  solution  0 que  dorme  le  premier  système,  est  une  de  ces  so- 
lutions, en  nombre  infini , dont  on  vient  de  parler. 

Soit  enfin  a = 0,  b étant  différent  de  c. 

Chacun  des  deux  systèmes  se  réduit  à 0 ; ce  qui  prouve  qu’il  n’y 
îf,  dans  ce  cas,  qu’un  seul  point  également  éclairé  : c'est  celui  où  les 
deux  lumières  sont  placées. 

L’équation  se  réduit  alors  à ( b — c)  x’  = 0,  ét  donne  les  deux 
valeurs  égales,  x = 0,  x = 0. 

La  discussion  précédente  offre  un  nouvel  exemple  de  la  précision 
avec  laquelle  l’algèbre  répond  à toutes  les  circonstances  de  l’énoncé 
d’un  problème. 

104.  Sixième  problème.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  différence 
de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  a et  b sotl  égale  à un  nom- 
bre donné  s,  et  que  la  différence  de  leurs  carrés  soit  égale  à un  autre 
nombre  donné  q. 

Solution.  Soient  x et  y les  nombres  cherchés  ; on  a évidem- 


ment les  deux  équations 
De  la  première  on  tire  x 


ax  — by  = s, 
**  —y'  = q. 


_ by-\-s 
a 9 


■ép.lcat  qui,  substituée  dans 
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donc 


( »’ — h’)  y’ — 2 bsy  = s'—a,q...  (1); 

bs  db  a | /s1  — q ( a* — i1  ) 
y ~~  a1  — fc’ 


Reportant  oelte  valeur  dans  l'expression  de  * en  y,  on  IrofiTe 


(11  est  nécessaire  d’observer  que,  dans  ce*  valeurs  de  y et  de  x, 
les  deux  signes  supérieurs  se  correspondent , ainsi  que  les  signes 
inférieurs.  ) 

Discussion.  Nous  supposerons,  dans  tout  ee  qui  va  suivre,  que 
a,  b,  q,  s,  soient  des  nombres  absolus  ; s’il  en  était  autrement,  cer- 
tains termes  des  valeurs  de  x et  de  y changeraient  de  signe,  et  il 
faudrait  opérer  ces  changements  avant  de  discuter. 

Soit  a b,  d'où  a’ — lP  positif. 

D’abord,  pour  que  les  deux  valeur»  dex  et  de  y soient  réelles,  il 
faut  que  l’on  ait 

y ( o’  - 6’  ) < *’,  d’où  q < -r^;. 

Supposons  cette  dernière  condition  remplie,  et  déterminons  les 
signes  dont  les  deux  systèmes  de  Valeurs  sont  affectés. 


Le  PREXitit  sïsrtaK  est 


as  -j-  b (/V  — q ( a1  — b1) 
n’ — i’  ’ 

bs  -{-  a f/  s“  — y ( o’  — b ) 
a’  — b * 


Les  deux  valeurs  de  ce  système  sont  nécessairement  positives  et 
forment  par  conséquent  une  solution  directe  du  problème,  tel  qu’il 
a été  établi. 


Digitized  by  Google 


101  DISCUSSION  DE  QUELQUES  PROBLÈMES 


• if/  i’  — g {a'  — A1] 


Le  second  système  est 


a'  — b' 


__  bs  — a ]/  s3  — q (a’  — b') 


a3  — b' 


La  valeur  de  x est  essentiellement  positive;  car  de  a b on  tire 

as  > bs,  et  à fortiori.  . . . «s  > A |/  s3  — g (a1  — b ’),  puisque 

le  radical  est  plus  petit  que  *. 

Quant  à celle  de  y,  elle  peut  être  positive  ou  négative. 

Pour  qu’elle  soit  positive , il  faut  que  l’on  ait 

bs  a [/  s’  — q (a1  — i’)  ; 
d’où  , élevant  au  carré,  A’s’  > oV  — a’g  (a’  — A’) ; 

ou,  ajoutant  aux  deux  membres  a’g  (a’  — b ’) , et  retranchant  Av, 
a’g  {oJ  — A’)  > s1  (a1  — A’J, 

d’où  , en  divisant  par  a 3 (a’  — A’) , g — ; 

Ainsi , pour  que  le  second  système  soit  encore  une  solution  réelle 

et  directe,  il  faut  que  l’on  ait  g <T  — — — , mais  Q^>  - ; c’est-à-dire 

o1  — - o'1  a* 

s1 

que  g soit  compris  entre  les  deux  nombres  — et  — . 


8* 

Observons,  en  passant,  que  la  condition  g — pouvait  être  ob- 

tenue plus  facilement,  en  remontant  à l’équation  en  y. 

Cette  équation  étant  (a1  — A1)  y'  — 2A*y  = s1  — a’g,  on  voit  que, 
dans  l’hypothèse  de  a A,  elle  est  de  la  forme  x3  — px = — g si 


l’on  a a’g  s3  ou  g —,  et  l’on  sait  ( n°  100 ) qu’alors  les  deux 
racines  sont  à la  fois  positives. 


Si  l’on  avait  au  contraire  g 


, auquel  cas  on  aurait , à plus 


I* 


forte  raison , g <f  — , la  valeur  de  y du  second  système  serait 

négative  ; et  ce  système  (abstraction  faite  du  signe  de  y)  ne  serait 
plus  une  solution  de  l’énoncé,  tel  qu’il  a été  établi,  mais  bien  de 


celui  dont  les  équations  seraient 


ojt -f- Ay  = s ...  .... 

1 > , et  qui  ne  dif- 

x 1 — y’  =q  1 ^ 


férerait  du  précédent  qu’en  ce  que  s exprimerait  une  somme  au  beu 
d’une  différence. 
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Ainsi,  dans  le  cas  de  a > b,  le  problème  admet  deux  lolutiont 
réelles  et  directes  toutes  les  fois  que  l’on  a 

S1  . s1 

q - , mais  q <* =-  ; 

f ^ a,  > * ^ O’  — fr>  ’ 

g* 

et  elle  n’en  admet  qu’une  seule  si  l’on  a q < — . 

En  prenant  pour  a,  b,  s,  des  nombres  absolus  quelconques,  pourTu 
toutefois  que  a soit  b , et  choisissant  ensuite  pour  q un  nombre 
, s1  s1 

compris  entre  les  deux  limites  — et 1-,  on  sera  certain  d’ob- 

r ol  o’  — b 3 

tenir  deux  solutions  directes. 

Soient,  par  exemple,  o = 6,  b = 4,  s = 18 , d’où  l’on 
déduit 

s’  _ 228  _ - 1 s-  225  1 

ô’  — 30  V a’  — b'  ~ 20  V 

On  pourra  supposer  q=  10,  par  exemple,  et  il  viendra 

' 0 X 1»  ±4 /22b  — 20  X 10 90 ±20  11  7 

'r  ~ 20  — 20  ~ T Ct  2’ 

4 X 1S  ± 6 l/  223  — 20  X 10  60  ±80  9 8 

y 20  20  2 2 

11  9 7 3 

Les  solutions  x — -g- , y = ^’ et  x ~ 2’  y = fonnentéri- 

denimcnt  deux  solutions  directes  des  équations 
6j  — 4y  = 18, 
x 1 — y’  = 10. 

Mais  si  l’on  supposait  a = 6,i=4,s=lS,ç=5,il  serait  facile 
de  reconnaître  que,  des  deux  systèmes,  le  premier  seul  donnerait 
une  solution  directe. 


Cas  particuliers  qui  se  rapportent  à l’hypothèse  rfe  a ]>  b. 

Soit  q = >'  d’où  q (o1  — 6*)  = s1. 

Les  deux  systèmes  de  valeurs  de  s:  et  de  y se  réduisent  à 
x = ™ ^ , y=  a,  • Ainsi,  dans  cette  hypothèse,  il  n’y 

a qu’une  solution  du  problème , et  elle  est  directe. 

ALGÈBRE*  11 
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Soit  encore  d’où  s5  = a’  5 et  * = a q; 


le  premier  système  devient... 


le  second 


x _ o*+ty  % _ «*  + &»  , 

a3  _ i3  o’  — b*V 

^ ■/ 

J a 3 — 63  o’ — i,K  *’ 

as  — il/  i3g  , 

Ï^F— ' >'*• 

to-g/*,  = 0 


Et  en  effet,  «apposons  s3  = a3ç  dans  l’équation  en  y;  elle  se  réduit 
à (a’  — 63)  y*  — 26 sy  — 0 , d’où  l’on  déduit 

„ 26s  2ai  , 

y=°«  y=-rzrïi=^r^î,  • V* 

Reportons  chacune  de  ces  valeurs  dans  x = 
s g1  - T.,  jj* 

il  en  résulte  *<=-=I / q,  * = q,-_[_'fcV  • Kg- 


.Soit  maintenant  a <[[  b;  d’où  a3  — b3  nègntif. 

Les  expressions  de  a?  et  de  y peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

— as  «3  + 7(i3  — a3) 


— isrpa  |/*3  y (63  — a3) 

y fc,  _a,  * 

Ces  valeurs  sont  toutes  réelles,  puisque  la  quantité  sous  le  radical  est 
essentiellement  positive. 

Quant  aux  signes,  la  première  valeur  de  x est  essentiellement  né- 
gative , et  il  en  est  de  même  de  la  première  valeur  de  y.  Ainsi  ces 
valeurs , abstraction  faite  de  leur  signe , répondent , non  aux  équa- 
tions proposées,  mais  aux  équations  by — ax=s,  x,—y \—q , dans  la 
première  desquelles  l’ordre  de  la  différence  entre  les  produits  ax  et  by 
est  renversé. 

La  seconde  valeur  de  x est  nécessairement  positive;  car  de.  t . 

6 a,  on  déduit  6 (/ «*-{-  q (i3  — a3)  as,  puisque  le  radical  est 
numériquement  plus  grand  que  t. 
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Mai*  la  seconde  valeur  dey  n'est  pas  toujours  positive.  Pour  qu’elle 
le  soit , il  faut  qu’on  ait  la  relation 

a [/  s'  q {b'  — «’)  bs, 

d’où,  élevant  nu  carré,  a’*1  -j-  a'q  ( b ' — a’)  j>  b’»', 
ou , transposant  oV,  a'q  (b'  — a')  (b'  — o’)  s’, 

et  divisaul  par  a ' ( b ' — o1),  y ^>  — . 


En  donnant  à a,  6,*,  y,  des  valeurs  particulières,  telles  que  l’on 

J» 

ait  b a , et  q — , le  problème  sera  encore  susceptible  d’une  solu- 
tion dinde. 

Soit  enfin  a = b ; d’où  a*  — b’  = 0. 

Le  premier  système  de  valeurs  devient , dans  cette  hypothèse , 


et  lo  second, 


0 ’ y “ 0 ’ 
0 0 
ü y~Ô- 


Mais  si  l’on  remonte  à l’équation  (o’  — b')  y’  — Sfcsy  = s*  — a'q , 
qui , lorsqu’on  fait  a = b , se  réduit  à — 2asy  = *•  — a'q  ; 

on  en  déduit y = — ^ ~ 

* Sas  * 

. „ . . èy  -f-  * , a'q  -j-  s* 

et  I expression  de  x en  y,  x — — — ! — , donne  x=s — i—i , 

a “ni 

( On  parviendrait  aux  mêmes  résultats  en  imitant  l’un  des  pro- 
cédés suivis  n°  102 , c’est-à-dire  en  faisant  dans  l’équation  en  y, 

y = i,  ou  bien , en  mettant  en  évidence  le  facteur  commun  a* — b * 

dans  celles  des  expressions  de  y et  de  x,  qui  sc  sont  réduites  à la 

forme  g.  ^ 


a'q  s ' a'q  — >' 

— — ? ■ a - — - «ni 


Pour  que  la  solution  x = — - — - — -,  y = 


, soit  directe , il 


faut  qu’on  ait  y > -. 

Zte*  transformations  qu’on  peut  faire  subir  aux  inégalités. 

105.  Dans  le  cours  do  la  discussion  des  deux  problèmes  précé- 
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dents , nous  avons  eu  occasion  de  poser  plusieurs  inégalités , et  nous 
avons  exécuté  sur  elles  des  transformations  analogues  à celles  qu’on 
exécute  sur  les  égalités.  C’est  en  effet  ce  qu'on  est  souvent  obligé  de 
faire,  lorsqu’en  discutant  un  problème,  on  veut  établir  entre  les  don- 
nées les  relations  nécessaires  pour  que  le  problème  soit  susceptible 
d’une  solution  directe  ou  du  moins  réelle,  et  fixer,  à l’aide  de  ces 
relations  , les  limites  entre  lesquelles  doivent  se  trouver  les  valeurs 
particulières  de  certaines  données  pour  quel’énoncé  tombe  clans  telle 
ou  telle  circonstance.  Or,  quoique  les  principes  établis  pour  les  équa- 
tions soient  en  général  applicables  aux  inégalités , il  y a néanmoins 
quelques  exceptions  dont  il  est  nécessaire  de  parler , afin  de  mettre 
les  commençants  en  garde  contre  des  erreurs  qu’ils  pourraient  com- 
mettre en  faisant  usage  des  signes  d’inégalité.  Ces  exceptions  pro- 
viennent de  l’introduction  des  expressions  négatires  comme  quantités , 
dans  les  calculs. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  allonspasser  en  revue  les  diverses  trans- 
formations que  l’on  peut  avoir  à faire  subir  aux  inégalités,  en  ayant 
soin  de  faire  ressortir  les  exceptions  dont  ces  transformations  sont 
susceptibles. 

Transformation  par  addition  et  socstraction.  On  peut,  sans  aucune 
exception  , ajouter  aux  deux  membres  d’une  inégalité  quelconque,  ou 
en  retrancher  une  mime  quantité  ; l’inégalité  subsiste  toujours  dans  le 
même  sens.  • 

Ainsi,  soit  8 )>  8 ; on  a encore  8 -{-  8 > 3-}-8,  et  8 — 5]>3 — B. 
Soit  de  même  — 3 — 2 ; on  a encore  — 3 -{-  6 — 2 6 , 

et  — 3 — 6 O — 2 — 6.  Ceci  est  évident,  d’après  ce  qui  a été  dit 
(n°  83). 

Ce  principe  sert,  comme  dans  les  équations,  à transposer  certains 
termes  d’un  membre  de  l’inégalité  dans  l’autre;  soit,  par  exemple, 
l’inégalité,  a*  -|r  b1  3 A’  — 2a’;  il  en  résulte  a ’ -{-  2a’  )>  36’ — b’, 

ou  8a’  2t’. 

On  peut,  sans  exception,  ajouter  membre  à membre  deux  ou  plusieurs 
inégalités  établies  dans  le  même  sens , et  l’inégalité  résultante  subsiste 
dans  le  même  sens  que  les  proposées.  Ainsi , de  a )>  i,  c d,  e )>/“..., 
il  résulte  a c -j-e  b d 

Mais  il  n’en  est  pas  toujours  de  même  si  l’on  soustrait  membre  à mem- 
bre deux  ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  le  même  sens. 

Soient  les  inégalités  A < 7 et  2 8 , on  a bien 

A — 2 , ou  2 < 7 — 3 , ou  A. 
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Mais  soient  les  inégalités  9 <|  10,  cl  6 < 8 ; il  vient,  par  la  sous- 
traction ,9  — 6 , ou  3 10  — 8,  ou  2. 

On  doit  donc  éviter  autant  que  possible  cette  transformation  , 
ou,  lorsqu’on  l’emploie,  s’assurer  dans  quel  sens  l’inégalité  résul- 
tante existe. 

Trakspoiratio*  rsa  «citipucatjos  it  divisios.  On  peut  multiplier 
le»  deux  membres  d'une  inégalité  par  un  nombre  positif  ou  absolu,  et 
l’inégalité  résultante  subsiste  dans  le  même  sens. 

Ainsi,  de  a b,  on  tire  3a  < 36;  de  — a — b,  on  déduit 
— 3a  < — 36. 

Ce  principe  sert  à faire  disparaître  les  dénominateurs. 


Que  l’on  ait  l’inégalité 


a'— b' 
2 d 


> 


c'—d‘ 

Sa 


; on  en  déduit,  en  mul- 


tipliant les  deux  membres  par  Qad, 


3 a (a1  — 6’  ) 2d  ( c’  — d‘ ). 

Même  principe  pour  la  division. 

Mais  lorsqu'on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d’une  inégalité 
par  une  quantité  négative,  l’inégalité  existe  en  sens  contraire. 

Soit,  par  exemple,  8 7 ; en  multipliant  les  deux  membres  par 

— 3,  on  a,  au  contraire,  — 24  — 21. 

De  même,  8 7 donne  — ^ , ou  — g ou  — 

Ainsi,  lorsqu’on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d’une  in- 
égalité, par  un  nombre  exprimé  algébriquement,  il  faut  s’assurer 
si  le  multiplicateur  ou  le  diviseur  n’est  pas  négatif  ; car,  dans  ce  der- 
nier cas,  l’inégalité  existerait  dans  un  sens  contraire. 

Dans  le  problème  du  n°  104,  de  l’inégalité 


a'q  ( a’—  6’  ) > *’(  a>  — 6*  ), 


on  a pu  déduire  q —,  en  divisant  par  aa  (a’  — 6’  ),  parce  que 


l’on  avait  supposé  a 6,  ou  a*  — 6’  positif. 

Il  n est  pas  permis  de  changer  les  signes  des  deux  membres  d’une  iné- 
galité, à moins  qu’on  n’établisse  l’inégalité  résultante  en  sens  contraire ; 
car  celle  transformation  revient  évidemment  à multiplier  les  deux 
membres  par — 1. 

Trahstoriatiox  par  élSvatior  au  CARRt.  On  peut  élever  au  carré  les 
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deux  membre»  d’une  inégalité  entre  de»  nombre»  absolus,  et  l’inégalité 

tubsistera  dan»  le  même  sens. 

Ainsi,  de  5 > 3,  on  déduit  25  ]>  9.  De  a -J-  b > c,  ou  tire 

(o  + 6)*>c>. 

Mais,  si  les  deux  membre»  de  l’inégalité  sont  de  signes  quelconque», 
on  ne  peut  pas  assurer  d’avance  dans  quel  sens  l’inégalité  résultante 
subsistera. 

Par  exemple,  — 2 3 donne  ( — 2)5  ou  4 9 ; mai* — 3 — 5 

donne,  au  contraire,  ( — 3 )"  ou  9 ( — B )J  ou  25. 

On  doit  donc,  avant  d’élever  au  carré,  s’assurer  si  les  deux  mem- 
bres peuvent  être  regardés  comme  des  nombres  absolu». 

Transformation  par  extraction  de  racine  carrEe.  On  peut  extraire 
la  racine  carrée  des  deux  membres  d’une  inégalité  entre  des  nombres 
absolus,  et  l’inégalité  subsiste  dans  lé  même  sens,  entre  les  valeurs  nu- 
mériques de  ces  racines  carrées. 

Observons  d'abord  qu’on  ne  peut  proposer  d’extraire  la  racine 
carrée  des  deux  membres  d’une  inégalité,  qu’ou/o«<  qu’ils  sont  essen- 
tiellement positifs  ; car  autrement,  ou  serait  conduit  à des  expressions 
imaginaires  qu’on  ne  pourrait  comparer. 

Mais  que  l’on  ait  9 25  ; on  en  déduit  y/ 9 ou  3 j/25  ou  5. 

De  a 1 b ’,  ou  déduit  a 6,  si  a et  b expriment  des  nombres  ab- 

solus. 

De  même,  l’inégalité  a'  (c—  i>)*  donne  a ]>  c — b si  l’on  sup- 
pose déjà  c plus  grand  que  b ; et  a > b — c si,  au  contraire,  b est 
plus  grand  quec. 

En  un  mot,  lorsque  les  deux  membres  d’une  inégalité  sont  com- 
posés de  termes  additifs  et  de  termes  soustractifs,  on  doit  avoir  soin 
d’écrire,  pour  la  racine  carrée  de  chaque  membre,  un  polynôme  dans 
lequel  les  soustractions  soient  possibles. 

100.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  : 

Septième  problème.  Deux  marchands  rendent  chacun  d'une  même 
étoffe,  à des  prix  différents  ; le  second  en  vend  3 aunes  de  plus  que  le 
premier  et  ils  retirent  ensemble  35  écus.  Le  premier  dit  au  second  : 
J’aurais  retiré  de  votre  étoffe  24  écus;  l’autre  répond  : El  moi  j’aurais 
retiré  de  la  rétro  12  écus  j.  Combien  d’aunes  ont-ils  vendu  chacun  ? 


(„  1er  marchand 
2» 


* = 15 
y = 18 


ou  bien 


Huitième  problème.  Un  négociant  doit  un  billet  de  0240  fr. 
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payable  dam  8 mois , et  un  autre  billet  de  7833  fr.  payable  dam 
9 mois.  Il  retire  ces  deux  billets,  et  remet  à leur  place  un  billet 
de  14356  fr.  payable  dans  un  an.  On  demande  le  taux  de  l’intérêt. 


10  fr.  33  c.  pour  - par  an. 
0 


) 


On  suppose  ici  que  chacun  des  trois  billets  ait  été  réduit  à sa 
véritable  valeur  ( voyez  .Arithmétique , n°  228,  ) â l’instaut  do 
l’échange  des  billets;  car  il  est  bon  d’observer  que  la  question  peut 
être  traitée  de  diverses  manières,  et  donner  lieu  à des  résultats 
tout  a fait  différents,  suivant  les  époques  auxquelles  on  ramène  les 
valeurs  des  billets. 

Neuvième  problème.  Une  personne  possède  13000  fr.,  qu’elle  par- 
tage en  deux  portions  placées  à intérêt,  de  manière  quelle  en  retire  des 
revenus  égaux.  Si  elle  faisait  valoir  la  première  portion  sur  le  même 
pied  que  la  seconde,  elle  retirerait  pour  celle  partie  300  fr.  d’intérêt ; 
et  si  elle  faisait  valoir  la  seconde  portion  au  même  taux  que  la  première, 
elle  retirerait  490  fr.  d'intérêt.  On  demande  les  deux  taux  d’intérêt. 

( Rép.  7 et  0.  ) 

N.  B.  L’équation  de  ce  problème  peut  être  résolue  plus  simple- 
ment que  par  la  méthode  générale. 

Dixième  problème.  Trouver  deux  rectangles  dont  on  connaît  la 
somme  q des  surfaces,  la  somme  a des  bases,  et  dont  on  connaît  les 
surfaces  p et  p'  quand  à la  base  de  chacun  d’eux  on  donne  la  hauteur 
de  l’autre,  c’est-à-dire  quand  on  alterne  les  hauteurs? 

Résoudre  et  discuter  ce  problème. 

Bép.  Base  du  premier,  x ~~  — 1 ? ^ 1 fffl  I 

2 ( P + P’  + 9 ) 


Onzième  problème.  Partager  deux  nombres  a et  b,  l’un  et  l’autre 
en  deux  parties,  de  manière  que  le  produit  d’une  partie  de  a par  une 
partie  de  b soit  égal  à un  nombre  donné  p,  et  que  le  produit  des  parties 
restantes  de  a et  b soit  aussi  égal  à un  nombre  donné  p'.  Résoudre  et 
discuter  ce  problème. 

Douzième  problème.  Trouver  un  nombre  tel,  que  son  carré  soit  au 
produit  des  différences  entre  ce  nombre  et  deux  autres  nombres  donnés 
a et  b,  dans  un  rapport  connu,  p : q.  Résoudre  et  discuter  ce  pro- 
blème. 

Nous  recommandons  ce  dernier  problème  aux  élèves,  non-seule- 
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ment  parce  que  sa  discussion  offre  de  nouvelles  applications  des 
principes  sur  les  inégalités,  mais  encore  parce  que  les  formules  aux- 
quelles on  parvient  renferment  implicitement  les  solutions  d’une 
foule  de  questions  analogues,  dont  les  énoncés  ne  diffèrent  que  par 
le  sens  de  certaines  conditions. 

Quittions  sur  les  maximums  et  minimums.  Propriétés  des  trinômes 
du  second  degré. 

1 07.  Il  est  unecertaine  classe  dcproblèmcsqu’on  rencontre  surtout 
dans  la  Géométrie  analytique,  et  qu’il  est  souvent  possible  de  résou- 
dre à l’aide  des  théories  précédentes.  Ce  sont  ceux  qui  ont  pour 
objet  de  déterminer  la  plus  grande  ou  ta  plus  petite  râleur  que  puisse 
recevoir  le  résultat  de  certaines  opérations  arithmétiques  effectuées  sur 
des  nombres. 

Soit  proposée  cette  première  question  : Partager  un  nombre  donné 
2a  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  le  plus  grand  possible,  ou  un 

■4XIICI. 

Désignons  par  x l’une  des  parties,  l’autre  sera  2a  — x,  et  leur 
produit,  .r(2a — x).  Si  l’on  donne  à a:  différentes  valeurs,  ce  pro- 
duit passera  par  différents  états  de  grandeur,  et  il  s’agit  d’assigner  à 
x la  valeur  qui  doit  rendre  ce  produit  le  plus  grand  possible. 

Désignons  par  y ce  plus  grand  produit  dont  la  valeur  est  inconnue 
pour  le  moment  j on  aura,  d’après  l’énoncé,  l’équation 

x ( 2a  — x ) = y. 

Regardant  y comme  connu,  et  tirant  de  cette  équation  la  valeur 
de  x,  on  trouve  x = a db^/a1  — y. 

Or,  ce  résultat  fait  voir  que  les  deux  valeurs  de  x ne  peuvent  être 
réelles  qu'autant  que  l’on  aura  y a’,  ou,  tout  nu  plus,  y = a’; 
d’où  l’on  peut  conclure  que  la  plus  grande  valeur  que  puisse  rece- 
voir y ou  le  produit  des  deux  parties,  est  a1.  Mais  si  l’on  fait  y = a% 
il  en  résulte  x — a. 

Ainsi,  pour  obtenir  le  plus  grand  produit,  il  faut  diviser  le  nombre 
donné  2 a en  deux  parties  égales,  et  le  asxiaci  qu’on  obtient  est  le  carré 
de  la  moitié  du  nombre,  résultat  auquel  on  est  déjà  parvenu  par  un 
autre  moyen  ( n°  100). 

Solution  plus  simple.  Appelons  2.r  la  différence  qui  existe  entre 
les  deux  parties  ; puisque  leur  somme  est  déjà  exprimée  par  2a,  la 
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plus  grande  do  ce»  parties  sera  ( n°  4)  représentée  par ^7- — -, 

ouo-J-  x,  la  plu»  petite  paro — x;  et  l’on  aura  pour  l’équation, 
( a -j-  x ) ( a — x ) = y,  ou,  effectuant  les  calculs,  a’  — ■ x2  = y ; 
d’où  x = ± j/a’  — y. 

Pour  que  cette  valeur  de  x soit  réelle,  il  faut  que  y soit  tout  au 
plus  égal  à o1  ; et  en  faisant  y = a’,  on  obtient  x = 0,  ce  qui  prouve 
que  le » deux  parties  doivent  être  égales. 

Ce  moyen  de  résolution  a l’avantage  de  conduire  à une  équation 
du  second  degré  à deux  termes. 

108.  N.  B.  Dans  les  équations  x ( 2a  — x ) = y,  et 

( a -f-  x ) ( a — x>=y,  établies  ci-dessus,  la  quantités  est  ce  qu’on 
appelle  une  variable,  et  l’expression  x ( 2o  — x ) ou  ( a -f-  x)  ( a — x), 
est  dite  une  certaine  fosctios  de  la  variable.  Cette  fonction,  repré- 
sentée pur  y,  est  elle-même  une  autre  variable,  dont  la  valeur  dépend 
de  celle  qu’on  attribue  à la  première.  C’est  pour  cela  que  les  ana- 
lystes désignent  quelquefois  celle-ci  sous  le  nom  de  variable  indé- 
pendante, tandis  que  la  seconde,  ou  y,  reçoit  des  valeurs  dépendantes 
de  celles  qu’on  attribue  à x. 

En  résolvant  les  deux  équations  x (2a  — x ) = y,  et 

( a -|-  x ) ( o — x)  = y,  par  rapport  à x,  ce  qui  donne 

. x = a±j/a’  — y, 

et  x = ± j/a’  — y, 

on  peut  regarder,  à son  tour,  y comme  une  variable  indépendante, 
et  x comme  une  certaine  fonction  de  cette  variable. 

109.  Proposons-nous,  pour  seconde  question,  de  diviser  un  nom- 
bre 2a  en  deux  parties  telles  que  la  somme  des  racines  carrées  de  ces 
deux  parties  soit  un  maximutn. 

Appelons  x 1 l’une  des  parties,  2 a — x1  sera  l'autre  partie,  et  la 
somme  de  leursracines  carrées  aura  pour  expression,  x-|-j/  2o  — x*  : 
c’est  cette  expression  dont  il  faut  déterminer  le  maximum. 

Posons  x -f-  y/'  2 a — x’  = y. 

Pour  résoudre  celte  équation,  il  faut  chasser  le  radical.  On  a d’a- 
bord, en  transposant  le  ternie  x dans  le  second  membre  , 

f/  2o  — x’  — y — », 
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d’où,  élevant  nu  carré,  2 a — x5  = y — 2 xy  -{-  x% 

ou , ordonnant  par  rapport  à x,  2x’  — 2 xy  — 2 « — y’. 


équation  d’où  l’on  tire  x 


= *±1  /t 

2 V 4 


2o  — y’ 


2 


ou,  simplifiant. 


x = - ± - i/ 4a  — y’. 

2 2k  y 


Pour  que  les  deux  valeurs  de  x soient  réelles,  il  faut  que  y’  soit 
tout  au  plus  égal  à 4 a;  donc  2 \/ a est  la  plus  grande  râleur  que 
puisse  recevoir  y. 

Si  l’on  fait  y = 2 \/  a,  il  en  résulte  x = [/  a,  d’où  l’on  déduit 
x’  ==  a,  et  2a  — x'  = a. 

Ainsi,  fc  ttombiv  donné  2a  doit  être  dirigé  en  deux  parties  égales  pour 
que  ta  somme  des  racines  carrées  de  ces  deux  parties  soit  un  HAXiaia. 
Uc  maximum  est  d'ailleurs  égal  a 2 [/a. 

Soit , par  exemple , 72  le  nombre  proposé  ; on  a 72  — 36  -j-  36  ; 
d’q*  }/ 30  -f  j/36  = 12;  c’est  le  maximum  des  valeurs  qu’on 
puisse  obtenir  pour  la  somme  des  racines  carrées  des  deux  parties 
de  72. 

Et ‘en  effet,  décomposons  72  en  64  -j-  8;  on  a j/  64  = 8, 
f/  8 = 2 — une  fract.  ; d’où  j/  64  -f-  |/  8 = 10-]-  une  fract.  ; 
soit  encore  72=49  -{-23;  on  a j/  40=7,  \/  23  = 4-j-  une  fract.; 
donc , [/  49-j-|/23=ll-(-unc  fraction . 

wi’x’— ]— »’ 


Considérons,  pour  troisième  exemple  , l'expression 


(m7— n7)*’ 


_ m’x’-f-n’  ,,  . 

Posons- = y:  d ou  m7x7  — (ni* 

(m7 — n7)x  v 


qu’il  s'agit  de  rendre  un  ataiaca  (m  étant  supposé  {>  n). 

a7)  y . x = — »’; 

on  en  déduit  x = — ?_)jL  ± _L_  t/ (m7  — n’)»  y — 4 wi’n\ 

Or,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x,  correspondantes  à une  valeur 
de  y soient  réelles,  il  faut  évidemment  que  (*»’ — n7)7  y7  soit  au 
moins  égal  à ■im7n7,  et,  par  conséquent,  que  y soit  au  moins  égal  à 
2 mn  . . 2 mn  ... 

- . Ainsi,  est  le  minimum  des  valeurs  que  puisse  recc- 

m7 — n7  m7—n7  1 r 


voir  la  fonction  y. 
Si  l’on  fait  y = 


2 mn 


-daus  l’expression  dex,  le  radical  dispa- 
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rait,  et  la  valeur  de  x défont 

m * — »’  „ . 2m»  » 

* = -v,-  X — — ; = — 

2 ni*  m* — n1  m 


Cette  valeur,  s=— , est  dono  celle  qui  rend  Impression  propo- 
m 

sue  un  minimum. 

110.  Ces  exemples  suffisent  pour  met  tre  au  fai  l de  la  marche  qu’il 
faut  suivre  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions. 

A prêt  avoir  formé  l'expression  algébrique  de  la  quantité  susceptible 
de  devenir  soit  us  asxiata , soit  es  aisiaoa,  on  l’égale  à une  lettre  quel- 
conque y.  Si  l’équation  que  l’on  obtient  ainsi  est  du  second  degré  en  x 
(x  désignant  la  quantité  variable  qui  entre  dans  l’expression  algébrique), 
on  la  résout  par  rapport  à x ; puis  on  égale  à zéro  la  quantité  soumise 
au  radical , et  l’on  tire  de  cette  dernière  équation  une  râleur  de  y,  qui 
représente  alors  le  maximum  ou  le  minimum  cherché.  Substituant  enfin 
cette  valeur  de  y dans  l’expression  de  x , on  a la  valeur  de  cette  dernière 
variable , propre  à satisfaire  à l'énoncé. 

A.  B.  S’il  arrivait  que  la  quantité  sous  le  radical  restât  essentielle- 
ment positive  , quelle  que  fût  la  valeur  de  y,  on  en  conclurait  que 
l’expression  proposée  pourrait  passer  par  tous  les  états  de  grandeur  pos- 
sibles , en  d’autres  termes  , qu’elle  aurait  l’infini  pour  a&xiaia,  et  0 
pour  aixiaca. 


4X »J_4x 8 

t Soit,  pour  nouvel  exemple,  l’expression  — ^ on  de- 
mande si  cette  expression  est  susceptible  d'un  maximum  ou  d’un  mi- 


Posons 


A-r’-j-  kx  — 3 
0(SLr  + 1) 


11  en  résulte  l’équation  hx*  — 4 (3 y — 1 ) a?  ==  6y  — 3 , d’où  l’on 

± ^ j/ôy’ -}- 4 . Or,  quelque  valeur  qu’on  donne 

2 2 


déduit  v = 


à y,  la  quantité  sous  le  radical  sera  toujours  positive.  Ainsi,  y ou 
l’expression  proposée  peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 

Bans  les  exemples  précédents , la  quantité  sous  le  radical  de  la 
valeur  de  x ne  renfermait  que  deux  parties,  l’une  affectée  dey  ou  y3, 
l’autre  toute  connue;  et  il  a été  facile  d’obtenir  le  maximum  ou  lo 
minimum  dont  la  fonction  était  susceptible.  Mais  il  peut  arriver  que 
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PROPRIÉTÉS  DES  TRINOMES 
la  quantité  soumise  au  radical  soit  un  trinôme  du  second  degré  de  la 
forme  my 1 -j-  ny  -J-  p.  Dans  ce  cas , la  question  devient  plus  difficile, 
et  pour  mettre  en  état  de  la  résoudre  complètement,  il  est  nécessaire 
de  démontrer  plusieurs  propriétés  relatives  à ces  trinômes. 

Propriétés  des  trinômes  du  second  degré. 

1 1 1 . On  appelle  trinôme  du  second  degré  toute  expression  algébrique 
qui  peut  être  ramenée  à la  forme  my'  — |— »sy  — f— jt>,  m,  n,  et  p étant  des 
quantités  connues  désignés  quelconques,  y désignant  d’ailleurs  une 
rariable,  c’est-à-dire  une  quantité  que  l’on  fait  passer  par  différents 
états  de  grandeur. 

Ainsi,  3ya  — 5y+7  I — 9y’-f2y4-8, 

(a  — b- f 2c)  y’-}-4fc’y — 2ac’-)-3a’6 , 

sont  dits  des  trinômes  du  second  degré  en  y. 

Si  l’on  égale  à 0 le  trinôme  *»y’-{-ny -{-/>,  ce  qui  donne 

»*y,  + ny+P  = °.  d’où  ÿ=  — n'  — Àmp  , on 

peut  faire  trois  hypothèses  principales  par  rapport  à la  nature  des 
Taleurs  de  y qu’on  vient  d’obtenir  : 

On  peut  avoir  »’  — 4 mp  0,  ou  positif;  dans  ce  cas , les  deux  ra- 
cines sont  réelles  et  inégales  (de  signes  quelconques). 

Ou  bien  , »a  — imp—0 , auquel  cas  les  deux  racines  sont  réelles 
et  égales. 

Ou  bien  enfin,  n’  — 4 mp  < 0 , ou  négatif;  alors  les  deux  racines 
sont  imaginaires. 

Cela  posé,  voici  les  propriétés  relatives  à ces  différents  cas  : 

Premièrement.  Toutes  les  fois  qu’un  trinôme  du  second  degré  est 
tel  qu’en  l’égalant  à Oet  résolvant  l’équation  qui  en  résulte,  on  ob- 
tient deux  racines  réelles  et  inégales,  toute  quantité  (positive  ou  né- 
gative) comprise  entre  les  deux  racines , et  substituée  à la  place  de  y 
dans  le  trinôme,  donne  nécessairement  un  résultat  de  signe  contraire  à 
celui  dont  le  coefficient  de  y’  est  affectée;  mais  toute  quantité  non  com- 
prise entre  les  deux  racines,  substituée  à la  place  de  y,  donne  un  résul- 
tat de  même  signe  que  le  coefficient  de  y*. 

En  effet,  désignons  par  y’  et  y"  les  deux  racines  (supposées  réelles) 
de  l’équation  «jy*  -J-«y-j-p=  0, 

ou  « (y’+£y+-£)~°- 
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DU  SECOND  DEGRÉ. 


Le  premier  membre  m ^ peut  (n°  97)  se  mettre 

sous  la  forme  m ( y — y')  (y  — y").  Ainsi , l’on  a 

my’  +«y = ”*  (y  — /)  (y — y"). 


quelque  valeur  qu’on  donne  à y. 

Cela  posé,  soit  a une  quantité  comprise  entre  y'  et  y",  c’est-à-dire 
telle  que  l’on  ait  a ou  y',  mais  s <[  oa  y";  il  en  résulte 
a — / > ou  < 0,  mais  a — y"  ou  0 ; d’où  l’on  voit  que  les 
fucteurs  a — y',  a — y",  sont  de  signes  contraires;  ainsi  leur  produit, 
(a  — y')  (a  — y"),  est  négatif.  Donc , m (a  — y')  (a  — y"),  ou  sa  va- 
leur «u’-f-  «a  -f -p,  est  de  signe  contraire  à celui  dont  m est  affecté. 

»,  au  contraire , on  suppose  en  même  temps  a ou  y1  et 
a > ou  y",  d’où  l’on  déduit  a — y'  ou  0 et  a — y"  > ou  0, 
les  deux  facteurs  sont  de  meme  signe;  donc  , leur  produit  (a  — y') 
(a — y")  est  positif  ; par  conséquent , m (a — y')  (a — y")  ou  ma '-\-nar\-p 
est  de  même  signe  que  m.  C.  Q.  F.  D. 

Secondement.  Si  les  deux  racines  sont  réelles  et  égales,  toute  quan- 
tité différente  de  celle  qui  réduit  le  trinôme  à 0 , substituée  dans  ce  tri- 
nôme, donne  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y’. 

En  effet,  puisque  les  deux  racines  sont  égales,  on  a la  relation 

n’ — 4„i/,=  0,  d’où  l’on  tire/)  = ^ ; dès  lors , le  trinôme 


my’-{-fiy-J-/>  ou  m ^y’-f-  ~ y-f~  peut  se  mettre  sous  la  forme 

*»  (y’+  ^y+^T»)  ou  m (y  + f~)  • 0r' i!  est  évidenl  que 

pour  toute  valeur  de  y,  autre  que  — la  quantité  ^y  -}-  * 

sera  positive.  Ainsi,  m ou»iy’-j-«y-(-pseradenièrae 

signe  que  m.  C.  Q.  F.  D. 

Troisièmement.  Enfin , si  les  deux  racines  sont  imaginaires,  toute 
quantité  réelle,  positive  ou  négative , substituée  à la  place  de  y,  don- 
nera un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y 

Car,  puisque  les  deux  racines  sont  imaginaires,  on  a la  relation 
n1— 4mp<^  0 ; d’où  imp^n1,  ou  bien  (n°  108),  divisant  par 

. P ^ n1 

4m’,  . . . — — . 

m ^ 4 m' 


Digitized  by  Google 


178 


APPLICATIONS 


Soit  donc  ~ = k\  4’  désignant  une  quantité  essentielle- 

ment positive  ; il  en  résulte 


™f+*y+p,  *«  (y2  + n-  y +£)  =■=*»  (y’+ y +^+ *’ 


quantité  qui  restera  toujours  de  même  signe  que  ni,  quelque  valeur 
que  l’on  y substitue  pour  y. 

112.  La  seconde  propriété  nous  conduit  naturellement  à parler 
d’une  proposition  qui  est  d’un  fréquent  usage  dans  l’analyse. 

Toutes  les  fois  qu’un  trinôme  du  2°  degré,  m y3  -J-  ny  p , esfrun 
carré  parfait  , on  a entre  ses  coefficients  la  relation  nJ  — 4mp~0. 

En  effet,  si  ce  trinôme  est  un  carré  parfait  et  de  la  forme  [m'y-f-n')’, 
les  deux  racines  de  l’équation  my’  -f-  ny-}-p  = 0 doivent  être  égales. 
Or,  pour  qu’elles  soient  égales,  il  faut  que  la  quantité  sous  le  radical, 
ou  n5 — kmp,  soit  nulle.  On  a donc  la  relation  n’ — Àmp=0. 

Réciproquement.  Si  l’on  a entre  les  coefficients  la  relation 
n1 — imp  — 0 , le  trinôme  est  un  carré  parfait  ; car  on  déduit  de 

. • n1  ,,  . 

cette  relation  , p = -i — ; a ou 

r 4//1  ' 


my’  + «y+/>  = my'  -j-  ny  -f-  — = / y |/  m + 


113.  Voyons  actuellement  l’usage  de  ces  propriétés,  dans  la  réso- 
lution des  questions  sur  les  maximums  et  minimums. 

Soit  proposé  de  déterminer  si,  lorsqu’on  fait  varier  x,  la  fonc- 
tion - peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 

tjx — 14 


Posons  îl_iîiB!==y;  d’où  *•  — 2 (3y  + 1)  x = — 2 1 — 1 4y . 
6o? — 14 

Il  en  résulte  x = 3y-f- 1 ± By”— ^Sio! 

Pour  que  x soit  réel,  il  faut  que  9y’ — 8y  — 20  soit  positif.  Or,  si 
l’on  égale  cette  quantité  à 0,  il  vient 

ÿ ~~q*  ~ Y~°  ’ d°U  y==2et 


v 
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Ce»  deux  valeurs  de  y étant  réelles,  il  sait  de  la  première  des  pro- 
priétés ci-dessus,  que,  dès  qu’on  donnera  à y des  valeurs  comprises 

entre  2 et  — telles  que  1,0,  — 1 , . . .la  valeur  du  trinôme 


sera  négative,  puisque  le  coefficient  de  y"  est  positif.  Mais  en  don- 
nant à y des  valeurs  non  comprises  entre  2 et  — ^ , comme 3, 4... 


ou  — 2,  — 3,  — 4.  . . , on  obtiendra  un  résultat  positif.  On  voit 
donc  que  2 est,  en  nombres  absolus,  le  himkcx  des  valeurs  que  doit 
recevoir  y,  pour  que  x soit  réel.  Si,  dans  l’expression  de  x ci-dessus, 
ou  fait  y = 2,  le  radical  disparait,  et  l’on  trouve  x =7. 


En  effet,  l'expression  - 


— 2 j-  — {—  21 

' 6jt  — U 


devient , dans  l'hypothèse 


de  x = 7, 


49 — 14  -{-21  _ B6_  „ 
* 42—14  28 


La  racine  y — — ■ ~ est , en  nombres  négatifs,  le  aAxiara  des  va- 

y 


leurs  que  y peut  recevoir,  et  la  valeur  de  x correspondant  à ce  rnaxi- 

10  7 

mum,  est  * = 3 X + 1 = — g- 

N.  B.  Lorsque,  x étant  exprimé  en  y,  le  coefficient  de  y’  sous  le 
radical  est  négatif,  et  que  les  deux  valeurs  de  y,  déduites  du 
trinôme  égalé  n zéro,  sont,  Tune  positive,  l’autre  négative,  la  râ- 
leur positive  est  un  maximum,  puisque  toute  valeur  plus  grande 
donnerait  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient  de  y’,  et 
par  conséquent  négatif;  la  taleur  négative  est  un  minimum  parmi 
les  valeurs  négatives  que  y peut  recevoir. 

Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  d’examiner  les  autres  circon- 
stances qui  peuvent  se  présenter  : par  exemple,  le  cas  où,  le  coeffi- 
cient de  y*  étant  positif,  les  deux  valeurs  de  y sont  positives;  celui 
où,  ce  même  coefficient  étant  positif,  les  deux  valeurs  sont  imagi- 
naires. Ils  pourront  d’ailleurs  s’exercer  sur  les  questions  suivantes  : 
1°  Partager  un  nombre  donné  2a  e»  deux  parties,  de  manière  que  la 
somme  des  quotients  qu’on  obtient  quand  on  divise  mutuellement  ces 
deux  parties  l’une  par  l’autre,  soit  un  xixixcx. 

( Rép.  Les  deux  parties  doivent  être  égales,  et  le  minimum  est  2.  ) 
2°  Soient  a et  b deux  nombres  absolus  ; on  demande  pour  x 
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une  valeur  telle  que  l expression ■ -soit  un  maximcm. 

/ „ • 2ai  . , ( o 4-  b )’\ 

I Rep.  x = et  le  maximum  correspondant  est — I . 

3°  Soient  a et  b deux  nombres  absolus;  on  demande  pour  x une  va- 
leur  telle  que  l expression  ! ! -soit  un  xisixca? 

^ Rép.  On  trouve  ici  deux  valeurs,  savoir  : 

= -j-  {/  ab,  à laquelle  correspond  un  minimum  y — ( (/«  -f-  [/b)1. 


» 

et 


x— — (/  ab,  à laquelle  correspond  uu  maximum  y = [\/ a — j/ bf 


§111.  Des  équations  et  problèmes  du  second  degré  à deux  ou 
plusieurs  inconnues.  Nouvelles  opérations  sur  les  radicaux  du 
second  degré,  réels  ou  imaginaires. 


114.  Nous  ne  pouvons  donner  ici  une  théorie  complète,  car  nous 
ferons  voir  bientôt  que  la  résolution  de  deux  équations  du  second 
degré  à deux  inconnues  dépend  en  général  do  la  résolution  d’une 
équation  du  quatrième  degré  à une  seule  inconnue;  mais  nous  al- 
lons nous  proposer  quelques  questions  qui  nedépendent,  en  dernière 
analyse,  que  de  la  résolution  d’une  équation  du  second  degré  à une 
inconnue. 

Premier  problème.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  somme  de  leurs 
produits,  par  les  nombres  respectifs  a et  b,  soit  égale  à 2s,  et  que  leur 
produit  soit  égal  à p. 

Soient  * et  y les  deux  nombres  cherchés;  on  a les  équations 

ax  -}-  by  = 2 s, 
xy  = p. 


2 s — ax 


De  la  première  on  lire  y = g — -y  d’où,  substituant  dans  la  se- 

conde et  réduisant , ax1  — 2 sx  — — bp. 

) 

Donc  x — — ± - *’ — a bp, 
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g | » * 

et  par  conséquent,  y ==  - zç  ^\/  s ’ — abp. 

Le  problème  est,  comme  on  le  voit,  susceptible  de  deux  so- 
lutions directes,  car  » est  évidemment  > ^ s1  — abp;  mais,' 
pour  qu’elles  soient  réelles,  il  Faut  que  l’on  ait  s1  ou  = abp. 
Soit  a = b = 1 ; les  valeurs  de  x et  de  y se  réduisent  à 


x=s±j/«a — p et  y = s [/  s1 — p. 

D’où  l’on  voit  que  les  deux  valeurs  de  y sont  égales  à celles 
de  x prises  dans  un  ordre  inverse;  ce  qui  veut  dire  que,  si 

*-f-  \/  s'  — p représente  la  valeur  de  x,  » — s‘  — p représente 

la  valeur  correspondante  de  y,  et  réciproquement. 

On  interprète  cette  circonstance  en  observant  que  les  équa- 

• . ••  s.  ( & ”1“  y — < 

tions  se  réduisent , dans  ce  cas  particulier,  à < ' 

( *y  .=  p; 

et  alors,  la  question  revient  à trouver  deux  nombres  dont  la  somme 
soit  2s  et  dont  le  produit  soit  p,  ou,  en  d’autres  termes,  à partager  un 
nombre  2s  en  deux  parties  dont  le  produit  soit  égala  un  nombre  donné  p. 

Or,  on  a vu  ( n°  100  ) que  les  deux  parties  sont  nécessaire- 
ment liées  entre  elles  par  une  même  équation  du  second  degré 
x'  — 2sar  -{-  p =0,  dont  le  coefficient  du  second  terme  est  la  somme 
2s  prise  en  signe  contraire,  et  le  dernier  terme  est  le  produit  p des  deux 
parties. 

118.  Second  problème.  Trouver  quatre  nombres  en  proportion 
géométrique,  connaissant  la  somme  2s  des  extrêmes,  la  sommets'  des 
moyens,  et  la  somme  4c’  des  carrés. 

Désignons  par  u,  x,  y,  s,  les  quatre  termes  de  la  proportion  ; 
on  a,  pour  les  équations  du  problème,  en  vertu  des  données  et  de  la 
propriété  fondamentale  des  proportions, 


u -j-  s = 2s, 
x + y — 2s', 
us  = xy, 
n1  -{-  x1  -[-  y*  = 4c1. 

Au  premier  abord,  il  peut  paraître  difficile  de  trouver  les  va- 
leurs des  inconnues;  mais,  à l’aide  d’une  inconnue  auxiliaire,  on 
parvient  à les  déterminer  simplement. 

Kn  effet,  soit  p le  produit  inconnu  des  extrêmes  ou  des  moyens, 

AUitBSE.  12 
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ou  a 

1 ° Le»  équations  [ U ’ qui  donnent  i U s P> 

{ uz  = p.  \*  = xr-yv  — p. 


( Voyez  le  problème  précédent.  ) 


2°  Les 


équations 


*+y=2s', 

*y  =P, 


qui  donnent 


On  voit  donc  déjà  que  la  détermination  des  quatre  inconnues 
* ne  dépend  plus  que  de  celle  du  produit  p. 

Or,  si  l’on  substitue  ces  valeurs  de  u,  x,  y,  z,  dans  la  dernière 
des  équations  du  problème , il  vient 


( * + V'  * ~ P )*  + (*—  V >'  — p Y 

+(*'4-  — p Y + (*'—  p y — *c’> 


ou,  développant  et  faisant  les  réductions, 

•t*3  4 — 4p=4c*  ; donc  p = s'  -j-»'*  — e3. 

Reportant  celte  valeur  de  p dans  les  expressions  de  u,  x,  y,  s, 


on  trouve  enfin 


« 

% 


, -L  j/  c3  ï\  * = *'  - f-  j/c*  t', 

$ — - c3  — s'*,  y = *'  — j/c3  — s3. 


Ces  quatre  nombres  constituent  évidemment  une  proportion; 
car  on  a 


uz  — ( I -{-  j/c3  — s'1  ) (t  — j/  C’  — *'3  ) sss  **  r-  P»  rjr  f'3. 
xy  = ( s3  + |/ *•")  ( *'  — j/e»  — «•  ) = y» _ e3  + s». 

TV.  fi.  Ce  problème,  que  nous  avons  extrait  de  V.Jlgèbre  do 
M.  Lhuilier,  est  propre  à faire  voir  combien  l’introduction  d’une 
inconnue  auxiliaire  dans  un  calcul  facilite  In  détermination  des  in- 
connues principales.  On  trouve,  dans  l'ouvrage  que  nous  ve- 
nons de  citer,  d’autres  problèmes  du  même  genre  qui  conduisent 
à des  équations  d’un  degré  supérieur  au  second,  et  que  néanmoins, 
on  peut  résoudre  à l’aide  d’équations  du  premier  et  du  second 
degré,  en  introduisant  des  inconnues  auxiliaire*. 

1 10.  Considérons  maintenant  le  cas  où  un  problème  donne- 
rait lieu  à deux  équations  quelconques  du  second  degré  à doux 
inconnues. 
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A DEUX  INCONNUES. 

Une  équation  à deux  inconnues  est  dite  du  second  degré, 
lorsqu’elle  renferme  des  termes  dans  lesquels  la  somme  des 
exposants  des  deux  inconnues  est  égale  à 'î  et  ne  surpasse  pas  2. 
Ainsi.  3 — \x  -f-  y'  — xy  — Sy  6 = 0,  Ixy  — ix  -f-  y = 0, 
sont  des  équations  du  second  degré  (*). 

11  suit  de  là  que  toute  équation  du  second  degré  à deux 
inconnues,  est  de  la  forme  oy’  -J-  hxy  -f-  cjr’  — |-  dy  -j-  fx  -j-  g = 0, 
a,  b,  c.  . . représentant  des  quantités  connues,  soit  numériques, 
soit  algébriques. 

Soient  doue  proposées  les  équations 

oy’  -f-  bxy  -f-  ex'  -f-  rfy  + f*  + 9 = 
o'y>  -f  b'*y  + e'x'  + dV  + f*  + V *=  ®. 

On  peut  ortjonner  ces  deux  équations  par  rapport  à x;  et  il 
vient 


par1  + ( by  + /")*  + "y’  + dy  -f-  g = 0, 

cv  + ( b'y  +/  f ) x + nV  + d'y  + s'  = 0- 

Cela  posé , si  les  deux  coefficients  de  x ’ étaient  les  mêmes 
dans  les  deux  équations  , on  obtiendrait , eu  retranchant  ces 
deux  équations  l’une  de  l’autre , une  équation  du  premier  de- 
gré en  7 qui  pourrait  être  substituée  à l’une  des  équations  propo- 
sées ; de  cette  équation,  l’on  tirerait  la  valeur  de  x en  y , et  repor- 
tant cette  valeur  dans  uncdps  équations  proposées,  on  parviendrait 
à une  équation  qui  ne  renfermerait  plus  que  l’inconnue  y. 

Or,  si  l’on  multiplie  la  première  équation  par  c',  et  la  seconde 
par  c,  il  vient 

ce'*’  + ( b y + f ) c'x  -j—  ( ay1  dy  -f  g ) c'  = 0 , 
ccV  + ( i'y  + f)  ex  -f  (ay-j-dy-f y')c  =0, 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes,  et  dans  lesquelles 
le  coeificieut  de  x1  est  le  même. 

En  soustrayant  la  seconde  de  la  première,  on  trouve 


[(  bc’ — cb'  ) y -\-fef  — cf\  x -|-  ( oc'  — ca'  ) y*  -j-  ( de'  — cd1) y 

+ 9e'  —<#'==  Q, 

( ca'  — ac'  ) yJ  -f-(crf'  — de')  y -f-  cg’  — gc' 

(bc'  — cb’  ) y -J-  ftf  — cf 


équation  qui  donne  x ■ 


(•)  On  »ous-cntend  ici  que,  si  jVquation  a des  dénominateur»,  x ou  y n’cntrp  pas  dans 
ces  dénominateurs-  Voyez  la  remarque  du  n°9*. 

12* 
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Cette  expression  de  x,  substituée  dansl’nne  des  équations  propo- 
sées, donnerait  une  équation  finale  en  y. 

Mais,  sans  effectuer  cette  substitution  qui  conduirait  à un  résultat 
très-compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  l’équation  en  y doit 
être  en  général  du  quatrième  degré;  car  le  numérateur  de  l’expres- 
sion de  x étant  de  la  forme  my'  + ny  -f-  p,  son  carré,  ou  l’ex 
pression  de  x’,  est  du  quatrième  degré;  or,  ce  carré  forme  l’une 
des  parties  du  résultat  de  la  substitution. 

Donc,  en  général , la  résolution  de  deux  équations  du  second 
degré  à deux  inconnues  dépend  de  celle  d'une  équation  du  quatrième 
degré  à une  seule  inconnue. 

117.  11  est  une  classe  d’équations  du  quatrième  degré  dont  on 
peut  ramoner  la  résolution  à celle  des  équations  du  second  degré; 
ce  sont  les  équations  de  la  forme  x4  -J-px>  -J-  q = 0.  On  les  appelle 
équations  trinômes  ou  bicarrées , parce  qu’elles  ne  contiennent 
que  trois  espèces  de  termes  : des  termes  en  x4,  des  termes  en 
x,  el  des  termes  tout  connus. 

Pour  résoudre  l’équation  *4  -f-  px'  -f-  q — 0,  on  pose,  pour  le 
moment,  x’  = y,  ce  qui  réduit  l'équation  à 

y’  + PV  + 9 = 0 » d’où  r°n  tire  y = — £ ± y/ £ —q; 
mais  l’équation  x'  — y donne  x = ri=  |/y. 

Donc  x = ± y/  — | ± y/  j — q- 

On  reconnaît,  par  le  fait  même  de  la  résolution  de  l’équation, 
que  l’inconnue  a quatre  valeurs,  puisque  chacun  des  signes  -{- 

et , qui  affectent  le  premier  radical,  peut  être  successivement 

combiné  avec  chacun  des  deux  signes  qui  affectent  le  second;  maie 
ces  valeurs  sont  égales  et  de  signes  contraires  deux  à deux. 

Soit,  par  exemple,  l’ équation  x4  — 28x‘  — — 144; 
si  l’on  pose  x>  = y,  il  vient  y'  — 2 5 y = — 144, 

d'où  l’on  tire  y = 16 , y = 9. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  x’  = y,  on  obtient 
1»  xJ  — 16,  d’où  x — ± 4 ; 2°  x’  = 9,  d’où  x = ± 3. 
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UAC1ME  CAMÉE  DE  A ± (/  B. 

Ainsi,  les  quatre  valeurs  sont  — {—  -4 , — A , 3 et  — 8. 

Soit  encore  l’équation  x*  — 7x’  = 8.  Posons  x’  ==  y ; l’équation 
devient  y * — 7y  = 8 , d’où  y = 8 et  y = — 1. 

Donc  1°  x’  = 8 , d'où  x = ± 2 1/^2  ; 2”  x’  = — 1, 

d’où  x = ±i/^ — 1;  les  deux  dernières  valeurs  de  xsont  imagi- 
naires. 

Soit  l’équation  algébrique  x A — ( 2èc  -j-  -ia’  ) x’  = — i’c’  ; 
posons  x’  = y;  l’équation  devient  y’  — ( 2fcc  -f-  4o’  ) y = — i’c'  ; 
d’où  l’on  déduit  y=  èc  2 a1  ± 2a  / bc  -j -a’, 

et  £ar  conséquent,  x = d=  \/ bc  -j-  2a’  ± 2a  ÿ bc  -j-  a*. 

118.  La  résolution  de  l’équation  trinôme  du  K”  degré  donne 
naissance  à une  nouvelle  espèce  d’opération  algébrique;  c’est  l’ex- 
traction de  la  racine  carrée  d’une  quantité  de  la  forme  A ± (/b,  A et 
B désignant  des  quantités  coinmensurablcs  de  signes  quelconques. 

Soit  l’expression  3 ± \/ o à élever  au  carré. 

On  a ( n»  19)  (3  ± l/5)’==  9 rfc  Bj/s  + 5 = 14  ab  6 j/g  ; 
donc  réciproquement,  lA±6j/'5  = 3dzp//5. 

De  même,  ( j/7  ±p/ll  )»  = 7 ± 2j/77 -f  11  = 18  ±2 1/77; 
donc  réciproquement , |/’l8db2^/77=|/,7:fc|/ll. 

D’où  l’on  voit  qu’une  expression  telle  que  j/  A ± j/  B,  peut  quel- 
quefoisètre  ramenée  à la  forme  A '±  j/ B',  ou  \/ b!  ±[/  B'  ; et  lors- 
que cette  transformation  est  possible,  il  est  important  de  l’effectuer, 
puisqu’on  n’a  plus  alors  qu’une  ou  deux  racines  carrées  simples  à 
extraire,  tandis  que  l’expression  \/  A dt  / B exige  qu’on  extraie 
une  racine  carrée  de  racine  carrée. 

Nous  nous  proposerons  donc  cette  question  : 

Une  quantité  de  la  forme  A -j-  f/  B étant  donnée  ( il  est  inutile  de 
considérer  ici  le  double  signe  db,  parce  qu’il  est  implicitement 
renfermé  dans  l’indice  du  radical  /)  , reconnaître  si  elle  est  le  carré 
d’une  autre  quantité  de  la  forme  A ' — {—  |/  B',  ou  l/y  + >/  b',  et  dé- 
terminer cette  dernière  quantité  lorsqu’elle  existe. 

Cette  recherche  est  fondée  sur  h»  principe  qui  trouvera  par  la 
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suite  de  fréquentes  applications  ; c’est  que,  toutes  les  fois  que  l’oa  a 
une  égalité  de  la  forme 

m -j-  |/n  = «T  -|-  \/  n, 

m,  m'  étant  rationnels  et  J/  n,  ]/ n'  deux  nombres  incommeosufa- 
bles  du  second  degré,  on  doit  avoir  séparément 

m = m'  et  j/  n = j/  n'. 

Eu  effet  ,on  déduit  de  l’égalité  hypothétique, 

f/  n = m'  — m -J-  [/  n'  ; 

d’où,  élevant  au  carré , « = (»»' — mp 2 (m' — »i)  (/  n'. 

Or,  le  premier  membre  de  cette  dernière  égalité  est  un  nombre 
incommensurable;  donc  il  doit  en  être  de  même  du  second;  mais 
j/  «'  étant , par  hypothèse , incommensurable , 2 ( »»'  — m ) (/  n' 
l’est  aussi.  Ainsi , pour  que  l’égalité  subsiste,  il. faut  que  cette  irra- 
tionnelle disparaisse  , ce  qui  exige  que  l’on  ait  >n'  — m = 0 , d’où 
«»'  = m , et  par  conséquent , J/  n = |/  n'.  C.  Q.  F.  D. 

Cela  posé  , désignons  par  p et  q les  dcüx  parties  dont  se  compose 
la  racine  carrée  de  A -j-  J/  11  lorsqu’elle  existe;  peiq  sont  alors  deux 
monouics  irrationnel »,  ou  bien  l’un,  une  quantité  rationnelle,  l’autre 
un  rnonome  irrationnel  du  second  dègré , en  sorte  que  p1  et  g*  sont 
nécessairement  rati onnels.  On  a l’équation 

p + ? — i/a  + V B*  • • 0) 

d’où  , élevant  au  carré, 

P’  + 9’  + 2F  9 = A + V B- 

I.e  second  membre  de  cette  dernière  équation  étant  irrationnel , il 
doit  en  être  de  même  du  premier.  Or,  puisque  p > et  g’  sont  nécessai- 
rement rationnels  , p'  -f-  q'  l’est  çussi  ; donc  2 pq  exprime  la  partie 
irrationnelle  du  premier  membre;  et,  en  vertu  du  principe  démon- 
tré ci-dessus , l’équation  précédente  se  partage  dans  ces  deux-ci  : 

P*  + ?’  = A (2) 

2W  =(/!!....  (3). 

On  pourrait  tirer  de  l’équation  (3)  la  valeur  de  gel  la  substituer  dans 
l’équation  (2),  ce  qui  conduirait  à uuc  équation  trinôme  du4cdo- 
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gré  en/)  qu’on  résoudrait  facilement;  et  l’on  parviendrait  ainsi  aux 
valeurs  de  p et  de  q.  Mais  il  est  plus  simple  d’opérer  de  la  manière 
suivante  : 

Retranchons  (3)  de  (2)  membre  à membre;  il  vient 


(p  — q?  — a — |/B, 

d’où  p — q — y/  K — j/  B , 

équation  qui,  combinée  avec  (1)  par  voie  de  multiplication , 

donne  p’  — 1'  — l/  — B. 

Ce  résultat  nous  apprend  déjà  que,  p’  et  q 5 étant  rationnels, 
p*  — q » l’est  aussi.  Par  conséquent,  A -f-  (/  B ne  peut  être  un  carré 
parfait  de  la  forme  indiquée  par  l’énoncé  de  la  question , qu’autant 
que  la  quantité  A’  — B est  elle-même  os  casré  p misait  : tel  est  le  ca- 
ractère auquel  on  reconnaît  la  possibilité  de  l' opération  proposée. 

A5  — B devant  être  un  carré  parfait,  désignons  par  C la  valeur 
numérique  de  sa  racine;  il  vient 


P’  — 9’  = ± C. . . (4). 


Actuellement , si  l’on  combine  les  équations (2)  et  (4)  par  addition  et 
soustraction  , l’on  obtient  successivement 


P'  = 


A ± C 

A 1 


9’  = 


A qp  C 
2 ’ 


d’où  P = ±y/ 
d’où  q = ±\j  ^i£; 


ce  qui  donne  enfin  pour  la  racinedemandéo, 
p + 9 ou  |/a  + j/B  = ±y/ 

On  s’est  dispensé  ici  de  tenir  compte  du  signe  inférieur  do  C 
dans  les  expressions  de  p et  q , parce  qu'il  est  évident  qu’il  donne- 
rait la  mêtne  valeur  pour  p -|-  q.  Mais  il  n’en  doit  pas  être  de  même 
du  double  signe  dont  chacune  des  valeurs  de  p et  de  q est  affectée. 
La  combinaison  des  deux  doubles  signes  ± donne  lieu  à quatre 
valeurs  représentant  celles  que  comporte  en  elle-mérae  l’expression 
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|/a  + V B qui,  lorsqu’on  met  les  signes  en  évidence,  revient  à 

±/a  ± / B;  en  sorte  que  lu  véritable  formule  à établir  pour  les 
applications  est  celle-ci  : 

±|/A±|/B  = ±y/i±^±y/ 

et  les  signes  qu’il  convient  de  combiner  entre  eux  dans  les  deux 
membres  pour  avoir  une  égalité  exacte,  sont  déterminés  par  l’équa- 
tion (3)  qui  indique  que  p et  q doivent  être  de  même  ligne  ou  de 
lignes  contraire!  suivant  que  [/  B est  affecté  du  signe  + ou  du 
signe  — 

1 19.  Appliquons  cette  formule  à quelques  exemples. 

Soit , en  premier  lieu , l’expression  numérique 

94  ± 42  / 5,  ou  94  ± /8820; 
on  a A = 94  , B = 8820 , 

d’où  Aa  — B =8836  — 8820  = 16,  carré  parfait  ; donc  C=4  j 


Ainsi,  j/94  ± 42  / 8 = ± 7±3|/5, 

ou  plus  clairement, 


/94  + 42/8  = db  (7  + 8/8), 
j/94  — 42  j/  S = ± ( 7 — 3/  8 ). 

Soit,  e»  second  lieu , l’expression  algébrique  obtenue  à la  fin  du 
n°  117,  savoir  : 

x = ± / bc  + 2o’  ± 2a  / lie  + a". 

On  a A = 6c  + 2a’ , B = ka'bc  + 4o^; 

d’où  A’  — B = i’c\  carré  parfait  ; donc  C = bc, 

et  P==±\/bC~^iî  — q=±a. 
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Ain»i  y/ bc  -f-  2a’ dtz  2<i  y/ bc  + a’  = ± y/Tc^â^  ± a , 


ou  plutôt,  j/ bc -(- 2a5 -j- 2a  y/ bc -|-a,  = :fc  ( ( / fcc  — f- a* -f- a) 

y/ bc  -{-  2«’  — 2a  |/  bc  -(-  o’  = ± (j/  6c  — (—  â' — a). 
On  trouvera  pareillement 

/r+ÿ»==± 

j/  Ac  -J-  2A  (/  Ac  — A’  -j-  f/ Ac  — 2A  j/  Ac  — A’  = ±2A; 

/i  + 4/^3  = ±(2  + / ira); 


|/l  — 4j/  — 8 = db  ( 2 — y/^T) ; 

/_  i4-4/^_8  = ±(l/a  + 2/^rr); 

(/_  1 — 4 y/^È  = ±(j/3  — 2(/  — l); 
|/  16  -f  30  y/—  1 + |/l6  — 30  |/  — ï=  10... 


|/l0  -f  30  j/—  1 — (/îtT 


= 6 j/  — 1. 


120.  L’exactitude  de  la  formule  (8)  peut  être  vérifiée  à posteriori. 
En  effet , élevons  les  deux  membres  au  carré  j il  vient 


2 


ou , observant  que  C’  = A’  — B donno  B = A1  — C’ , 
A±|/B  = A±f/B. 

On  voit  donc  que , lors  même  que  A’  — B n’est  pas  un  carré  par- 
fait, on  peut  encore  remplacer  l’expression  A ± f/  B par  le  se- 
cond membre  de  la  formule  (8)  ; mais  alors , on  serait  loin  d’avoir 
simplifié  la  question , puisque  les  quantités  pet  q seraient  de  mémo 
forme  que  l’expression  proposée. 
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121.  C’est  surtout  par  rapport  aux  expressions  imaginaires  de  la 


forme  f/a  deb  f/  — J , que  l’emploi  de  la  formule  (5)  est  avanta- 
geux. 

Déjà  les  derniers  exemples  proposés  pour  exercice,  n'  119,  prou- 
vent que,  darts  le  cas  où  la  condition  A1  — B,  carré  parfait,  est  satis- 
faite, ces  sortes  d’expressions  peuvent  être  ramenées  à la  forme  . . . 
a'  ± b'  [/  — 1,  n'  et  b'  étant  des  quantités  réelles,  coramensurables 
ou  incommensurables.  Or,  je  dis  qué  cela  a lieu  lors  même  que  A*  — B 
n’est  pas  un  carré  parfait. 

En  effet , si  l’on  applique  la  formule  (B)  à l’expression 
f/a-}-  b f/  — 1 , on  a 

A = a,  B *=  — A’;  d’où  A’  — B s=±  o3  -J-  b’ , 


o — f/  a ’ -f-  A’ 


- -V  . • 

ou,  posant  pour  plus  de  simplicité  c = |/ a7  -J-  b* , quantité  géné- 
ralement irrationnelle,  mais  nécessairement  réelle,  positive,  et  plus 
grande  que  a , 

=±V/°+?,  ,-±y/ï=L±y/~ï=r, 


P 
donc 


(W) 


On  obtiendrait  pareillement 

Or,  les  quantités  % / — A—  , \r  — - — sont  essentiellement 

réelles,  quels  que  soient  a cl  b,  puisque  c ou  f/ o’  -J-  A’  est  plus 
grand  numériquement  que  o. 
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Donc  enfin , toute  expression  de  la  forme 
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[/a  ± b (/  — I. 

peut  être  ramenée  à la  forme  ordinaire  des  imaginaires  du  second 
degré,  a’  ± b'  — 1 ; a'  et  b’  étant  des  quantités  réelles  quel- 
conques. 

Faisons  ressortir  par  un  nouvel  exemple  l’utilité  de  ces  sortes  de 
transformations. 

Soit  proposé  de  simplifier,  s’il  y a lieu,  l’expression 

* = */s  + 2 i + /s  — 2 y—  1. 

En  appliquant  les  formules  (TB)  et  (N)  on  trouve 

o = 3,  6 = 2;  d’où  e = /a’  + 6*  = /âT). 

donc 

i-  /3-Vt:i=±(y/ • /=ï)  ; 

d’où,  ajoutant  et  observant  que  « est  censé  représenter  ici  la  somme 
arithmétique  de  deux  radicaux, 

# = */a-f-s  y — i 4-/3  — 2 j/^i 

= ± 2 yÆï^i=  ± /rf7l3+T). 

Cet  exemple  proiite,  ainsi  que  l’avant-dernier  du  n°  119 , que 
certaines  expression*  imaginaires , combinées  entre  elles,  peuvent 
donner  lieu  à des  résultats  réels,  et  mémo  rationnels . 
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CHAPITRE  IV. 


Analyse  indéterminée  du  premier  et  du  second  degré. 


Introduction.  — Lorsque  l’énoncé  d’un  problème  fournit  moins 
d’équalionsqu’il  n’y-a  d’inconnues,  le  problème  est  dit  indéterminé, 
en  ce  sens  que  ( n°  55  ) ses  équations  peuvent  être  satisfaites  par 
une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  attribuées  aux  inconnues.  Mais 
il  arrive  souvent  que  la  nature  de  la  question  exige  que  les  valeurs 
des  inconnues  soient  exprimées  en  nombres  entiers;  dans  ce  cas, 
l’une  des  inconnues , à laquelle  on  pouvait  d’abord  donner  une 
valeur  tout  à fait  arbitraire,  ne  doit  plus  recevoir  que  des  valeurs 
entières  et  telles  que  la  valeur  correspondante  de  l’autre  inconnue 
ou  de  chacune  des  autres  inconnues  soit  aussi  exprimée  en  nombres 
entiers.  Or,  cette  condition  restreint  beaucoup  le  nombre  des  solu- 
tions, surtout  si  l’on  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  directes, 
c’est-à-dire  des  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs  pour  toutes 
les  inconnues. 

l’objet  de  l’ analyse  isotTEsmsÉs  on  premier  degré  est  de  résoudre 
les  questions  indéterminées  du  premier  degré  en  nombres  entiers.  Nous 
verrons  plus  loin  le  but  que  l’on  se  propose  dans  l’analyse  indéter- 
minée du  second  degré. 

§ Ier.  Equations  et  problèmes  du  premier  degré  à deux  inconnues. 


122.  Toute  équation  du  premier  degré  à deux  inconnues  peut 
(n°  07)  être  ramenée  à la  forme  ax  -{-  by  = c ; a,  b,  e,  désignant, 
des  nombres  entiers,  positifs  ou  négatifs. 

Nous  commencerons  par  faire  observer  que,  si  les  coefficients  net  h 
ont  un  facteur  h commun  qui  ne  divise  pas  le  second  membre  c,  l'équa- 
tion ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres  entiers. 

Car,  soit  a = ha',  b = hb'  ; l’équation  devient  ha'x  -j-  hb'y  = c, 

d’où  l’on  lire  a'x  -j-  b'g  = équation  qui  ne  peut  être  satisfaite 


Digitized  by_Goog!e 


PREMIÈRE  MÉTHODE.  193 


par  aucun  système  de  valeurs  entières  do  x et  de  y,  tant  que  c n’est 
pas  divisible  par  h. 

Nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  queo  et  b soient 
des  nombres  premiers  entre  eux  ; puisque,  s’ils  avaient  un  facteur 
commun,  il  faudrait  que  c renfermât  aussi  ce  facteur,  auquel  cas, 
on  pourrait  le  supprimer  dans  l'équation. 

123.  Pour  plus  de  clarté,  nous  traiterons  d’abord  des  équations 
particulières,  et  nous  généraliserons  ensuite. 

Premiers  qcestios.  Partager  159  en  deux  parties  dont  l'une  soit  divi- 
sible par  8 et  l'autre  par  13. 

Désignons  par  x et  y tes  quotients  respectifs  de  la  division  des 
deux  parties  cherchées  par  les  nombres  8 et  13;  il  est  clair  que  8* 
et  13y  expriment  ces  deux  parties,  et  l’on  a l’équation 


8x  + 13y  = 159.  . . (1), 

qui,  d’après  l’énoncé,  doit  être  résolue  en  nombres  entiers  et  positifs 
pour  x et  pour  y. 


On  déduit  d’abord  de  cette  équation, 


ou,  effectuant  la  division  autantque possible,  x=  19  — y-f 


_ 159  — 13y 
8 ’ 
7-5y 


Observons  maintenant  que  la  valeur  de  x sera  entière  si  l’on 

donne  à y une  valeur  telle  que  - — g— ^ soit  un  nombre  entier, 

d’ailleurs  cette  condition  est  nécessaire;  ainsi,  il  faut  et  il  suffit 
7 — 

— — -soit  égala  un  nombre  entier  quelconque.  Soit  t ce  nom- 


que 


8 


bre  entier  ( t est  dit  une  indéterminée  ) ; il  en  résulte 

7 — 5u 

g — = t,  d’où  5y  -j-  8<  = 7.  . . (2),  et  la  valeur  de  x de- 
vient * = 19  — y+<. 

Toute  valeur  entière  de  t qui,  substituée  dans  l'équation  (2),  en 

donnera  une  semblable  pour  y,  satisfera  à la  condition  quo  ^ ^ 

8 

soit  entier ; ainsi,  les  deux  valeurs  de  * et  de  y correspondantes  se- 
ront entières  et  satisferont  d’ailleurs  ( n°  66  ) à l’équation  proposée, 
qui  résulte  évidemment  de  l’élimination  de  t entre  les  deux  équa- 

7 = <•  * = 19—  y + t. 


tions  • 
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La  question  est  donc  ramenée  à résoudre  en  nombre»  entiers  l’é- 
quation (2),  dont  les  coefficients  sont  plus  simples  que  ceux  de  l’é- 
quation  (1),  ? _ 

On  tire  de  l’équation  (2) y = — ^ — - , 

. 2 3t 

ou,  effectuant  la  division  en  partie,  y — 1 — f-J-  — - ^ — . 

Toute  valeur  entière  de  t,  qui  rendra  2 — 3<  un  multiple  de  B , 
doppçra  aussi  pour  y uu  nombre  entier,  et  sera  par  conséquent  con- 
venable; d’ailleurs,  la  condition  que  2 — Zt  soit  un  multiple  de  B 

2 — 3< 

est  nécessaire.  Ainsi,  ilfaut  poser — - — = f,  f étant  une  non- 

5 

velle  indéterminée,  ce  qui  donne  3/  -f-  B*'  = 8.  . . (3);  et  la  va- 
leur de  y se  réduit  à y = 1 — t -f-  f . 

[L’équation  (2)  résulte  d’ailleurs  de  l’élimination  de  t1  entre  ces 
deux  dernières.] 

La  question  est  encore  ramenée  à résoudre  en  nombres  entiers 
l'équation  (3),  de  laquelle  on  tire 


a 

Posons  =t";  il  en  résulte  2/'  + 3f"  =2  . ...  (-4), 

u 

et  par  conséquent  t = — t'  -J- 1". 

2 gj"  f" 

De  l’équation  (4)  on  déduit  f = - =1  — f"  — — ; 

<u  2 

f" 

et  posant  — = on  eu  lire  f"  = 2/"'.  , . . (B), 

et  par  conséquent  f = 1 — t"  — t'". 

Comme,  dans  l'équation  (B),  le  coefficient  de  t"  est  égal  à l’ unité, 
il  s’ensuit  que  toute  valeur  entière  attribuée  à t'"  en  donnera  une 
semblable  pour  t".  D'ailleurs,  les  deux  iucounues  principales  » et  y, 
et  les  indéterminées  t,  t' , l",  et  t'",  sont  liées  entre  elles  par  les  cinq 
équations 

*=19-y  + t, 

y — i — 

t=  — 

r=  î 
t"=  2 f". 
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Ainsi,  en  donnant  à ("  une  valeur  entière  quelconque,  et  remon- 
tant de  la  dernière  do  ces  équations  aux  deux  premières,  on  ob- 
tiendra pour  x et  y des  valeurs  entières  correspondantes  qui 
vérifieront  nécessairement  l’équation  proposée;  car,  d’après  les 
raisonnements  qui  ont  été  faits  plus  haut,  cette  équation  résulte  de 
l’élimination  de  t,  t',  f" , entre  les  cinq  équations  que  l’on  vient 

d’établir. 

Mais  afin  de  n’attribuer  à t"  que  des  valeurs  auxquelles  corres- 
pondent des  valeurs  entières  et  positives  pour  x et  y,  il  convient 
d’exprimer  x et  y en  fonction  immédiate  ( n*  108  ) de  l’indéterminée 
t"’,  à l’aidedescinq  équations  ci-dessus. 

Or,  l’expression  do  t'  devient,  lorsqu’on  remplace  t"  par  sa  valeur 


en  r,  /'  = 1 — <U"  — r, 

ou  t = \ — Sf"; 

remontant  à l’expression  de  t. 

. .«=— <'+<"=—  1 4-3r'4-2r"'; 

donc 

/=— 1-f  8*"'. 

On  trouvera  de  même 

y = 1 _ ( — 1 -f  8 1'"  ) + 1 — 3f"', 

d’où 

CO 

I 

CO 

II 
>2 

Enfin, * = 19 — (3  — 8f"'  ) -j-(  — 1 -j-Sf"),  oui=  18-f  13f". 


Il  est  facile  de  vérifier  que  ces  deux  dernières  équations  reprodui- 
sent l’équation  proposée,  par  l’élimination  de  En  effet,  si  l’on 
multiplie  la  première  équation  par  13,  et  la  seconde  par  8,  et  qu’on 
ajoute  les  résultats,  il  vient 

13y-f8r  = lS9. 

Faisons  successivement  t"’  = 0,  I,  2,  3....,  ou  bien  = — 1, 
— 2,  — 3....  ; les  formules  précédentes  donneront  toutes  les  valeurs 
de*  et  dey  en  nombres  entiers  , soit  positifs,  soit  négatifs,  propres 
à vérifier  la  proposée  ; mais  si,  comme  l’exige  l’énoncé,  on  ne  doit 
tenir  compte  que  des  solution»  entières  et  positives,  t"  ne  peut  rece- 
voir que  des  valeurs  qni  rendent  3 — 8 1'"  et  1 ÎS  — f—  13<"' positifs. 
Or,  il  n’y  a évidemment  que  t"'  = 0 et<"'  = — 1 , qui  satisfassent  à 
cette  condition  : car  toute  valeur  positive  de  t'"  rend  y négatif,  et 
toute  valeur  négative,  numériquement  plus  grande  que  1,  rend  x 
négatif. 


Si  l’on  fait  successivement  /'"  = 0,  <"'  = — 1, 


il  en  résulte 


( y = 8.  y = H, 
{ *=  18,  x—  2. 
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Donc  les  deux  systèmes  * = 15  et  y = 3,  * = 2 et  y = 1 1 , sont 
les  seuls  qui  vérifient  l'équation  8*  13y  = 139. 

Quant  à la  question  dont  cette  équation  est  la  traduction  algé- 
brique, puisque  8*  et  13y  représentent  les  deux  parties  cherchées, 
il  s’ensuit  que  8 X 13  ou  120,  et  18  X 3 «u  39,  forment  une  pre- 
mière solution  ; que  8 X 2 0,1 10.  et  13  X * 1 ou  U3,  forment  une 
seconde  solution;  c’est-à-dire  que  139  peut  être  partagé,  soit  en 
120  -j-  39,  soit  en  16  -f-  14J. 

124.  Soit,  pour  second  exemple,  l’équatiou 

17*—  49y  = — 8.  . . (1). 

On  en  déduit  d’abord  x = 8 = 2y  + 


Pour  qu’à  une  valeur  entière  de  y il  corresponde  une  valeur 
entière  de  x,  il  faut  et  il  suffit  que  13y  — 8 soit  un  multiple  de  17. 

Soit  donc  * ^ T-  - = t,  t étant  une  indéterminée;  il  en 


résulte  lSy  — 17/  = 8.  . . (2), 
et  * = 2y  +<• 

[L’élimination  de  t entre  ces  deux  équations  reproduirait  l’équa- 
tion (1)/] 

8 1 17/  8 1 2/ 

On  déduit  de  l’équation  (2),  y = -^yg — = t -| ^ — ; 

et  la  nouvelle  expression,  doit  être  un  nombre  entier; 

( c’est  d’ailleurs  une  condition  suffisante  ) . 

Posaut  ^ ~j~.  = f,  on  obtient  2 1 — 15/'  = — 8.  . . (8),  et 

15 

par  conséquent  y = / -f-  f • 

L’équation  (3)  donne  / = — ^ —7 1 — 4 -j-  r ; 

et  si  l’on  pose  ^ = /",  il  vient  f'  = 2/", 

d’où  / = 7/'  — 4 -f- 1". 
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Maintenant,  pour  exprimer  * et  y en  fonction  de  l'indétermi- 
née t",  rapprochons  les  quatre  équations 

*—  2y+  *, 
y = t -j- 
t—lt'  — 4 -f-  t", 

t’=  2/". 

L’avant-dcrnière  devient  t=7X2f" — 4 -}- 1",  ou  t = 1 8t" — 4; 
remontant  à la  seconde, on  a y = loi"  — 4 -{-2/",  ou  y = 17t"  — 4 ; 
enfin,  la  première  devient 

* = 2(17/"  — 4)+15t"  — 4, ou*  = 49t"  — 12. 

Ces  deux  formules  reproduisent  l’équation  proposée,  par  l’élimi- 
nation de  t"  ; car,  si  l’on  multiplie  la  première  par  49,  la  seconde 
par  17,  et  qu’on  retranche  les  deux  résultats  l’un  de  l’autre,  il  vient 

17-r  — 49y  = — 204  + 190  = - 8. 

On  voit  d’ailleurs  qu’en  donnant  à t"  des  valeurs  positives  quel- 
conques, on  obtiendra  pour  £ et  y des  valeurs  positives  ; mais  on  ne 
peut  supposer  t"  négatif. 

Soit  t"  = 1,  2,  3,  4.  ...  ; 

on  trouve  y = 13,  30,  47,  64.  ...» 

* = 37,  88,  135,  184 

Le  nombre  des  solutions  entières  et  positives  de  l’équation  proposée 
est  donc  infini  ; et  le  système  des  plus  petites  est 

* = 37,  y = 13. 

Ce  système  vérifie  l’équation,  car  on  a 

17  x 37  — 49  X 13  = 629  — 037  = — 8. 

Nous  nous  sommes  dispense,  dans  cet  exemple,  de  reprendre  tons 
les  raisonnements  qui  avaient  été  faits  dans  le  premier,  pour  rendre 
compte  de  toutes  les  opérations;  mais  il  e.t  facile  aux  commençants 
de  les  reproduire,  en  suivant  pas  à pas  les  transformations. 

128.  On  peut  résumer  ainsi  la  méthode  précédente: 

Soit  o*  -f-  by  = c.  . . (1),  l’équation  qu’il  s’agit  de  résoudre. 
Tirez  de  celte  équation  la  valeur  de  l'inconnue  qui  a le  plus  petit  coef- 
ficient, de  x,  par  exemple,  et  effectues  la  division  autant  que  possible  ; 

Ai.r.fensF.  13 
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tous  obtenez  une  expression  de  x en  y,  composée  d’une  partie  en- 
tière et  d’une  partie  de  forme  fractionnaire  qu’il  faut  tâcher  de 
rendre  entière.  Egales  cette  seconde  partie  à une  première  indétermi- 
née t;  il  en  résulte  une  nouvelle  équation  en  y et  t,  que  l’on  peut  nom- 
mer l’équation  (2),  et  dont  les  coefficients  sont  plus  simples  que  ceux 
de  l’équation  (1);  la  valeur  de  x se  troure  d'ailleurs  exprimée  en  fonc- 
tion entière  de  y et  t,  et  l’équation  proposée  résulte  de  l'élimination  de 
t entre  l’équation  (2)  et  l'équation  qui  donne  la  valeur  de  x en  y et  t. 

Tires  de  l'équation  (2)  la  valeur  de  y,  et  effectues  la  division  autant 
que  possible.  Égales  la  partie  fractionnaire  à une  seconde  indéterminée 
t'  ; d’où  il  résulte  une  équation  (3)  en  t et  t',  plus  simple  que  les  équa- 
tions (1)  et  (2).  La  valeur  de  y se  trouve  ainsi  exprimée  en  fonction  en- 
tière de  t et  t' ; et  la  proposée  résulte  de  T éliminât  ion  de  t et  t'  entre 
l'équation  (8)  et  les  deux  équations  qui  donnent  x en  fonction  entière 
dey  et  t,  puis  y en  fonction  entière  de  t et  t'. 

Opères  sur  l’équation  (8)  comme  sur  les  équations  (1)  et  (2) , et 
continues  cette  série  d’opérations  jusqu'à  ce  qu’enfin  vous  parveniez  à 
une  dernière  équation  entre  deux  indéterminées  dont  l'une  ait  pour 
coefficient  f’imiTt. 

Jtemontes  ensuite  de  cette  dernière  équation  aux  précédentes,  et 
cherches, par  des  substitutions  successives,  à exprimer  x et  yen  fonction 
de  la  dernière  indéterminée. 

Vous  obtenez  ainsi  deux  formules  à l’aide  desquelles,  en  donnant 
à l’indéterminée  restante  des  valeurs  entières  quelconques,  vous 
trouvez  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières,  tant  positives  que  néga- 
tives, propres  à vérifier  l’équation  ax-\-by=  c. 

Si  l’on  ne  veut  que  de*  valeurs  entières  et  positives  pour  x et  y, 
les  deux  formules  indiquent,  par  leur  composition,  entre  quelles 
limites  doivent  être  comprises  les  valeurs  de  la  dernière  indéterminée, 
pour  que  cette  condition  soit  remplie. 

Remarques.  1"  Le  procédé  qui  vient  d’ètre  indiqué  doit  toujours 
conduire  à une  dernière  équation  dans  laquelle  le  coefficient  d’une 
des  indéterminées  est  égal  à V unité. 

En  effet,  dans  la  première  opération,  on  est  conduit  à diviser  lo 
plus  grand  coefficient  des  deux  inconnues  par  le  plus  petit;  dans  la 
seconde,  le  plus  petit  coefficient  par  le  reste  de  leur  division  ; dans 
la  troisième,  le  premier  reste  par  le  second  reste,  et  ainsi  de  suite, 
c’est-à-dire  que  l’on  applique  aux  deux  coefficients  le  procédé  du 
commun  diviseur.  Donc,  puisque,  par  hypothèse,  les  deux  coeffi- 
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dents  sont  premiers  entre  eux  ( n°  122  ),  on  parviendra  finalement 
à un  reste  égal  à 1,  qui  servira  de  coefficient  à l’avant-dernière  des 
indéterminées  que  l’on  aura  introduites  dans  le  cours  du  calcul. 

2°  Lorsqu’on  applique  le  procédé  a une  équation  dans  laquelle  les 
coefficients  des  deux  inconnues  renferment  un  facteur  commun  qui 
ne  se  trouve  pas  dans  le  second  membre,  mais  que  l’on  n’a  pas  d’abord 
aperçu,  la  suite  des  calculs  fait  reconnaître  Y impossibilité  de  résou- 
dre la  question  en  nombres  entiers. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  49a:  — 35y  = 11. 

( Le  facteur  7 est  commun  aux  coefficients  de  x et  y,  et  n’entre  pas 
dans  le  second  membre.  ) 


On  en  déduit  y = 

49a:  — 1 1 

14a:  — 11 

35 

33 

14*  — 11 

Posant  83 

= t,  d où  y = 

* T" 

on  a x = 

7/  + U 
14  ’ 

Posant  ^ = Y,  d'où  ar  = 2/  —J—  r', 

14^  — 1 1 a,  , 4 

on  trouve  t = — _ = 2f  — 1 — =•. 

7 7 


Cette  dernière  équation  est  évidemment  impossible  en  nombres 
4 

entiers  pour  t et  t',  puisque  ^ est  une  fraction.  Donc  aussi  l’équation 


proposée  est  impossible  en  nombres  entiers  pour  x et  y. 

126.  Au  reste,  le  procédé  ci-dessus  est  susceptible  de  plusieurs 
simplifications  qu'il  est  important  d’introduire  dans  la  pratique. 

Reprenons  l’équation  déjà  traitée,  17a:  — 49y  = — 8 j 


on  en  déduit  d’abord 


x = 


49  y — 8 
17  ’ 


Observons  actuellement  que  49  est  égal  à 17  X 2 -J-  15,  ou  bien 
encore,  égal  à 17  X 8 — 2;  donc  ~ ==3y  — 


ainsi  la  valeur  de  x pi  end  la  forme 


x — Zy  — 


(gy+«) 

17  ' 


et  la  question  est  ramenée  à trouver  pour  y un  nombre  entier  qui 

15* 
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rende  entière  l’expression  ^ — . Or,  nette  expression  revient  à 


^ ^ ^ ; mais  les  deux  nombres  17  et  2 sont  premiers  entre  eux. 


Ainsi,  pour  que 


3(y  + *) 
17 


soit  un  nombre  entier,  il  faut  et  il  suffit 


( Jrith.,  n°  132)  que  y — {—  -4  soit  divisible  par  17. 


Posons  donc 


. y + 4 


17 


t,  t étant  un  nombre  entier  tout  à fait 


y = i?  t-*, 


arbitraire;  il  en  résulte 

et  la  valeur  de  x devient x = Sy  — 2 1, 

ou,  remettant  pour  y sa  valeur  en  t,  ar  = 49t — 12. 

Ces  formules  donnent  également  toutes  les  solutions  entières  de  la 
proposée;  car  l’élimination  de  t entre  ces  deux  équations  reproduit 
l’équation  \lx  — 49y  = — 8. 

En  faisant  t = 1,  2,  3,  4. . . , on  trouverait  des  valeurs  entières 
et  positives  pour  c et  y;  mais  on  ne  peut  supposer  t négatif  ni 
égal  à o. 

On  doit  sentir  de  quelle  importance  sont  les  modifications  précé- 
dentes, puisque,  par  leur  moyen,  on  n’a  introduit  qu’une  seule  in- 
déterminée dnns  le  cours  du  calcnl. 

Ces  modifications  se  rencontrent  dans  presque  tous  les  exemples, 
mais  on  ne  peut  les  expliquer  que  sur  des  équations  particulières; 
c’est  pourquoi  nous  traiterons  encore  les  questions  suivantes  : 

127.  Skcoxdk  qcestiov.  Payer  78  fr.  avec  des  pièces  de  5 fr.  et  de 
3 fr.,  sans  aucune  autre  monnaie. 

Soient  x le  nombre  de  pièces  de  8 fr.,  et  y celui  des  pièces  de 
3 fr.  ; on  a l’équation  Bx  -{-  3y  = 78 , qui  n’admet  que  des  valeurs 
entières  et  positives  comme  solutions  de  la  question. 

Celte  équation,  résolue  par  rapport  à y,  donne  y = ^ , 

ou,  effectuant  In  division,.  . . . y = 26 — x — 

ou  bien  encore y = 26  — 2x-f-  ÿ. 

En  considérant  la  première  forme  de  la  valeur  de  y,  on  voit  que 
la  valeur  de  y correspondant  à une  valeur  entière  de  x,  ne  peut 

2x 

être  elle-rocme  entière  qu’autant  que  l’on  aura  — égal  à un  nom- 

t) 


Digitized  by  Google 


201 


PREMIÈRE  MÉTHODE. 


bro  entier;  et  comme  2 est  premier  avec  3,  il  faut  et  il  suffit 
( Jrilh.  , n“ 132  ) que  x soit  divisible  par  3. 

Soit  donc x = Zt; 

il  en  résulte  y — 20  — x — 2 1,  ou  bien y = 26  — 8 t. 

Si  l’on  considéra  la  seconde  valeur  , on  voit  de  suite  que  x doit 
être  un  multiple  de  3,  ce  qui  donne  x — 3/, 
d’où  résulte  encore  y = 28  — ix  -f-  t,  ou  y = 26  — 5t. 

Ces  deux  formules  montrent  que  t doit  être  positif  et  ne  peut 

avoir  une  valeur  plus  grande  que  ou  8 

Soit  donc  t = 0,  1,  2,  3,  4,  S; 

il  en  résulte  x — 0,  3,  6,  9,  12,  15, 

y =26,  21,  16,  11,  6,  1. 

Ainsi,  l’on  peut  satisfaire  à la  question  de  six  manières  différentes, 
savoir  : avec  26  pièces  de  3 fr.,  sans  aucune  pièce  de  5 fr.  ; avec  21 
pièces  de  3 fr.  et  3 pièces  de  5 fr.  ; avec  16  pièces  de  3 fr.  et  6 pièces 
de  8 fr.  ; et  aiusi  de  suite. 

Troisième  problème.  Trouver  un  nombre  qui,  étant  divisé  par  39, 
donne  le  reste  16,  et  dirisé  par  56,  donne  le  reste  27. 

Soit  N le  nombre  cherché.  Appelons  d’ailleurs  x et  y les  quotients 
entiers  de  N divisé  successivement  par  39  et  56.  Ou  a les  deux  équa- 
tions 


N a=  89j  -j-  16  et  N=56y  + 27; 

ce  qui  donne  39x  16  = 56y  -f-  27 , 

on,  réduisant,  39x  — 56y=  11.  . . (1); 

et  la  question  est  ramenée  à résoudre  celle-ci  en  nombres  entiers. 

n A a : S6y+  11  . 17y+  11 

On  en  déduit  x = — ^ ^ = y -[ » 


39 


ou  bien  encore,  x = 2y 


(22y-ll)  ...  11(2  y- 1) 

39  y 39 


(On  prend  ici  le  quotient  par  excès,  parce  qu'on  s’aperçoit  que  le 
facteur  1 1 peut  être  mis  en  évidence  dans  le  numérateur  de  la 
fraction.  ) 


Comme,  dans  l’expression 


11  (2y — 1 ) , . 

— L , le  facteur  11  est  prç» 

vw 


SOi  PROPRIÉTÉ  DES  VALEURS  DE  * ET  DE  y 

niier  arec  39,  pour  que  cette  expression  soit  un  nombre  entier,  il 
faut  et  il  suffit  que  2 y — 1 soit  divisible  par  39. 

2y-l 


Posons  donc 


39 


et  par  conséquent.  . . 
L’équation  (2)  donne 
/+  1 


= /,  il  en  résulte  2 y — 39/  = 1 . 
x = %j  — 11/. 


posant  - 


2 


y-  2 1 2 

= f,  on  obtient  l’équation  / = 2f  — 1 , 


(2), 


et  y=  19/  — (—  Z7,  d’où  y — 39/'  — 19. 

En  reportant  celte  valeur  de  y et  celle  de  / dans  l’expression 
de  x,  on  trouverait  x — SC/'  — 27.  Mais  cette  substitution  est  in- 
utile; car  puisque  N est  l’inconnue  principale  du  problème  ( x et  y 
ne  sont  iciquedes  inconnues  auxiliaire»)  et  que  l’ona  N=58y-}-27, 
il  suffit  de  remplacer,  dans  cette  équation,  y par  su  valeur;  ce  qui 
donne 


N = 56(39/'— 19) +27,  ou,  réduisant,  N = 2184/'  — 1037. 

On  reconnaît,  à l’inspection  de  celte  formule,  que  f peut  avoir 
une  valeur  positive  quelconque  ; mais  il  ne  peut  être  négatif. 

Soit  /'  = 1 ; il  en  résulte  N = 2184  — 1037  = 1147. 

Ce  nombro  1147  est  le  plus  petit  do  tous  les  nombres  entiers  po- 
sitifs susceptibles  de  satisfaire  à l’énoncé. 

Observons  d’ailleurs  que,  du  moment  où  l’on  a reconnu  que 
1 147  satisfait  à l’énoncé,  on  est  certain  que  toutes  les  autres  va- 
leurs de  N,  correspondant  à ( = 2,  3,  4,  ...  y satisfont  éga- 
lement. En  effet,  dans  la  formule  N = 2184/"  — 1037,  le  nombro 
2134  étant  égal  à 39  X 86,  lfis  hypothèses  /'  = 2,  3,  4,  . . . don- 
neront pour  N des  multiples  de  2184,  ou  de  89  et  de  86,  augmentés 
do  1147;  d’où  il  suit  que  ces  valeurs  de  N,  divisées  respectivement 
par  39  et  56  doivent  donner  les  mêmes  restes  que  1147. 

N.  B.  Les  artifices  de  calcul  auxquels  nous  avons  eu  recours 
dans  la  résolution  des  questions  précédentes  supposent  de  l’habitude; 
mais  nous  ne  saurions  trop  en  recommander  l’usage,  parce  qu’ils 
abrègent  beaucoup  la  détermination  des  valeurs  de  x et  de  y. 

128.  Si  l'on  compare  les  formules  propres  à donner  tous  les  sys- 
tèmes de  valeurs  de  x cl  de  y,  dans  les  diverses  questions  que  nous 
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avons  traitées  jusqu’à  préseut,  aux  équations  do  ces  problèmes,  on 
peut  facilement  reconnaitre  qu’elles  jouissent  de  cette  propriété 
commune  : Les  coefficients  de  l' indéterminée  qui  entre  dans  ces  formu- 
les, sont  réciproquement  tes  mêmes  ( au  signe  près  pour  l’un  des 
deux)  que  les  coefficients  dont  les  inconnues  x et  y sont  affectées  dans 
l’équation  proposée  ; c’est-à-dire  que,  dans  la  valeur  de  x,  le  coeffi- 
cient de  l’indéterminée  est  égal  au  coefficient  dont  y est  affecte  dans 
l’équation,  et  dans  la  valeur  de  y,  le  coefficient  de  l’indéterminée  est 
égal  au  coefficient  de  x dans  l’équation,  pris  en  signe  contraire;  ou 
réciproquement  ( quant  aux  signes  des  deux  coefficients  ). 

Four  démontrer  celle  propriété,  reprenons  l'équation  générale 

at  -f-hy  = c. . . . (1), 

et  supposons  qu’après  avoir  appliqué  la  méthode,  on  soit  parvenu 
aux  deux  formules 

* = mt  -{-  À.  . . (2),  y = ut  -}-  B.  . . (3). 

Noos  observerons  d’abord  que,  dans  ces  formules,  les  coefficients 
m et  n doivent  être  premiers  entre  eux  ; car  s’ils  avaient  un  facteur 
commun,  et  que  l’on  eût,  par  exemple,  m = ni k,  n = n'k,  les  for- 
mules deviendraient 

x = m'k  . t -j-  A , y = n'k  • / —J—  B j 

F 

et  en  posant  t = - , on  obtiendrait 

x = ns'tf  -j-  A , y — n V -|-  B ; 

d’où  il  suivrait  qu’à  une  valeur  fractionnaire  do  t,  il  correspon- 
drait des  valeurs  entières  de  x et  de  y,  tandis  que,  d’après  la  nature 
de  la  méthode,  toutes  les  indéterminées  introduites  dans  le  cours 
du  calcul  ne  peuvent  recevoir  que  des  valeurs  entières. 

Cela  posé,  les  valeurs  (2)  et  (3)  devant  vérifier  l’équation  (1),  quel- 
que valeur  entière  qu’on  douuc  à t,  ou  a nécessairement 

a ( mf  -j-  A ) -j-i  ( nt  -j-  B ) = c, 
ou,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  a t, 

( am  -j-  bn  ) t -j-  a i -j-  6B  = c. 

Mais,  comme  la  supposition  do  t = 0,  dans  les  formules  (2)  et  (3) , 
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donne  x = A et  y — B,  ces  valeurs  doivent  former  un  système 
particulier  ; ainsi , l’on  a séparément  a A -J-  AB  = c ; donc  l'égalité 
précédente  se  réduit  à 

( am  -j-  bn  )<  = 0. 

Or,  pour  que  cette  égalité  soit  satisfaite  pour  toute  valeur  entière 
attribuée  à t,  il  faut  que  l’on  ait 

am  -4-  bn  = 0,  d’où  — = — 
m b 


et  puisqu’on  a déjà  reconnu  que  m et  n sont  premiers  entre  eux, 
aussi  bien  que  a et  b , on  doit  avoir  (Arithm.,  n°  157  ) 

« = a,  m = — b, 

ou  bien,  n = — a,  m = b. 

129.  On  peut,  au  reste,  donner  de  cette  propriété  une  démonstra- 
tion qui  soit  tout  a fait  indépendante  de  la  méthode  qu’on  a suivie 
pour  obtenir  les  valeurs  de  x et  de  y. 

Soit  toujours  l’équation  proposée 

ax-\-by=c.  . . (1); 

et  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  trouvé 


y = C»  z = a, 


pour  une  première  solution  en  nombres  entiers  ( positifs  ou  négatifs); 
je  dis  que  toutes  les  autres  solutions  sont  comprises  dans  les  deux 
formules 


y=C-fo/  ( 
x — a.  — ht  | 


ou  bien 


,/  = C— a/, 
x — a -{-  bt  ; 


t désignant  un  nombre  entier  tout  à fait  arbitraire. 

En  effet,  puisque  a et  ff  forment  un  premier  système  de  valeurs 
de  x et  de  y,  en  nombres  entiers,  on  a l’égalité 


an  -{-  b!  = c.  . . (2). 

Retranchant  cette  égalité,  membre  à membre,  de  l’équation  (I),  ce 
qui  revient  à mettre  pour  c sa  valeur  ax  -\-  bS=  c,  on  obtient 

»(*  — «)  +*  (y  — 0 = 0. . .(3), 

équation  qui  peut  remplacer  la  proposée. 
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Or,  l’équation  (3)  revient  à celle-ci  : 

My-0. 

x — a = y 

a 

et  pour  que  la  valeur  de  x correspondant  à une  valeur  entière  de  y, 
soit  elle-même  entière,  il  faut  et  il  suffit  quei(  y — C)soit  divisible 
par  a;  mais  on  sait  ( n°  122  ) que  les  coefficients  a et  h sont  premiers 
entre  eux  (autrement  l’équation  ne  serait  pas  résoluble  en  nombres 
entiers  ) ; donc,  en  vertudu  principe  établi  en  Arithmétique^  n°  182), 
il  faut  et  il  suffit  que  y — ffsoit  un  multiple  de  o. 

Posons  donc y — S = at, 

il  en  résulte x — a — — i 

et  de  ces  deux  équations  on  déduit  évidemment 

y = £+■<> 

x —a — ht. 

Comme  le  signe  de  l est  tout  à fait  indéterminé,  on  peut  changer 
/en  — t dans  ces  formules,  et  il  vient  encore 

y — i— ai, 

X — £-{-  ht. 

11  est  aisé  de  vérifier  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de/,  en  nom- 
bres entiers,  les  valeurs  y = G -J-  at,  x = a — bt,  satisfont  a la  pro- 
posée. 

• Eu  effet,  si  on  les  substitue  dans  cette  équation,  on  trouve 
0(a_i/)_J_6(ff-J-o/)=c,  ou  réduisant,  ax-\-bG  — c, 

égalité  vérifiée,  puisque  x et  G forment,  par  hypothèse,  une  solution 
de  la  proposée. 

130.  Conséquence.  Si,  dans  les  formules 

y=f-j -al,  x = a — bt, 
on  fait  successivement 

/=  0,  1,  2,  8,  4...,  et  / = — 1,-2,—  3.  . . , 
elles  deviennent 

y = G -f-  o,  G 2a,  G— |-  3a.  . . 1 ^ ( y — G — a,  G 2a,  G 3a. .., 
x = a , a — b,x — 2 b,  x — 36. . . j \x=  «-{-  6, a-J-26,a-{-36.... 
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D’où  l’on  voit  que  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou' né- 
gatives, de  la  proposée,  forment  deux  progressions  par  différence,  dont 
la  raison  est,  pour,  les  râleurs  de  x,  le  coefficient  dont  y est  affecté  dans 
l'équation,  et  pour  les  râleurs  de  y,  le  coefficient  dont  x est  affecté,  dans 
la  même  équation. 

131.  Actre  méthode.  Il  résulte  de  l’analyse  du  n°  129,  qae  toute 
la  difficulté,  pour  résoudre  complètement  l’équation  as  -{-iy  — c, 
consiste  à trouver  une  première  solution,  puisqu’on  peut  ensuite  ob- 
tenir toutes  les  autres  au  moyen  des  formules 

y = f-j-  at,  x — a — ht. 

Cette  considération  conduit  à une  seconde  méthode  pour  résou- 
dre l’équation  indéterminée.  Elle  repose  sur  les  propriétés  élémen- 
taires des  fractions  continues. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l’équation ( déjà  traitée  n°  124) 
\lx  — 49  y — — 8. 

17 

Si  l’on  convertit  75  en  fraction  continue  ( Arith.,  n°  167  ),  et 

qu’011  forme  les  réduites  ( Arith.,  n°  169  ) on  obtient  les  fractions 

0 1 1 JB  17 

f S’3’  11’  49‘ 


Or,  on  sait  ( Arith.,  n°  171  ) que  le  numérateur  de  la  différence 
entre  deux  réduites  consécutiees  est  égal  à -j-1  si  la  réduite  de  laquelle 
on  retranche  est  de  rang  pair,  et  à — 1 si  cette  réduite  est  de  rang  im- 
pair. 


17 

Donc,  oomme  est  de  rang  impair,  on  doit  avoir 


17 

49 


— 1 


23  4»  X 23 


Ti  d’où  17  X 23  — 49  X » = — 1 


( égalité  qui  peut  d’ailleurs  se  vérifier  immédiatement  ). 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  vérifiée 
par  8,  c’est  à-dire  par  lu  secoud  membre  de  la  proposée,  pris  en  si- 
gne contraire;  il  vient 


17  X (28  X8)-49  X(8X  8 ) = — 8, 
ou  17  X 184  — 49  X 64  = — 8, 

égalité  qui  est  encore  exacte,  et  qui  ne  diffère  do  la  proposée  qu’en 
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ce  que  184  remplace  x,  et  64  remplace  y ; d’où  l’on  voit  que  la  pro- 
posée est  nécessairement  satisfaite  par 

y = 64  et  x = 184. 

Cette  première  solution  étant  trouvée,  on  a ( n“  129  ),  pour  dé- 
terminer les  autres,  les  formules 


y = 84  + 17/,  x=  184  4-49/. 

Si  l’on  ne  veut  que  des  valeurs  entières  et  positives,  il  faut  sup- 
poser / positif,  ou  égal  à 0,  — 1 , — 3,  — 3.  L’hypothèse  t = — 3 
donne  x = 37,  y = 13;  c’est  le  pins  petit  système  trouvé  n*  124. 
182.  Pour  généraliser , supposons  que  l'équation  à résoudre  soit 

ax  — by  =c.  . . (1), 


a et  h étant  deux  nombres  absolus,  mais  c pouvant  être  jiositif  ou 
négatif. 

Convertissons  en  fraction  continue  ^ , qui , par  sa  nature,  doit 
être  irréductible  ( n°  122  ),  et  formons  les  réduites  consécutives; 
la  dernière  est  et  l’avant-dernière  peut  être  représentée  par  ^ ; 
ce  qui  donne  la  relation 


a X m'  — fc  X ">  = ± *5 

savoir  : — {- 1 si  la  réduite  ^ est  de  rang  pair,  et  — 1 si  cette  réduite 
est  de  rang  impair. 

Admettons,  pour  un  instant,  qu’elle  soit  de  rang  pair  ; on  a 

l'égalité  vérifiée a X m’  — 4 X w==  -|-l  ; 

multiplions  scs  deux  membres  par 

c ; il  vient a X c — è X mc  — 

résultat  qui  ne  diffère  de  l’cquatiou  ax  — by  = c, 

qu’en  ce  que  x et  y sont  remplacés  par  m’e  et  inc  ; doue  x = m’e, 
y=mc  forment  «ne  solution  de  l’équation. 

Si  la  réduite  ^ est  de  rang  impair,  on  a a X m’  — b X 

d’où,  multipliant  par  — c,  « X ( — >*c  ) — b X ( — me  ) = c. 
Comparant  cette  égalité  vérifiée  avec  l’équation  ux  — by—c, 
on  en  conclut  x ~ — vïc,  y = — ■ me,  pour  solution. 


Digitized  by  Google 


208  ANALYSE  INDÉTERMINÉE. 


Si  l'équation  est  de  la  forme  ax  -(-  bij  = c, 
c’est-à-dire  si  les  deux  coeffi- 
cients aeib  sont  de  même  signe, 
on  peut  la  modifier  et  l’écrire 

ainsi: ax  — b X ( — y ) — c. 

Dès  lors,  en  formant,  comme 

ci-dessus,  l’égalité a X m c — b X 

ou  bien  celle-ci  a X ( — m'e) — iX(  — ntc)=c, 

on  pourra  conclure  que  x = m'c,  y = — mc,  ou 
X = — m'c,  y = mc  forment  une  solution  de  l’équation. 

Ainsi , quelle  que  soit  l’équation  proposée,  on  peut  toujours,  au 
moyen  des  fractions  continues,  obtenir  une  première  solution  de  cette 
équation  ; et  les  formules  y = (T -J-  al,  x = a — bt,  donnent  en- 
suite toutes  les  autres. 

183.  Appliquons  celte  méthode  à un  nouvel  exemple. 

Soit  à résoudre  l’équation 


29*  + 17y  = 2S0. 


29 


La  fraction  — , convertie  en  fraction  continue,  donne  pour 

les  réduites  consécutives,  \,  ».  »,  » 

D’où  résulte  l’égalité  vérifiée  29  X 7 — ■ 17  X 12  = — 1, 
29 

( ici  la  réduite  — est  de  rang  impair  ). 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  par  — 250  ; il  vient 


29  X(—  1750)— 17  X(  — 8000)  =250; 


mais  la  proposée  peut  être  écrite  ainsi  : 


29  X*  — 17  X(  — y)  = 250. 


D’ou  l’on  voit  que  x — — 1750,  y = 3000,  forment  une  solution. 


Les  formules  deviennent  alors 


y = 3000  + 29/, 

* = - 1750—  17/. 


Si  l’on  ne  veut  tenir  compte  que  des  solutions  en  nombres 
entiers  et  positifs,  il  faut  supposer  / négatif;  ainsi,  changeant  lo 
signe  de  /,  on  a y = 3000  — 29/,  x = — 1750  -J-  17/;  et  il 
est  évident  que  les  valeurs  de  x et  de  y ne  seront  positives 
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qu’aulant  que  l’on  aura 


17/  > 1750, 
29/  < 3000, 


ou  effectuant  les  divisions,  />l02y^,  mais  103^.  Donc 

/=  103  est  la  seule  valeur  de  l’indéterminée  qui  rende  x et  y po- 
sitifs. 

Pour  / = 103,  on  trouve  x = 1,  y=  13,  valeurs  qui,  substituées 
dans  l’équation,  donnent 


29  x 1 + I7X  13  = 29  + 221=250. 


On  voit  avec  quelle  précision  la  méthode  précédente  donne  tontes 
les  solutions  de  l'équation. 

134.  Dansquelquescirconstances,  la  première  solution  peut  s’ob- 
tenir  sans  que  l'on  soit  obligé  de  convertir  ^ e»  fraction  continue. 


1°  Si  l’un  des  deux  coefficients  a et  b est  un  sous-multiple  exact  de  la 
quantité  toute  connue  c,  l’équation  donne  sur-le-champ  une  pre- 
mière solution. 

Soit , par  exemple , l’équation  Sx  + 3y  = 78,  le  coefficient  3 di- 
vise 78  et  donne  pour  quotient  26. 

Donc,  si  l’on  pose  x=  0 et  y = 26,  l’équation  est  satisfaite;  car 
elle  devient  bX0+SX26  = 78; 


les  autres  solutions  se  trouvent  dans  les  formules 


x =3/, 
y = 26  — St. 


Soit  encore  l’équation  12*  + 35y  = 156. 

Le  nombre  156  est  divisible  par  12,  et  donne  pour  quotient  13; 
ainsi,  y = 0,  x = 13,  forment  un  premier  système  ; et  l’on  a pour 


les  autres,  y = 12/,  x = 18  — 35/. 


2"  Toutes  les  fois  que  , d’après  l’inspection  de  l’équation,  on  re- 
connaît que  la  somme  ou  la  différence  des  coefficients  a et  b,  multi- 
pliés respectivement  par  deux  nombres  entiers  convenables,  donne 
un  sous-multiple  du  second  membre,  la  première  solution  s’obtient 
encore  sur-le-champ. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  25j — 16y=  12. 

Comme  en  faisant  x = 2,  y ==  3 , on  trouve  25  X 2 — 16X3=2 , 
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multiplions  les  deux  membres  de  celle  égalité  vérifiée,  par  6,  quo- 
tient de  12  par  2 ; il  vient  23  X 12  — 16X18  = 12.  D’où  l’on 
peut  conclure  que  x = 12,  y = 18,  satisfont  à la  proposée. 

Soit  encore  l’équation  18*  — 47y  = 0; 

elle  est  évidemment  satisfaite  par  x = 0,  y=0. 

Ainsi,  les  formules  générales  sont  y=  47 t,  y — 13<. 

Au  reste,  ces  moyens  do  trouver  une  première  solution  ne  sont 
que  des  moyens  particuliers  à certaines  équations,  tandis  que  la 
conversion  en  fraction  continue  est  un  moyeu  toujours  certain  pour 
y parvenir. 

Nous  engageons  les  commençants  à se  familiariser  également  avec 
les  deux  méthodes  que  nous  venons  d’exposer,  pour  résoudre  l’équa- 
tion ax  -j-  by  — c. 

1 8S.  A la  seule  inspection  des  signes  de  l’équation  ax  -j-  by  = c, 
on  reconnaît  si  le  nombre  des  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs 
est  limité  ou  infini. 

1°  Toutes  les  fois  que  b est  positif  ( a peut  toujours  être  supposé 
tel  ) le  nombre  des  solutions  est  limité. 

En  effet,  on  déduit  de  l'équation,  x=  — . 

a 

Cela  posé,  si  c est  négatif,  quelque  valeur  positive  que  l'on  donne 
à y,  la  valeur  de*  correspondante  sera  négative;  ainsi,  danscecas, 
l’équation  n'admet  aucune  solution. 

Si  c est  positif,  ou  ne  peut  donner  à y des  valeurs  positives  plus 

grandes  que  j,  autrement  x serait  négatif;  d’ailleurs,  à la  plus 

grande  valeur  de  y correspond  la  plus  petite  pour  x,  et  réciproque- 
ment; donc,  etc. 

2°  Toutes  les  fois  que  b est  négatif,  quel  que  soit  le  signe  de  c,  le 
nombre  des  solutions  est  illimité, 

En  effet,  les  formules  *=« — bl,  y = C — }—  at  deviennent. 


lorsqu’on  met  le  signe  de  b en  évidence, 


x = a -j-  bt, 
y = C -J-  af. 


Or,  en  admettant  le  cas  le  plus  défavorable,  celui  où  a et  Csont 
deux  nombres  négatifs,  il  suffit,  pour  que  * et  y soient  positifs,  de 
supposer  à t des  valeurs  positives,  numériquement  plus  grandes  que 
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celles  de  -7  et  -,  Ainsi,  l’on  peut  donner  à t des  valeurs  entières 
b a 

quelconques  au-dessus  de  ces  deux  quotients. 

Dans  l’hypothèse  où  a,  b,  c,  sont  positifs  à la  fois,  on  peut  toujours 
fixer  les  limites  entre  lesquelles  doivent  être  comprises  les  valeurs 
de  l’indéterminée  t.  Il  suffit,  pour  cela,  de  poser,  dans  les  deux  for- 
mules qui  sont  alors 


y=C-| -at,  jf  =5  a — ht, 
les  inégalités  a — bt  0, 

C a 

d’où  l’on  déduit  (n°  105)  t , mais  / j. 

Lorsque  ces  deux  inégalités  ne  s’accordent  pas,  c’est  une  preuve 
que  l’équation  n’admctaucuncsolution  en  nombres  entiers  et  positifs; 
mais  si  elles  s’accordent,  le  nombre  des  valeurs  entières  qu’on  peut 

C OL 

attribuer  à t entre  les  deux  limites ct  )]’  LIl)r'mc  *e  nombre 

total  des  solutions. 


N.  B.  Comme  la  différence  entre  la  limite  supérieure  — et  la  li- 

. „ , . a«  -f-  6?  c . , ,,  , . 

mite  inferieure , est — ou—  (a  cause  de  la  relation 

o ab  ab  ' 


act  bG  = c ) , il  s’ensuit  que  ou  q -]-  1 { q exprimant  la 

partie  entière  du  quotient  do  c par  ab  ),  est  le  xaxuiïm  du  nombre 
total  des  solutions. 


§ II.  Des  Équations  et  problèmes  à trois  ou  à un  plus  grand 
nombre  d’inconnues . 


136,  Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  équations  à trois  incon- 
nues. 

Soit,  pour  premier  exemple,  le  système  de  deux  équations 

8x  + 4y  + 3 = 272.  . . (1), 

«x  -j-  9ÿ  + = e!>6.  . . (2), 

dans  l’une  desquelles  l’inconnue  s est  affectée  d’un  coefficient  égal 
à l’unité.  Commençons  par  l’éliminer. 

Pour  cela,  multiplions  la  première  équation  par  3,  et  retranchons 
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la  seconde  du  résultat;  il  vient  7j  -f-  % — ICO. . . (3),  équation 
qui  peut  remplacer  l’équation  (2). 

Appliquant  à l’équation  (3)  la  première  méthode,  on  trouve 

l T=  1-3/, 

les  deux  formules i y = 81  -f-  7/. 

Reportant  ces  deux  expressions  de  x et 
de  y dans  la  première  équation,  on  obtient 
g(  i _ 8t)  + A ( 81  -f-7/) + s = 272,  ou 
réduisant , s = 6S  13/. 


Les  trois  inconnues  se  trouvent  actuellement  exprimées  en  fonc- 
tion entière  de  l’indéterminée  /.  Ainsi,  en  donnant  à t des  valeurs 
entières  quelconques,  on  en  obtiendra  de  semblables  pour  x,  y,  z ; 
et  ces  valeurs  satisferont  aux  deux  équations  proposées  ; car,  d’après 
ce  qui  vient  d’ctre  dit,  le  système  des  trois  formules  équivaut  aux 
deux  équations. 

Si  l’on  demande  des  valeurs  entières  et  positives  pour  x,  y,  s, 
il  est  évident  que  t ne  peut  être  positif,  car  x serait  négatif;  mais 

» • 81 
on  peut  supposer  / = 0,  — 1,  — 2.  . . , jusqu  a / -y 


ou  — 7 


Faisant  donc  / = 0,  — 1,  — 2, 

-3,  -4,  -8, 

-6,-7, 

| 

f X = 1 , 4 , 7, 

10,  13,  16, 

19, 

22; 

on  trouve.  . . t 

y = 81 , 44,  37 , 

30,  23,  16, 

9, 

2; 

s = 08,  76,  89,  102,  118,  128,  141,  184 


d’où  l’on  voit  que  le  problème  est  susceptible  de  huit  solutions  dif- 
férentes. 

137.  Soient,  pour  nouvel  exemple,  les  équations 
6*  + 7y+4*=122.  . . (1), 
llj:  + 8y  — 6*  = 148.  . . (2). 

Pour  éliminer  a entre  ces  deux  équations,  multiplions  la  pre- 
mière par  3 et  la  seconde  par  2 , puis  ajoutons  les  résultats 

membre  à membre;  il  vient 40.r  + 37y  = 686.  . . (3), 

équation  pour  laquelle  ou  trouve  , d’après  la  première  mé- 

l x = 37/  -J-  9, 

,lole> j y =8  — 40/. 
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Reportant  ces  expressions  de  x et  de  y dans  l'éqnation  (1),  on 

obtient 0(37<  + 9)  + 7 ( 8 — 40/)  -f-  4a  = 122, 

ou , effectuant  les  calculs  et  réduisant,  2a  — 29 t = 6,.,  (4). 

Ici  l’inconnue  a n’est  pas,  comme  les  deux  autres  x et  y,  expri- 
mée en  fonction  entière  de  l’indéterminée  t.  Ainsi,  il  faut  encore 
appliquer  à l’équation  (4)  l’une  des  deux  méthodes  connues. 

On  a pour  les  formules  relatives  à cette  équation, 

Comme  d’ailleurs,  toute  valeur  entière  de  t,  substituée  dans  les 
expressions  de  x et  de  y,  en  donnera  de  semblables  pour  ces 
inconnues  , il  s’ensuit  que , si  l’on  y met  2t'  à la  place  de  t,  on 

obtiendra  les  deux  formules, 

qui,  réunies  à la  suivante z = 29t'  -f-  3, 

comprendront  tous  les  systèmes  de  râleurs  entières  do  x,  y,  s,  propres 
à vérifier  les  équations  proposées. 

Si  l’on  ne  veut  que  des  solutions  directes,  il  est  visible  que  f no 
peut  être  positif,  puisqu’alors  y serait  négatif;  et  t!  ne  peut  être 
négatif,  puisque  z et  x seraient  négatifs.  Mais  l’hypothèse  t'  — 0 
donne  x = 9,  y = 8,  s = 3;  donc  ce  système  est  le  seul  qui  sa- 
tisfasse aux  deux  équations. 

En  résumant  la  marche  précédente,  on  en  conclut  celte  règle  gé- 
nérale : Élimines  Vune  des  inconnues  entre  les  équations  proposées, 
et  cherches  pour  l’équation  résultant  de  cette  élimination , les  formules 
qui  donnent  les  deux  inconnues  qui  y entrent,  en  ponction  entièse 
d’une  indéterminée  t.  Substitues  ces  expressions  dans  l’une  des  équa- 
tions proposées,  ce  qui  donne  une  nouvelle  équation  ne  renfermant  plus 
que  t et  l’inconnue  que  l’on  avait  d’abord  éliminée.  Détermines,  pour 
cette  nouvelle  équation,  les  deux  formules  qui  donnent  les  expressions 
des  deux  inconnues  qui  y entrent,  en  ponction  entiers  d’une  seconde 
indéterminée  t'.  Substitues  enfin  l’expression  de  t dans  celles  des  deux 
premières  inconnues.  Les  valeurs  des  trois  inconnues  se  trouvent 
ainsi  exprimées  en  fonction  entière  de  et  il  ne  s’agit  plus , après 
cela,  que  de  déterminer  pour  t' les  limites  entre  lesquelles  ces  valeurs 
doivent  se  trouver  pour  que  celles  des  inconnues  principales  soient 
entières  et  positives. 

/V.  B.  Toutes  les  fois  que  l’une  des  inconnues  a pour  coefficient 
l’unité  dans  l’une  des  équations,  il  est  plus  simple  d’éliminer  celte 
ALGEBRE.  14 


x = n?-{-  », 
y = 8 — 80<', 


f < = 2 f, 

( * =•29*' + 3. 
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inconnue,  parce  qn’aprcs  avoir  exprimé  les  deux  autres  en  fonction 
entière  d’une  même  indéterminée,  si  l’on  rcporteces  valeursdans  l’é- 
quation où  la  troisième  inconnue  est  affectée  d’un  coefficient  égal  à 
l’unité,  on  obtient  immédiatement  cette  troisième  inconnue  en 
fonction  entière  de  la  même  indéterminée;  ainsi,  dans  ce  cas,  une 
seule  opération  est  suffisante.  Les  deux  équations  du  n°  136  en  ont 
offert  un  exemple. 

138.  Voici  la  marche  qu’il  faut  suivre  pour  trois  équations  h qua- 
tre inconnues  : J près  avoir  éliminé  l'une  det  inconnue t,  on  exprime, 
à l'aide  des  deux  équations  résultantes,  et  d’après  ce  qui  vient  d'être 
dit,  les  trois  autres  inconnues  en  fonctiox  extiebe  d’une  même  indéter- 
minée; et  ion  substitue  ces  valeurs  dans  iune  des  équations  proposées. 
Si,  dans  la  nouvelle  équation,  les  coefficients  des  deux  inconnues  qui  y 
entrent  sont  différents  dciunitè,  on  établit  deux  formules  qui  donnent 
ces  inconnues  en  foxctiox  extièbe  d’une  seconde  indéterminée  ; puis  on 
remplace,  dans  les  expressions  des  trois  premières  inconnues,  la  valeur 
de  la  première  indéterminée  en  fonction  de  la  seconde , et  ion  obtient 
ainsi  les  quatre  inconnues  primitives  en  fotctiox  istièse  de  la  seconde 
indéterminée. 


Même  raisonnement  pour  quatre  équations  à cinq  inconnues,  etc. 
Nous  proposerons,  pour  exercice,  les  questions  suivantes. 
Tboisiese  qcestiox.  Un  tnonnayeur  a trois  sortes  d’argent.  Sur  8 on- 
ces ou  1 marc,  la  première  contient  7 onces  d’argent  fin,  la  seconde 

B™-,  et  la  troisième  4°"-.  Il  veut  faire  un  alliage  de  30  marcs  pesant, 

qui  contienne  6 onces  d'argent  sur  8.  Combien  ( en  nombres  entiers  ) 
doit  il  prendre  de  marcs  de  chaque  sorte  ? 

I*  ==  10,  12,  14,  18,  18, 

y =20,  15,  10  B,  0, 

0,  3,  6,  9,  12, 

c’est-à-dire  cinq  solutions,  en  admettant  0 pour  valeurs  de 
y et  de  s. 

QcATKitKE  qcestiox.  Trouver  trois  nombres  entiers  tels  que  la  somme 
de  leurs  produits  respectifs  par  les  nombres  3,  8,  7,  soit  égale  <<  B60, 
et  que  la  somme  de  leurs  produits  par  les  carrés  0,  25,  49,  soit 
égale  à 2920. 
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CixQtrèM  question.  Trouver  un  nombre  entier  N qui,  étant  divisé 
par  1 1 , donne  le  reste  3;  dirisé  par  19,  donne  le  reste  B ; et  divisé  par 
20,  donne  le  reste  10. 

(Rép.  N = 4128  -J-  8061#,  < étant  entier;  en  sorte  que  4128  \ 
est  le  pins  petit  nombre  entier  absolu  qui  satisfait  à l’énoncé,  / 
Sixième  qcistios.  Trouver  pour  x un  nombre  tel,  que  les  expressions 

3*  — 10  lin +8  16*  — 1 . ,,  . , 

a— — , ! — , , soient  des  nombres  entiers? 

H ' il  ' K ' 


( Rép.  *=211  + 893#.) 

139.  Si,  dans  la  sixième  question  , on  désigne  par  y , s,  et  r,  les 
3*—  10  11*  + 8 16*— 1 


quotients 


17 


on  a ponr  les  équations 


du  problème,  3*  — 10  = 7y,  11*  + 8 = 17x,  16*  — 1 = Se; 
ou  bien,  ....  3*  — ly  = 10,  11*  — 17s  = — 8,  10* — 8e  = 1. 
11  faudrait  donc  appliquer  à ces  équations  la  marche  indiquée  dans 
le  numéro  précédent  pour  trois  équations  à quatre  inconnues.  Mais 
nous  allons  développer  un  moyen  beaucoup  plus  simple  de  détermi- 
ner la  valeur  de  * qui  est  ici  l’inconnue  principale.  Ce  moyen  est 
d’ailleurs  applicable  à toutes  les  questions  du  même  genre. 

D’abord , si  nous  considérons  la  troisième  expression , , 


x | 

elle  revient  à 3*  -( g — ; ainsi,  pour  qu’elle  soit  entière,  il  faut 

et  il  suffit  que  x — 1 soit  un  multiple  de  8. 

Posons  donc  — = t;  il  en  résulte  * = 1 + 8/. 


Toute  valeur  entière  de  (,  substituée  dans  cette  formule,  donnera 
pour  x un  nombre  qui  satisfera  à la  troisième  condition  de  l’énonce. 
Substituons  maintenant  cette  valeur  de  * dans  la  première 


expression , 


3*  — 10 


il  vient 


18#  — 7 


ou 


2# 


1 + 


7' 


d’où  l’on  voit  que  cette  nouvelle  expression  sera  entière  si  l’on 
suppose  #=  7#';  d’ailleurs,  celte  condition  est  nécessaire.  Ainsi, 
pour  que  la  première  et  la  troisième  des  expressions  proposées 
soient  entières,  il  faut  et  il  suffit  que  l’on  ait  * = 1 +8#, 
t étant  de  la  forme  # = 7#';  ce  qui  donne * = 1 + 38#'. 

Porlons  cette  nouvelle  valeur  dans  la  seconde  expression, 

14* 
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ll*  + 8 . 38Sl'+19  , . .SC1  -30 

jy— 5 >1  Tient  ; ou  23* -{- 1 -f  -v— ^ 

Or,  2 est  premier  arec  17  ; donc,  pour  que  la  seconde  expression 
soit  un  nombre  entier  , il  faut  et  il  suffit  que  1 — 3*'  soit  divisible 
par  17. 

l—3f  ..  . 1 — 17<" 

= f , on  en  tire r — - , 


Posant 


17 


ou , effectuant  la  division , 


t'  = — et" 


*"  + 1 


Soit  — ii==  f",  on  obtient <"  = 3*"' — 1, 

d’où  l’on  déduit  *'=  — 6 ( 3*"'  — !)  + <"',  ou  17 + 6. 
Reportant  cette  valeur  dans  l’expression  x = 1 -J-  38*', 
on  obtient,  toute  réduction  faite. 


x = 211  — 898*'". 

Telle  est  la  formule  propre  à donner  toutes  les  valeurs  de  x,  sus- 
ceptibles de  satisfaire  l’énoncé. 

Soit  *"'  = 0,  on  trouve  x = 21 1 : c’est  le  plus  petit  de  tous  les 
nombres  cherchés.  En  supposant  à *'"  des  valeurs  négatives  quelcon- 
ques, on  obtiendrait  les  autres  solutions. 

JV.  B.  Nous  remarquerons  que  S9S,  coefficient  de  *"'  dans  la  for- 
mule, est  le  produit  7 X 17  X 8 des  dénominateurs  des  trois  ex- 
pressions proposées.  Il  serait  aisé  de  se  rendre  compte  de  cette 
propriété  qui  se  modifie  lorsque  les  dénominateurs  nesont  pas  pre- 
miers entre  eux  ; car , dans  ce  cas  , le  coefficient  est  égal  au  multi- 
ple le  plus  simple  des  dénominateurs. 

1-40.  Il  nous  reste  encore  à parler  des  problèmes  dits  plus  qu’in- 
déterminés , c’est-à-dirc  pour  lesquels  le  nombre  des  équations  est 
moindre  de  deux  ou  plusieurs  unités , que  le  nombre  des  incon- 
nues. 

Soit  d’abord  l’équation  à trois  inconnues , ax  -{-  by  es  = d. 
Si  l’on  fait  passer  le  terme  es  dans  le  second  membre , il  vient 

ax  — f-  by  = d — es,  ou  ax  -j-  hy  = c' 

( c'  désignant  la  quantité  d — es,  qu’on  regarde  pour  le  moment 
comme  connue  ). 

Cela  posé,  l’o»  établit  pour  V équation  ax  -J-  by  = c',  les  deux 
formules  x = a — bt,  y = £-J-  at.  Après  quoi , l’o»  remplaça 
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dans  net  S,  c'  par  sa  valeur  d — ex;  alors  x et  y so  trouvent  expri- 
més en  fonction  entière  de  l'indéterminée  t , et  de  la  troisième  incon- 
nue i. 

Soit  proposé,  par  exemple,  de  payer  187  francs  avec  des  pièces 
de  8 fr.,  6 fr.,  et  SO  fr.,  sans  aucune  autre  monnaie. 

Désignons  par  x,  y,  s,  les  trois  nombres  de  pièces  qu’il  faut  don- 
ner de  chaque  sorte  ; on  a l’équatiou 

S*  + 6y  + 20s  = 187, 
qui  revient  à IS-r  — {—  6y  = 187  — 20s  = c'. 

Tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  x , 

c'  — 6y 

on  a x = —2-, 

5 

ou  bien , x = — y ~ -• 

5 

C*  — y t , 

Posant  — —2  = t,  l’on  en  déduit  y = c’  — 8/, 

8 

d’où x = — c'  -J-  6 1. 

Remplaçant,  dans  cesdeux  formules,  c'  par  sa  valeur  187  — 20s, 

. c ( y = 187  — 20s  — 6t, 

) x = — 187  + 20s  -f  6t. 

Tant  que  l’on  admettra  pour  s et  y des  nombres  entiers  positifs 
ou  négatifs,  on  pourra  donner  à s et  à t des  valeurs  tout  à fait  arbi- 
traires ; mais  si  l'on  veut  satisfaire  directement  à l’énonce , la  forme 
même  de  l’équation  proposée,  Ss 6y  -f-  20s  = 187,  prouveque 

s ne  doit  pas  recevoir  de  valeurs  au-dessus  de  ou  9 car 
r 20  20 
autrement , x ou  y serait  négatif. 

Posons  donc  successivement  s = 0,  1,  2,  3, 8,9. 

Si  l’on  fait  s = 0 , les  valeurs  de  s et  de  y 

devie,,neut î y Z “ 187  t II] 

formules  qui  prouvent  quo  t doit  être  > -ÿ-  , mais  -g-  , ou 
1 2 

31  ^ , mais  37  g.  Donc  t peut  recevoir  six  valeurs,  savoir  : 
32,  33,  34,  38,  38,  et  37. 

( = 32,33,34,38,38,37, 
Ainsi,  pour  s=  0,  ona.  . . { x = 8,11,  17,23,29,38, 

y ps,  27,22,  17,12,  7,  2. 
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„ . , ( * = — 167  + 61, 

Soit  s = 1 ; on  trouve < 1 

( y = 107  — 5f; 


„ • -.I67  S . - 107  „„  2 . , 

d ou  t > -g-  ou  27  g , mais  -g—  ou  33  g , ce  qui  donne  en- 
core les  six  valeurs  28  , 29 , 30 , 31 , 32 , et  33. 

!f  = 28,29,30,31,32,33, 
x — 1,  7,13,19,23,31, 
y = 27,22,17,12,  7,  2. 

If  = 23,20,27,28,29, 

* = 3,  9,15,21,27, 
y = 22,17,12,  7,  2. 

I t = 22,23,24,25, 

Pour  3 = 3 < z = 5,  11,  17,23, 

' y = 17,12,  7,  2. 


Pour  3=2,  on  trouverait 


Pour  » = 8,  les  formules  seraient 


( x = — 27  + 6f, 
\ y = 27-5 f. 


d'où  f S — ou  4 — , mais  <"  — ou  5 ü.  Ainsi  f ne  peut  reco- 

— 6 2 o 5 

voir  que  la  valeur  f = 5 ; ce  qui  donne  x = 3 , y = 2. 

Enfin,  à l’hypothèse  3=9,  il  ne  correspond  aucune  solution, 

car  les  formules  deviennent  x = — 7-{-6f,  y = 7 — 5f',  d’où 

7 1 7 1 

f > g ou  1 g , mais  f <[  — ou  1 g j résultats  contradictoires. 


141.  On  toit  assez  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  deux  équations  à 
quatre  inconnues,  trois  équations  à cinq  inconnues.  Cependant , 
nous  donnerons  encore  la  résolution  complète  d’une  question  de  ce 
genre,  pour  faire  voir  comment,  à l’aide  de  quelques  considérations 
particulières , on  parvient  souvent  à simplifier  les  calculs. 

Szrritic  qcistios.  Un  fermier  achète  100  pièces  de  bétail  pour 
100  lovts,  saroir  : des  bœufs  à 10  louis  la  pièce , des  vaches  à 5 louis  , 
des  r eaux  à 2 louis , et  des  moutons  à un  demi-louis.  Combien  a-t-il 
acheté  d'animaux  do  chaque  espèce ? 

Soient  x,  y,  3,  « , les  nombres  cherchés  j on  a les  équations 

IX  -|—  y -j—  3 u =100 

20x-j- 1 0y -f- 4s -J- u =200 . 


x -j-  y -{-  3 -f-  u=100| 

10x+3y+2a -1-5U=100 
2 
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En  retranchant  la  première  équation  de  la  seconde , on  obtient 
1 Ojt— f-9y— J-3s=  100, 

équation  qu’il  faudrait  traiter  comme  dans  le  n°  précédent.  Mais, 
avant  tout , observons  qu’il  est  préférable  d’exprimer  y et  z en  fonc- 
tion entière  de  i ; 1“  parce  qu’il  est  évident  que  x ne  doit  pas  avoir 

de  valeurs  au-dessus  de  ou  8 — ; 2°  parce  que  les  coefficients 

lu  lu 

de  y et  de  x ont  un  facteur  commun;  ce  qui  entraînera  nécessaire- 
ment uuo  condition  propre  à déterminer  les  valeurs  convenables 
de  x. 

D'après  ccs  considérations,  transposons  le  terme  19x;  il  vient 
9y  3a  = 100  — 19*,  ou  bien,  3y  -{-  x = — LHi.  Or, 

il 

puisque  l’on  demande  pour  x,  y,  s,  u,  des  nombres  entiers  et  posi- 
tifs , il  faut  que  soit  entier  et  positif  ; mais  il  n’y  a évi- 

U 

déminent  que  * = 1 et  * = 4 , qui  puissent  satisfaire  à cette  dou- 
ble condition.  Ainsi  déjà,  x ne  peut  avoir  pour  valeurs  que  * = 1 
et  x = 4. 

Soit  * = 1 , il  en  résulte  3y  -j-  s = 27,  ou  . . . s ==  27  — 3y. 
Substituant  ccs  valeurs  do  * et  de  s dans  la  première  des  équa- 
tions proposées , ou  trouve u = 72  -J-  2y. 

La  Ir0  de  ces  deux  formules  montre  que  y ne  peut  pas  être  9 : 
ainsi 

/ y = 0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9. 
pour  ï=1,  on  a / » = 27,24,21,18,15,12,  9,  6,  3,  0, 
I u = 72,74,78,78,80,82,84,86,88,90. 
Soit  x sas  4,  il  vient  3y  -f-  s = 8,  d’où  s = 8 — 3y, 
et  u = 88  -(-  2y. 

L’expression  de  s prouve  que  y no  peut  pas  être  2;  ainsi  pour 
I ï = 0,  1,  î, 
x = 4 , on  trouve  < s = 8 , 5 , 2 , 

| u = 88,  90,  92. 

D’où  l’on  voit  que  la  question  proposée  n’est  susceptible  que  de 
treize  solutions , et  de  dix  , si  l’on  excepte  les  solutions  0. 

N.  B.  Le  moyen  de  simplification  qui  vient  d’étre  indiqué  de- 
vient quelquefois  une  modification  indispensable  à la  méthode 
exposée  n°  140. 

C’est  ce  qui  aurait  lieu , par  exemple , pour  l’équation 
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(Sx  -f  lOy  — 15a  = 11, 

dans  laquelle  on  reconnaît  que  les  trois  coefficients  considérés  deux 
à deux,  ont  un  facteur  commun. 

142.  Le  but  de  l’analyse  indéterminée  du  second  degré  est,  comme 
celle  du  premier  degré,  de  résoudre  en  uorabres  entiers  les  pro- 
blèmes qui  donnent  lieu  à un  nombre  d’équations  moindre  que  celui 
des  inconnues.  Mais  comme,  en  général,  une  équation  du  second 
degrés  deux  inconnues  donne  l’une  d’elles  en  fonction  irrationnelle 
de  l’autre,  il  s’ensuit  que  la  question  consiste,  1°  h déterminer,  pour 
l’une  des  inconnues,  des  valeurs  rationnelles,  qui  aient  la  propriété 
d’en  donner  de  semblables  pour  la  seconde;  2°  à choisir  parmi  les 
valeurs  de  la  première  inconnue  les  valeurs  entières  qui  en  donnent 
de  semblables  pour  la  seconde.  On  conçoit , d'après  cela,  que  l’ana- 
lyse indéterminée  du  second  degré  doit  offrir  de  plus  grandes  diffi- 
cultés que  celle  du  premier  degré.  C’est  en  effet  une  des  théories  les 
plus  difficiles  de  l’analyse  algébrique;  et  clic  sort  tout  à’ fait  des 
éléments.  Nous  renvoyons  , pour  cet  objet,  à la  Théorie  des  nombres 
de  M.  Legendre,  et  à VA Igèbre de  M,  Lhuillier,  ouvrage  dans  lequel 
nous  avons  déjà  puisé  les  énoncés  d’un  grand  nombre  de  problèmes, 
et  où  se  trouve  traitée  une  série  de  questions  du  second  degré  à 
deux  inconnues , dont  les  équations  ne  renferment  que  le  rectangle 
ou  produit  des  inconnues. 


CHAPITRE  V. 

Formation  des  Puissances  et  extraction  des  Racines  d’un 
degré  quelconque. 

Introduction.  — De  même  que  la  résolution  des  équations  du  se- 
cond degré  suppose  connus  les  procédés  de  l’extraction  de  la  racine 
carrée  , de  même,  la  résolution  des  équations  du  troisième,  qua- 
trième. . . . degré,  exige  qu’on  sache  extraire  la  racine  troisième, 
quatrième.  . . . d’une  quantité,  soit  numérique , soit  algébrique. 
( l'oyez  le  n°  2,  pour  la  définition  du  mot  puissance  et  du  mot 
racine.) 
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L’élcvation  aux  puissances,  l’extraction  des  racines  de  degré 
quelconque,  et  le  calcul  des  radicaux  feront  l’objet  principal  de 
ce  nouveau  chapitre , qui , avec  le  premier  et  une  partie  du  troi- 
sième, constitue  l’ensemble  des  opérations  que  l’on  peut  avoir  à 
effectuer  sur  des  nombres  exprimés  algébriquement. 

Quoiqu’une  puissance  quelconque  d'un  nombre  puisse  s’obtenir 
d’après  les  règles  de  la  multiplication,  soit  arithmétique , soit  algé- 
brique, cependant  cette  puissance  est  assujettie  à une  loi  de  compo- 
sition qu’il  faut  connaitre  lorsqu’on  veut  retenir  de  la  puiatance  à ta 
racine.  Or , comme  la  loi  de  composition  du  carré  d’une  quantité 
numérique  ou  algébrique  est  fondée  (nn  86)  sur  l’expression  du 
carré  d’un  binôme  ; de  même  la  loi  relative  à une  puissance  de 
degré  quelconque  se  déduit  de  l’expression  d’une  puissance  de  même 
degré  d’un  binôme.  C’est  donc  par  la  détermination  du  développe- 
ment d’une  puiatance  quelconque  d’un  binôme  que  nous  devons  com- 
mencer cette  nouvelle  théorie. 

§ Ier.  Binôme  de  Newton,  et  conséquences  qui  en  dérivent. 

143.  Si  l’on  fait  le  produit' de  plusieurs  binômes  égaux 
on  parvient  aux  résultats  suivants  : 

( x -f-  a )'  = x + a, 

( x -j-  a )’  = x1  -f-  2ax  -f-  o’ , 

( x -[—  a )s  = a;3  — {—  30^”  -j-  3a’j  -J-  «3 , 

( x -J-  a )4  = x4  -j-  \axl  -J-  6a’x’  -j-  4a*x  -j-  a'< , 

( x -f-  a )*  = x5  -|—  8 ax’>  -j-  lOa’j3  -f-  10a3xJ  -j-  8a'*j  -j-  a*. 

En  jetant  les  yeux  sur  ces  différents  développements,  on  recon- 
naît aisément  une  loi  suivant  laquelle  ils  procèdent,  quant  aux  ex- 
posants de  x et  de  a;  il  n’en  est  pas  de  même  pour  les  coefficients. 
Cependant  Newton  , célèbre  géomètre  anglais,  est  parvenu  à en 
découvrir  une  au  moyen  de  laquelle,  le  degré  d’une  puissance  d’un 
binôme  étant  donné,  on  peut  former  celte  puissance  sans  être 
obligé  de  passer  d’abord  par  toutes  les  puissances  inférieures.  Il  n’a 
laissé  aucune  trace  des  raisonnements  qui  avaient  pu  l’y  conduire; 
mais  depuis,  on  a constaté  d’une  manière  rigoureuse  l’existence  de 
•ette  loi.  De  toutes  les  démonstrations  counues,  la  plus  élémentaire 
est  celle  qui  se  trouve  fondée  sur  la  Théorie  de»  combinaisons.  Tou- 
tefois, comme  elle  est  encore  assez  compliquée,  nous  commence- 
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rons,  pour  en  «implifier  l'exposition,  par  résoudre  quelques  pro- 
blèmes relatifs  aux  combinaisons  ; d'où  il  sera  facile  ensuite  de 
déduire  la  formule  du  binôme,  ou  le  développement  d'une  puis- 
sance quelconque  d’un  binôme. 

144.  Notions  préliminaires. — On  sait  déjà  {Arith.,  n°  137)  que  le 
produit  d’un  nombre  n de  facteurs  a,  b,c,  d.  . . , ne  change  pas  , 
dans  quelque  ordre  qu’on  effectue  leur  multiplication.  Or,  on  peut 
se  proposer  do  déterminer  le  nombre  total  des  manières  dont  ces 
différentes  lettres  sont  susceptibles  d’être  disposées  les  unes  à la 
suite  des  autres.  Les  résultats  qui  correspondent  à chaque  disposi- 
tion que  l’on  fait  subir  à ces  lettres , se  nomment  permutations. 

C’est  ainsi  que  deux  lettres  a et  A donnent  un  produit  unique  ab, 
mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  ba. 

De  même,  les  trois  lettres  a,  b,  c,  donnent  un  produit  unique 
abc,  mais  fournissent  les  six  permutations  abc,  acb , cab,  bac, 
bca , cba. 

Soit  maintenant  un  nombre  m do  lettres  a,  b,  c,  d,  e.  . . ; si  on 
les  dispose  les  unes  à la  suite  des  autres,  2 à 2 , 3 à 3,  4 à 4.  . ., 
dans  tous  les  ordres  possibles,  de  manière  toutefois  que,  dans  chaque 
résultat  , le  nombre  des  lettres  soit  moindre  que  celui  des  lettres 
données,  on  peut  demander  l’expression  du  nombre  total  des  résul- 
tats que  l’on  obtient  ainsi.  Ces  résultats  sont  ce  qu’on  appelle  des 
arrangements. 

Ainsi , ab,  ne,  ad,  . . ba,  bc,  bd,  ...  ca , ch,  cd,  . . sont  des 
arrangements  3 à 3 des  m lettres. 

De  même,  abc,  abd,  . . bac , bad , . . acb,  acd,  . , sont  des 
arrangements  3 à 3.  . . 

Enfin,  lorsqu’on  dispose  ainsi  les  lettres  les  unes  à la  suite  des 
autres  , 2 à 3,  3 à 3 , 4 à 4.  . . , on  peut  exiger  que  deux  quel- 
conques des  résultats  que  l’on  forme  ne  soient  pas  composés  des 
mêmes  lettres,  c’est-à-dire  qu’ils  diffèrent  entre  eux  au  moins  par 
Tune  des  lettres;  et  l’on  peut  demander  alors  le  nombre  total  des 
résultats  qu’on  obtient  ainsi.  Dans  ce  cas,  les  résultats  prennent  le 
nom  de  combinaisons. 

Ainsi,  ab,  ac,  bc,  . . ad,  bd,  . . sont  des  combinaisons  3 à 3,  en 
tant  que  deux  quelconques  des  résultats  diffèrent  au  moins  par  l’une 
des  lettres. 

De  même,  abc,  abd,  . . acd,  bed,  . . sont  des  combinaisons 
3 A 3.  . . 
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Il  existe  donc  une  différence  essentielle  dans  la  signification  des 
mots  permutation,  arrangement , et  combinaison. 

On  donne  le  nom  de  pessltatioss  aux  résultats  qu’on  obtient  en  dis- 
posant les  unes  à la  suite  des  autres,  et  dans  tous  les  ordres  possibles  , 
«a  nombre  déterminé  de  lettres,  de  «lanière  que  toutes  les  lettres  entrent 
dans  chaque  résultat , et  que  chacune  n’y  entre  qu’une  fois. 

Le  nom  d’AHHAXGEiiitTS  s'applique  aux  résultats  qu’on  obtient  en  dis- 
posant les  unes  à la  suite  des  autres  , et  dans  tous  les  ordres  possibles, 
2à2,  3à3,  -h  i\  h.  . . . nàn,  un  nombre  m de  lettres  ; mêlant 
n,  c’est-à-dire  le  nombre  des  lettres  qui  entrent  dans  chaque 
résultat  étant  moindre  que  le  nombre  total  des  lettres  considérées. 
Si  cependant,  on  supposait  n = m,  les  arrangements  nàn  de- 
viendraient do  simples  permutations. 

Enfin , on  appelle  comuiaisoms  les  arrangements  dont  deux  quelcon- 
ques different  entre  eux  au  moins  par  l'une  des  lettres  qui  y entrent. 

Il  est  important  que  les  élèves  se  pénètrent  bien  de  ces  défini- 
tions , pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  suivants. 

143.  PisaiEH  phoblf.se.  Déterminer  le  nombre  total  des  pEaxuïATioxs 
dont  n lettres  sont  susceptibles. 

D’abord,  deux  lettres  a et  b donnent  évidemment  les  deux  permu- 
tations ab  et  ba.  Ainsi , U nombre  des  permutations  de  deux  lettres 
est  2 , ou  I X 2. 

Soient  actuellement  3 lettres,  a,  b , c.  Mettons  à part  une  quel- 
conque de  ces  lettres,  c par  exemple,  et  écrivons  à la  droite  des  deux 
arrangements  ab  et  ba  que  donnent  les  deux  autres  , la  lettre  c ; il 
en  résulte  les  deux  permutations  de  trois  lettres  , abc,  bac.  Or, 
comme  on  peut  ainsi  mettre  à part  chacune  des  trois  lettres,  il  s'en- 
suit que  le  nombre  total  des  permutations  de  trois  lettres  est  égal  à 
2X3,  ou  1X^X3  (*J. 

En  général , soit  un  nombre  n de  lettres,  a,  b,  c,  d.  . . , et  sup- 
posons déjà  connu  le  nombre  total  des  permutations  de  ( n — 1 ) let- 
tres, nombre  que  nous  désignerons  par  Q. 

Considérons  à part  une  des  n lettres,  et  écrivons  celte  lettre  à la 
droite  de  chacuue  des  Q permutations  que  donnout  les  ( n — 1 ) 


O La  place  que  bous  «vont  assignée  A la  lettre  c par  rapport  sus  arrangemens  ab , ba, 
est  de  purs  convention.  Nous  aurions  pu  également  convenir  de  faire  occuper  A la  lettre  c 
la  première  place  A gauche , ou  même  de  l’ccrire  entre  les  lettres  a et  6 ou  6 c L n , mais 
cette  place  une  fois  assignée  , elle  doit  rester  invariabts  pour  toutes  les  permutations  A 
exécuter  ; sans  quoi  d eu  résulterait  des  répétitions. 
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autres  lettres,  il  en  résulte  Q permutations  de  » lettres,  terminées 
par  la  lettre  que  l’on  avait  d’abord  isolée.  Or,  comme  on  peut  ainsi 
mettre  à part  chacune  des  n lettres,  il  s’ensuit  que  le  nombre  total 
des  permutations  de  n lettres  est  égal  à . . . . Q X ”• 

Soit  » = 2,  Q désigne  alors  le  nombre  des  permutations  qu’une 
seule  lettre  peut  donner  ; donc,  Q = 1 , et  il  vient , dans  ce  cas 
particulier , Q X “ — 1 X 2. 

Soit  « = 3,  Q exprime  alors  le  nombre  des  permutations  de 
(3  — 1 ),  ou  de 2 lettres,  et  est  égala  1X2.  Ainsi , Q X n so 
réduit  à 1 X 2 X 3. 

Soit  encore  n = 4 , Q désigne , dans  ce  cas,  le  nombre  des  per- 
mutations de  3 lettres,  et  est  égal  à 1 X 2 X 3*  Donc , Q X ” de- 
vient 1 X 2 X 3 X 

On  voit  donc  que  la  formule  Q X n renferme  tous  les  cas  parti- 
culiers du  problème  proposé.  Ainsi,  en  reprenant  les  raisonnements 
ci-dessus,  ou  peut  résoudre  immédiatement  le  cas  général , sauf  à 
en  déduire  ensuite  tous  les  cas  particuliers. 

146.  Secosd  FH01H.ESE.  Un  nombre  m de  lettres  a,  b,  c,  d,  . . étant 
donné , déterminer  le  nombre  total  des  arsasgesevts  n à n,  que  l'on 
peut  former  avec  ces  m lettres,  m étant  supposé  plus  grand  que  n. 

Pour  résoudre  sur-le-champ  cette  question  générale,  supposons 
déjà  connu  le  nombre  total  des  arrangements  («  — 1 ) à ( n — 1 ) 
que  l’on  peut  faire  avec  les  m lettres;  et  désignons  ce  nombre 
par  P. 

Considérons  un  quelconque  de  ces  arrangements  et  écrivons  à 
sa  droite  chacune  des  lettres  qui  n’y  entrent  pas  et  dont  le  nombre 
est  nécessairement  m — ( » — 1 ) ou  m — » -j-  1 ; il  est  évident 
que  l’on  formera  ainsi  un  nombre  m — n -j-  1 d’arrangements  do 
n lettres,  différant  tous  entre  eux  par  la  dernière  lettre. 

Considérons  un  nouvel  arrangement  de  » — 1 lettres , et  écri- 
vons à sa  droite  les  m — « -j-  1 lettres  qui  n’en  font  pas  partie; 
nous  obtiendrons  encore  un  nombre  m — « -j-  1 d’arrangements 
de  n lettres,  différant  tous  entre  eux  et  différant  des  précédents  , au 
moins  par  la  disposition  d’une  des  » — l premières  lettres.  Comme 
d’ailleurs  ou  peut  considérer  à part  chacun  des  P arrangements 
(n  — 1)  à (»  — 1),  et  écrire  successivement  à sa  droite  les 
1 autres  lettres , il  s’ensuit  que  le  nombre  total  des  ar- 
rangements de  »*  lettres  n à n,  est  exprimé  par 
P ( m — » -f-  1 ). 
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Veut-on  maintenant  trouver , comme  caj  particulier , le  nombre 
total  de»  arrangements  de  m lettres  2 à 2,  3 à 3,  4 à 4.  . . .? 

Faisons  » = 2 , d’où  m — = m — 1;  P exprime  dans 

ce  cas  le  nombre  total  des  arrangements  (2  — l)à(2  — 1 ) , ou 
1 à 1 , et  est , par  conséquent , égal  à m ; donc  , la  formule  devient 
m ( m — 1 ). 

Soit  « = 3,  d’où  m — n 1 = »i  — 2;  P exprime  alors  le 
nombre  des  arrangements  2 à 2,  et  est  égal  à m (m  — 1 );  donc,  la 
formule  devient  m ( m — 1 ) ( m — 2 ). 

Soit  encore  » = 4 , d’où  m — n -j-  1 = m — 3;  P exprime  le 
nombre  des  arrangements  3 à 3,  ou  est  égal  à m ( m — 1 ) ( m — 2 ); 
donc  la  formule  devient  m ( »»  — 1 ) ( m — 2 ) ( m — 3 ).  Et  ainsi 
de  suite. 

JV.  B.  D’après  la  manière  dont  les  cas  particuliers  ont  été  déduits 
de  la  formule  générale,  P (m  — n 1 ) , on  peut  conclure  que 
cette  formule  développée  revient  à 

m ( m — 1 )(*»  — 2 ) ( m — 3).  . . . ( m — n -j-  1 ) ; 

c’est-à-dire  qu’elle  se  compose  du  produit  des  n nombres  consécutifs  et 
décroissants , qui  se  trouvent  compris  depuis  in  inclusivement  jusqu’à 
m — (n  — 1),  ou  m — n-{-l,  aussi  inclusivement. 

Cela  posé  , il  est  facile  de  déduire  do  celte  formule  développée, 
la  formule  du  n°  précédent,  c’est-à-dire  la  valeur  de  Q X n aussi 
développée. 

En  effet,  on  a vu  (n°  144)  que  les  arrangements  deviennent  des 
permutations  lorsqu’on  suppose  le  nombre  des  lettres  qui  entre  dans 
chaque  arrangement,  égal  au  nombre  total  des  lettres  considérées. 

Ainsi,  pour  passer  dti  nombre  total  des  arrangements  de  m lettres 
n à n , au  nombre  de  permutations  de  » lettres , il  n’y  a qu’à  fairo 
dans  le  développement  ci-dessus , »i  = n ; ce  qui  donne 

n(n  — l)(it  — 2)(«  — 3).  ...1. 

Renversant  l’ordre  des  facteurs  et  observant  que  le  dernier  facteur 
étant  1 , l'avant-dernier  est  2 , le  précédent  3.  . , on  obtient , 

pour  le  développement  de  Q X n > 

1.2. 3. 4 (n  — 2)  (n  — 1)**> 

expression  dont  les  facteurs  ne  sont  autre  chose  que  les  nombres 
entiers  consécutifs,  compris  depuis  1 inclusivement  jusqu’à  n in- 
clusivement. 
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147.  Tsoistkaï  VROEitïE.  Déterminer  le  nombre  total  de S combinai- 
sons différentes  que  l'on  peut  former  arec  m lettres  prises  n à n. 

Désignons  par  X le  nombre  total  des  arrangements  n à n que  l’on 
peut  former  avec  m lettres,  par  Y le  nombre  des  permutations  dont 
n lettres  sont  susceptibles  , enfin  , par  Z le  nombre  total  des  combi- 
naisons différentes  non,  nombre  qu’il  s’agit  de  déterminer. 

Il  est  évident  que,  pour  obtenir  tous  les  arrangements  possibles 
de  m lettres  n à n,  il  suffirait  de  faire  subir  aux  n lettres  de  chacune 
des  Z combinaisons  toutes  les  permutations  dont  ces  lettres  sont  sus- 
ceptibles. Or,  une  seule  combinaison  de  n lettres  donne,  par  hypo- 
thèse, Y permutations;  donc  , Z combinaisons  de  n lettres  doivent 
donner  Y XI  arrangements  « à a ; et  comme  on  a d’ailleurs  dé- 
signé par  X le  nombre  total  des  arrangements , il  s’ensuit  que  les 
trois  quantités  X,  Y,  Z,  sont  liées  entre  elles  par  la  relation.  . . . 

X = Y X ^ J d’où  l’on  déduit  Z = 


Mais  on  a trouvé  (n°  146) 

X æ P ( m — * -f-  1 ) , 

et  (n°  145)  Y = Q X n. 

Donc  enfin,  Z = lLm  ~ ” + 1 > = l X .*  *±i. 

Q X » Q » 

Comme  P exprime  le  nombre  total  des  arrangements  ( n — 1 ) à 
( n — 1 ),  que  Q exprime  le  notnbro  total  des  permutations  de 

P 

( n — 1 ) lettres,  il  s’ensuit  que  - exprime  le  nombre  des  combi- 
naisons différentes  de  m lettres  (n  — 1 ) à ( n — 1 ). 

D’après  cela,  soient  demandés , comme  cas  particuliers,  les  nom- 
bres de  combinaisons  2 à 2,  3 à 3,  4à4  .-.  . 

P 

Faisons  » = 2 , auquel  cas,  exprimant  le  nombre  des  com- 
binaisons (2  — 1 ) à ( 2 — 1 ),  ou  1 à 1 , est  égal  à m;  la  formule 


ci-dessus  devient  m X 


m — 1 


p 

Faisous  » = 3,  auquel  cas  — exprime  le  nombre  des  combinai- 

„ . _ . m ( m — 1),, 

sons  2 a 2 , ou  est  égal  a — ! — } la  formule  devient  .... 

2 


m (m  — 1 ) ( m — 2) 

T.  2. 3 
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r>.  . . « . « ( ut  — 1 ) ( ro  — 3 ) ( «I  — 3 \ 

On  trouverait  de  meme  — — r — f pour 

1 *2*3.4 

le  nombre  des  combinaisons  4 à 4,  etc...;  et  en  général,  pour  le 
nombre  des  combinaisons  nnn , on  a 


m ( »*  — 1 ) ( m — 2 ) ( m — 3 ) . . . ( m — « -{-  1 ) . 

1.2. 3. 4. 8 { n — 1 )n  ’ 


c’est  l’expression 


P(tn  — n -}-  1 ) 

Q X » 


développée. 


N.  B.  Celle  dernière  expression  n’a  aucune  signification  lors- 
qu’on y suppose  n = 1 ; et  cela  tient  à ce  qu’elle  ne  donne  un  cer- 
tain nombre  de  combinaisons  inconnu  qu’en  fonction  d’un  autre 
nombre  de  combinaisons  déjà  déterminé;  or,  les  combinaisons  les 
plus  simples  sont  les  combinaisons  une  à une  dont  le  nombre  est  m. 
Ce  n’est  donc  qu'à  partir  de  n = 2 que  la  formule  est  applicable. 

148.  Démonstration  de  la  formule  du  binôme.  Pour  découvrir  plus 
aisément  la  loi  du  développement  de  la  puissance  du  binôme 
x -{-  a,  nous  commencerons  par  observer  la  loi  du  produit  de  plu- 
sieurs binômes  x -\ -a,  * -{-  6,  * -j-  c,  x d . . . , ayant  un 
premier  terme  commun  , et  dont  les  seconds  termes  sont  différents. 
(Cet  artifice  a pour  but  d’empêcher  la  réduction  des  termes  sembla- 
bles.) 


x + a 
x -}-  b 


1er  produit.  . . — )—  o 

+ b 1 
x -f-  c 

x — j—  ab 

2mo x3  -J-  a 

+ c 
X -J—  d 

x‘  -j-  ab 
•-{-  ac 
-j-  bc 

x -f-  abc 

S"* x4-l-  a 

x3  -j-  ab 

x*  — j-  abc 

+ b 

— j—  ac 

-f  abd 

+ c ! 

+ ad 

acd 

d 

-f  bc 
+ bd 
cd  i 

+ bed 

% I 
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Ces  multiplications  étant  effectuées  d’après  les  règles  ordinaires 
de  la  multiplication  algébrique,  on  reconnaît  sur  les  trois  produits 
qui  précèdent,  la  loi  suivante  : 

1°  Par  rapport  aux  exposants,  l’exposant  de  x est  d’abord  égal 
nu  nombre  des  binômes  multipliés.  Cet  exposant  diminue  ensuite 
d’une  unité  d’un  terme  au  suivant , jusqu’au  dernier  terme,  où  il 
est  égal  à zéro. 

2°  Par  rapport  aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  x , le 
coefficient  du  premier  terme  est  l’unité;  le  coefficient  du  second 
terme  est  égal  à la  somme  des  seconds  termes  des  binômes;  le  coef- 
ficient du  troisième  terme  est  égal  à la  somme  des  produits  diffé- 
rents de  ces  mêmes  seconds  termes  multipliés  deux  à deux  ; le  coef- 
ficient du  quatrième  terme  est  égal  à la  somme  des  produits  différents 
trois  à trois.  En  nous  laissant  conduire  par  l 'analogie,  nous  pouvdns 
dire  que  le  coefficient  d’un  terme  qui  en  a » avant  lui  est  égal  à la 
somme  des  produits  différents  n à «des  seconds  termes  des  binômes. 
Enfin  , le  dernier  terme  est  égal  au  produit  des  seconds  termes  des 
binômes. 

Pour  nous  assurer  si  cette  loi  de  composition  est  générale  , sup- 
posons qu’elle  soit  déjà  reconnue  vraie  pour  le  produit  d’un  nombre 
tn  de  binômes , et  voyons  si  elle  a lieu  lorsqu’on  introduit  un  nou- 
veau facteur  dans  le  produit. 

Soit  donc 

. . . -j-U, 

le  produit  de  ut  facteurs  binômes  (N-r"-*  représente  un  terme  qui 
en  a n avant  lui , et  Mx"-" *+■*  celui  qui  le  précède  immédiate- 
ment.) 

Soit  d’ailleurs  x -j-  K le  nouveau  facteur  introduit  ; on  a,  pour 
lo  produit. ordonné , 

A|x"-j-B  x"*— *-{-C  x’*-’ -f- N xm~*+‘  -f-  . . . 
-fK|  -j- AK  -{-BR  -f  MK  -j-DK. 

Déjà , la  loi  des  exposants  est  évidemment  la  même. 

Quant  aux  coefficients  , 1°  celui  du  premier  terme  est  l’unité  ; 

2”  A -j-  K , ou  le  coefficient  de  x",  est  aussi  la  somme  des  seconds 
t ermes  des  ( m — {—  1 ) binômes  ; 

3°  B est,  par  hypothèse , égal  à la  somme  des  produits  différents 
2 à 2 des  seconds  termes  des  m premiers  binômes;  AK  exprime  la 
somme  des  produits  de  chacun  des  seconds  termes  des  m premiers 
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binômes,  multiplié  par  le  nouveau  second  termeK;  donc,  B-{-  AK 
est  encore  la  somme  des  produits  differents  deux  à deux  des  seconds 
termes  des  ( m -p  1 ) binômes. 

En  général , puisque  N exprime  la  somme  des  produits  n à n des 
seconds  termes  des  m premiers  binômes,  et  que  B1K  représente  la 
somme  des  produits  («  — 1 ) à ( n — l)de  ces  seconds  termes  , 
multipliés  par  le  nouveau  second  terme  K , il  s’ensuit  que  N -j-  MK, 
ou  le  coefficient  qui , dans  le  polvnome  de  degré  ( m -f-  1 ) , en  a 
n avant  lui , est  égal  à la  somme  des  produits  différents  n à n des  se- 
conds termes  des  ( m -j-  1 ) binômes.  Le  dernier  terme  ÜK,  est  d'ail- 
leurs égal  au  produit  des  ( m -j-  1 ) seconds  termes. 

Ainsi,  la  loi  de  composition , supposée  vraie  pour  le  produit  d’un 
nombre  m de  binômes,  l’est  aussi  pour  un  nombre  ( m -)-  1 ) ; donc, 
elle  est  générale. 

Concevons  actuellement  que , dans  le  produit  effectué  de  m fac- 
teurs binômes , x-f-  a,  x-j~b,  jt  — }—  c , x-\-d,  . . . . on  fasse 
a=b— c = d....,  l’expression  indiquée  de  ce  produit 
(sr-j-o)  (x  b)  [x-\-c)  (*-}-</)...  sc  change  en  ( x -J-  a )m. 

Quant  à son  développement  , les  coefficients  étant 

a — j-  b — j—  c — j—  d-j—  ■ • . , ab  — J—  ac -j—  ad  -j— . • . , abc  abd  — j—  acd  —J— 

1°  le  coefficient  de  xm~l 1 , ou  a -{-  b -|-  c -(- , devient 

a — a -j—  a — {—  ■ . . , c’est-à-dire  a pris  autant  de  fois  qu’il  y a de 
lettre^ a,  b,  c . . . , et  se  réduit , par  conséquent  , à ma. 

2°LecoefficientdeT"-3,  ouat-(-nc-j-...,se  réduit  à a1  -j-a’-j-a’... 
ou  bien,  à autant  de  fois  a’  que  l’on  peut  former  de  combinaisons 
différentes  avec  m lettres  multipliées  2 à 2 , ou  bien  enfin  (n°  147) , 


3°  Le  coefficient  de  xf*~ 3 se  réduit  an  produit  de  a 3 multiplié  par 
le  nombre  de  combinaisons  différentes  de  m lettres  prises  3 à 3,  ou 


bien,  à m . 


m — 2 

' 3 


n3  ; et  ainsi  de  suite. 


En  général , si  l’on  désigne  par  Nj"- * le  terme  qui  en  a un  nom- 
bre »i  avant  lui , le  coefficient  N qui , dans  l’hypothèse  où  les  seconds 
termes  des  binômes  sont  différents,  est  égal  à la  somme  de  leurs  pro- 
duits n à « , se  réduit , lorsqu’on  les  suppose  tous  égaux,  à an  mul- 
tiplié par  le  nombre  des  combinaisons  différentes  que  peuvent  don- 
ner m lettres  prises  n à n.  Ainsi  (n°  147) , 
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N ==  p ( m — " +JJ,  B.. 
Q X n 


Donc  enfin,  l’on  a la  formule 


. m — 1 . . 

( a a )*  = + ♦mo***-’  «-f-  m — a'**— 


+ < 


trt  ■ — 1 m — 2 


2 

. P(«n--»-f-l  )„, 

Q.n 


,+0«. 


149.  Pour  peu  que  l’on  jette  les  yeux  sur  les  différents  termes  de 
ce  développement,  on  reconnaît  une  loi  simple  d’après  laquelle  un 
coefficient  de  rang  quelconque  se  forme  au  moyen  du  coefficient 
précédent. 

Le  coefficient  d'un  terme  de.  rang  quelconque  se  forme  en  multipliant 
le  coefficient  du  terme  précédent  par  l’exposant  de  x dans  ce  terme,  et 
divisant  le  produit  par  le  nombre  des  termes  qui  précèdent  celui  que 
l’on  considère. 

, , V (m  — « -{-  1 ) _ . , 

En  effet,  prenons  le  terme  général,  Q n ° * ' 0n 

l'appelle  terme  général,  parce  qu’en  faisant  successivement 
« =2,  3,  4.  . . on  peut  en  déduire  tous  les  autres  ) j le  terme  qui 

p 

le  précède  d’un  rang  est  évidemment  - „«-■*»-»-*-« , puisque 
(b0147)  — exprime  le  nombre  do  combinaisons  (n  — 1 ) ô(« — 1). 

Or,  on  voit  que  le  coefficient  **  ^ "*  ” ^ est  égal  au  coeffi- 

cient ^ qui  le  précède  , multiplié  par  ( m — n 1 ),  exposant  de 

x dans  ce  terme,  et  divisé  par  «,  nombre  des  termes  qui  précèdent 
celui  que  l’on  considère.  C’est  dans  celte  loi,  due  à Newton,  que 
consiste  principalement  la  formule  du  binôme.  Elle  sert  à dévelop- 
per une  puissance  particulière,  sans  qu’on  soit  obligé  d’avoir 
recours  à la  formule  générale. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  développer  ( ir-(-o)r,.On  trouvera, 
d’après  celte  loi, 

( x-J-  a )6  = xs  -|-6ejs-}-  l'ôa,xt  -j-20as.*3-|-  lBoij1  -j-Co!a;-j-  a6. 
Après  avoir  formé  les  deux  premiers  termes,  ce  qui  n’offre 
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aucune  difficulté,  d’après  les  termes  de  la  formule  générale 
Xm  -j-  maxm~'  on  multiplie  6,  coefficient  du  second  terme, 

par  S,  exposant  de  x dan*  ce  terme , puis  on  divise  le  produit  par 
2,  ce  qui  donne  15  pour  coefficient  du  troisième  terme.  Pourobte- 
nircelui  du  quatrième,  on  multiplie  15  par  4,  exposant  de»  dans 
le  troisième  terme,  et  ou  divise  le  produit  par  3,  nombre  des  termes 
qui  précèdent  le  quatrième,  ce  qui  donne  20  ; et  aiusi  de  suite,  pour 
tous  les  autres  termes. 

On  trouverait  pareillement 

(i-f  #)'"=*'»+  10a»?  -}-  45 o\rs  + 120a’»7  + 210a<»« 

4*  258a5»5  -f  210«c*4  -f.  120a?»î4-45ali»*  4-  lOa^-f-o” 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  manière  de  développer  les  puis- 
sances des  expressions  algébriques. 

Conséquences  delà  formule  du  binôme  et  de  la  théorie  des  combinai- 
sons. 

160.  Première  conséquence.  — L’expression  (x  -f-  a)"1,  étant  com- 
posée de  la  même  manière  en  a et  en  r,  la  même  chose  doit  avoir 
lien  pour  son  développement;  donc,  si  ce  développement  renferme 
un  terme  de  la  forme  Ko"»"-*,  il  doit  en  avoir  un  autre  égal  à 
ou  Ka*’—"*".  Ces  deux  ternies  y sont  évidemment  à égale 
distance  des  deux  extrêmes  : car  le  nombre  des  termes  qui  précèdent 
un  terme  quelconque  étant  marqué  par  l'exposant  de  a dans  ce 
terme,  il  s’ensuit  que  le  terme " en  a n avant  lui,  que  le  terme 
K «— * s’enn  un  nombre  ni  — n avnnt  lui  , et  par  conséquent  n 
après  lui  ( puisque  le  nombre  total  des  termes  est  ws  1 ). 

Ainsi,  dans  le  développement  de  toute  puissance  d'un  binôme,  les 
coefficients  à égale  distance  des  deux  extrêmes  sont  égaux  entre  eux. 

A’.  S.  Dons  les  termes  Ko"»"-*,  Ka“— "x",  les  deux  coefficients 
expriment  les  nombres  de  combinaisons  différentes  n à » et  m — n 
à m — n,  que  l’on  peut  former  avec  m quantités;  ainsi,  l’on  peut 
encore  conclure  que  le  nombre  de  combinaisons  différentes  de  m quan- 
tités n à n,  «s(  égal  au  nombre  de  combinaisons  ( m — n ) à ( m — n ) 
de  ces  mêmes  quantités. 

Par  exemple,  douze  quantités  combinées  5 à 5 donnent  le  même 
nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quanti  tés  combinées  ( 12  — 5) 
à ( 12  — 5),  ou  7 à 7.  Cinq  quantités  combinées  2 à 2,  donnent  le 

15* 
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meme  nombre  de  combinaisons  que  cinq  quantilés  combinées 
(5—  2)  à (3  —2),  ou  3 a 3. 

151.  — Seconde  conséquence.  Si,  dans  la  formule  générale 

. , , m — 1 . 

(x-pa)~  = :r"-|-  max”~‘  -j-  m — - — a’x"*- ’ -f~  etc., 

2s 

on  suppose  * = 1,  a = 1,  elle  devient 

....  « . , , m — 1 , »i — 1 m — 2 . 

( l + l)"ou2~=  1-fm-f»» — {-  m — g— •— 3 H etc<  i 


c’est-à-dire  que  la  somme  des  coefficients  des  différents  termes  de  la 
formule  du  binôme  est  égale  à une  puissance  de  2,  d’un  degré  marqué 
par  in. 

Ainsi,  dans  la  formule  particulière 

( x-j-  a)s  = x5  5ax4 -j-  lOa’x3  lOa’x’  -{-  So^x  -{-  n5, 

la  somme  1 -(-  15  10  — {—  10  — {—  5 — f—  1 des  coefficients  est  égale  à 

25  ou  32.  Dans  la  dixième  puissance  développée  n°  149,  la  somme 
des  coefficients  est  égale  à 2'°  ou  1024. 

152.  — Troisième  conséquence.  5»  l'on  a une  suite  de  nombres  dé- 
croissant d’une  unité  d'un  terme  A l’autre,  dont  le  premier  soit  m et  le 
dernier  m — p (»«  etp  sont  des  nombres  entiers),  que  l’on  fasse  un  seul 
produit  de  tous  ces  nombres , ce  produit  est  divisible  par  le  produit  de 
tous  les  nombres  entiersdepuis  1 jusqu’àp-j- 1.  C’est-à-dire  que  l’ona 


m ( m 1 ) ( m — 2)  (m  — 3 )...(>«  — p) 

î . 2 . 3 . 4 </>+!) 

égal  à un  nombre  entier.  En  effet,  il  résulte  de  ce  qui  a été  dit  au 
numéro  147,  que  cette  expression  représente  le  nombre  des  combi- 
naisons différentes  (^j  -j-  1 ) à ( p -j-  1 ),  qu’on  peut  former  avec  m 
lettre!!.  Or,  ce  nombre  de  combinaisons  doit  être,  par  sa  nature,  un 
nombre  en  lier  ; donc  l’expression  ci-dessus  est  nécessairement  un 
nombre  entier. 

Nous  engageons  les  élèves  à rechercher  de  cette  propriété,  une 
démonstration  indépendante  de  la  Théorie  des  combinaisons  ou 
de  la  formule  du  binôme,  en  les  prévenant  toutefois  que  la  ques- 
tion , assez  facile  à traiter  pour  les  premières  expressions 


m (m  — 1)  m (m  — 1 ) ( m — 2' 
1.2  ’ 1.  2 . 3. 


-,  offre  plus  de  difficulté  dans 
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§ II.  Extraction  des  racines  des  nombres  particuliers. 

Les  procédés  particuliers  de  l’extraction  de  la  racine  carrée  et 
de  la  racine  cubique  d’un  nombre  ayant  été  exposes  arec  détail 
dans  notre  , Irithmétique , nous  nous  contenterons  de  développer  ici 
le  procédé  de  l’extraction  des  racines  en  général,  procédé  qu’il  sera 
ensuite  facile  d’appliquer  aux  cas  particuliers  de  l’extraction  de  la 
racine  4e,  5®,  . . . 

183.  Procédé  de  la  racine  n“"“  d’un  nombre  entier  (*). 

Désignons  par  N un  nombre  entier  quelconque,  et  par  n le  degré 
de  la  racine  qu’on  veut  en  extraire. 

D’abord,  comme  la  n**“  puissance  de  10,  ou  10*,  est  exprimée 
par  l’unité  suivie  de  n zéros  et  représente  le  plus  petit  nombre  de 
n-J-  1 chiffres,  il  s’ensuit  que,  si  N n’a  pas  plus  de  n chiffres,  sa  ra- 
cine n’a  qu’un  seul  chiffre;  et  pour  l’obtenir,  il  suffit  de  former  les 
»»“"**  puissances  des  dix  premiers  nombres  1,2,3,..  . , 9,  10;  le  plus 
petit  des  deux  nombres  dont  les  »•*“•*  puissances  comprendront  N, 
sera  la  racine  demandée. 

Mais  lorsque  N est  composé  de  pins  de  n chiffres,  sa  racine  a plus 
d’un  chiffre  et  peut  alors  être  regardée  comme  renfermant  des  di- 
zaines et  des  unités.  Or,  en  représentant  par  a les  dizaines  et  par  b 
les  unités,  on  a ( n°  148  ) 

N = (a-(-A)»  = o"-[-  fia"-‘A-{-  n ” a,'-1  b*  -(-.  . . , 

A 

c’est-à-dire  que  le  nombre  proposé  contient  la  n1'”'  puissance  des 
dizaines,  plus  n fois  le  produit  de  la  ( n — 1 )■*"*  puissance  des  dizaines 
par  les  unités,  plus  une  suite  d’autres  parties  qu’il  est  inutile  d’énu- 
mérer. 

Cela  posé,  la  n""*  puissance  des  dizaines  ne  pouvant  donner  d’u. 
nités  d’un  ordre  inférieur  à l’unité  suivie  de  n zéros,  les  n derniers 
chiffres  a droite  n’en  peuvent  faire  partie  ; il  faut  donc  les  séparer, 
et  extraire  la  racine  de  la  plus  grande  n’*1"*  puissance  contenue  dans 
la  partie  à gauche  : cette  racine  exprime  les  dizaixes  de  la  racine 
cherchée  (**). 

Si  cette  partie  à gauche  renfermait  encore  plus  de  » chiffres,  on 
serait  conduit  à en  séparer  les  n derniers  chiffres  à droite,  et  à extraire 

(')  Pour  bien  comprendre  ce  procédé,  il  finit  t'être  déjà  rendu  compte  det  deux  pro- 
cédés de  U racine  carrée  et  de  la  racine  cubique. 

(")  y oyez  la  démonstration  de  ce  principe,  pour  la  racine  carrée  et  1a  racine  cubique 
(Arithmétique,  n01 181 , ig5,  ) ; roui  généraliserez ensuite. 
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la  racine  de  la  plus  grande  n**"*  puissance  contenue  dans  la  nouvelle 
partie  à gauche;  et  aiusi  de  suite. 

Après  avoir  partagé  ainsi  le  nombre  N en  tranches  de  n chiffres 
( la  dernière  tranche  à gauche  n’ayaul  que  » chiffre*  au  plu*  ),  ai» 
extrait  la  racine  de  la  plus  grande  n""*  puissance  contents»  dans  cette 
première  tranche  à gauche,  ce  qui  donne  le  ehiffre  des  unité*  de  l’or- 
dre le  plus  élevé  de  la  racine  totale,  ou  le  chiffre  des  dizaines  de  1a 
racine  du  nombre  formé  par  le*  deux  premières  tranche*  ù gauche. 
Jtelranchant  la  n'*"*  puissance  de  ce  chiffre,  de  la  première  tranche  à 
gauche,  on  obtient  un  reste  qui,  suivi  do  la  seconde  tranohe,  contient 
encorenfois  loproduitde  la  (n  — l)"~'[>uis»nnca,du  ehiffre  trouvé  (le- 
quel est  censé  exprimer  des  dizaines  ) par  le  chiffre  suivant,  plus  une 
suite  d’autresproduits.  Mais  ce  premier  produit  ne  peut  évidemment 
donner  d’unités  d’un  ordre  inférieur  à 10"~*;  ainsi  les  ( n — 1 )der- 
niers  chiffre*  de  la  seconde  tranche  n’en  sauraient  faire  partie.  Il 
suffit  duuc  d abaisser,  à coté  du  reste  correspondant  à la  première  tran- 
che, le  premier  chiffre  de  la  seconde;  et  si,  après  avoir  formé  n fois  Iss 
( n — 1 puissance  du  premier  chiffre  delà  racine,  on  divise  par  ca 
résultat  le  reste  suici  du  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche,  le  quo- 
tient exprimera  lesccoud  chiffre  do  lu  raoine,  ou  un  îiouibre  plus 
grand.  Pour  éprouver  ce  chiffre,  on  l’écrira  o la  droite  du  premier  , 
puis  on  élèvera  l’ensemble  de  ces  deux  chiffres  à la  n“"*  puissance  , et 
l’on  retranchera,  si  cela  est  possible,  la  puissance  obtenue,  de  l’ensem- 
ble des  deux  premières  tranches  (*),  oe  qui  donnera  un  nouveau  reste 
à côté  duquel  on  abaissera  le  premier  chiffre  de  la  troisième  tranche , 
puis  ou  divisera  le  nombre  ainsi  formé  par  n fois  la  { n — 1 )•*•“  puis- 
sance de  l'ensemble  des  deux  chiffres  déjà  trouvés  à la  racine  ; ce  qui 
donnera  lu  troisième  chiffre  do  la  racine. 

On  continuera  cettesérie  d’opérations  jusqu’à  ce  qu’on  ait  abaissé 
toutes  les  tranches. 

151.  Soit  proposé,  pour  exemple,  d’extraire  la  raoine  cin- 
quième de  550731776. 

5507 . 31770  ) 5 

3125  j 3125 

23823 


(*)  Nous  n'avons  pat  besoin  do  dire  que  , ti  la  soustraction  «a  peut  te  flirr  , e'etl  que 
le  second  chiffre  trouvé  i la  racine  ett  trop  fort;  et  alort  on  le  diminue  d'une  ou  de 
plueieuri  unitci,  jusqu*  ce  que  t«  somtractiou  puisse  s effectuer. 
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PAR  APPROXIMATION. 

Après  avoir  séparé  les  cinq  derniers  chiffres  à droite,  dti  nombre 
proposé,  on  reconnait  que  (5)5,  ou  3123,  et  (6)s,  ou  7770,  compren- 
nent 3307  ; donc  3 exprime  les  dizaines  de  la  racine  cherchée. 

Retranchant  3 1 23  de  8307,  on  obtient  le  nombre  2382  pour  reste, 
à coté  duquel  on  abaisse  le  chiffre  3 de  la  première  tranche  à droite, 
ce  qui  donne  23823,  nombre  que  l’on  divise  par  8 fois  la  4*  puis- 
sance de  5,  ou  par  3123.  Le  quotient  est  7 , mais  en  élevant  87  à la 
5°  puissance,  on  obtient  601692037,  nombre  plus  fort  que  le  nom- 
bre proposé.  Essayant  36,  on  trouve 

( 56  )5  = 830731776; 

ainsi  56  est  la  racine  demandée. 

On  obtiendrait  pareillement 
s 

(/ 024055  = 18,  aveo  le  resto  200887; 

■V 

y 11167913618807  = 407  exactement; 

\/ 94931877133  = 87  exactement. 

183.  Remarque.  — Toutes  les  fois  que  le  degré  do  la  raoinc  à 
- extraire  est  un  nombre  multiple  de  deux  ou  de  plusieurs  autres, 
comme  4,  0 la  racine  peut  s'obtenir  par  une  suite  d'extractions 
de  racines  de  degrés  plus  simples. 

Pour  nuus  rendre  compte  de  ces  mudifications,  remarquons  que 

( o3  )4  = oJ  X a*  X °J  X °5  = = a3*  4 = o'% 

et  qu’en  général , ( am  )n  =a’"X  «"  X°*X  <*„.•  ■ ■ = (n“  16  ) 

Donc,  la  n'1*1  puissance  de  la  m""”  puissance  d’un  nombre  est  égale 
à la  mn""  puissance  de  ce  nombre. 

Réciproquement,  la  racine  mn"mc  d’un  nombre  est  égale  à la  racine 
n‘im«  je  ia  racine  m'*1**  de  ce  nombre , ou  algébriquement , je  dis 


que  l’on  a 

En  effet,  soit . . 

élevons  les  deux  membres  àla  n'*"* 


puissance;  il  vient {/  a = a'" 

[car,  d’après  la  définition  d’une  ra- 

a 

cinc  { n°  2 ),  on  a ( [/  K )*  = K]. 
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Élevant  de  nouveau  les  deux  membres  à la  puissance, 

on  obtient a = ( a'"  )"  = a'""  ; 

mn. 

d’où  , extrayant  la  racine  mn  ,ime  des  deux  membres  , y a = a’  ; 


"ATT  „„  " — 

mais  on  a déjà  y/  Va  — o’i  donc.  . . . |/  a = y/  y/  a. 

N.  B.  Comme  ( a"  )"  et  ( a"  )"  donnent  également  a mn,  on  peut 


en  conclure  que  y/  J/o  = y/ 


On  trouvera,  d’après  ce  principe, 

j/256  = l/j/236  = j/Ï6  = A; 
j/ 2985984  ==  V 1^^5984  = ]/  1728  = 12; 
p/ 177 1561  = j/|/ 1771561  = 11; 

"[/ 16796 Ï6  — }/\/' j/IôTaToie  = ^ |/1296  — t^36  ~ 6* 

N.  B.  Quoique  les  racines  successives  puissent  s’extraire  dans  un 
ordre  quelconque,  il  est  préférable  d’extraire  d’abord  la  racine  du 
degré  le  plus  faible,  parce  qu’alors  l’extraction  de  la  racine  du  de- 
gré le  plus  fort,  qui  est  une  opération  plus  compliquée,  porte  sur 
un  nombre  ayant  beaucoup  moins  de  chiffres  que  le  nombre  pro- 
posé. C’est  ceque  nous  avons  fait  dans  le  second  et  le  troisième  des 
exemples  ci-dessus.  ( l 'oyez  d’ailleurs  le  premier  IV.  B.  de  ce  nu- 
méro. ) 

Extraction  du  racines  par  approximation. 


156.  Lorsque  le  nombre  entier  dont  on  demande  la  racine  «“"• 
n’est  pas  une  puissance  parfaite,  le  procédé  du  n°  153  ne  donne 
que  la  partie  entière  de  la  racine,  ou  la  racine  à une  unité  près. 
Quant  à la  fraction  qui  doit  compléter  la  racine  , elle  ne  peut  être 
obtenue  exactement;  car  on  sait  (Arithmétique,  n°  134)  que,  a 

et  A désignant  les  deux  termes  d’une  fraction  irréductible  ~ , a"  et 

• • / n\ " a" 

b n sont  aussi  premiers  entre  eux;  ainsi  1-1  ou  jg  ne  peut  pro- 
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n 

duire  un  nombre  entier  N,  c’est-à-dire  que  j/  N ne  saurait  être  ex- 

. a . 

primée  par  un  nombre  fractionnaire  exact  Mais  on  peut  déter- 


miner la  racine  avec  tel  degré  d'approximation  que  l’on  veut. 

Soit,  en  général , proposé  d’extraire  la  racine  num*  d’un  nombre 

quelconque,  entier  ou  fractionnaire,  a,  a une  fraction  près,  i, 


c’est-à-dire  de  manière  que  l’erreur  commise  soit  moindre  que  j-. 

o V pn 

Observons  que  a peut  se  mettre  sous  la  forme  — p""‘  *'on 

désigne  par  r la  racine  de  ap"  obtenue  à une  unité  près,  le  nombre 
— ^ — ou  o est  alors  compris  entre  — et  ■■  ‘ — — ; donc  aussi, 


[/  a est  compris  entre  les  racines  de  ces  deux  derniers  nombres, 
T t I 1 j- 

c’est-à-dire  entre  - et  - ~ ■.  Donc  enfin , - est  la  racine  dc- 

P P ! P 

mandée,  à une  fraction  près, 

P 

Règle  générale.— Pour  extraire  la  racine  n“”*  d’un  nombre  quelcon- 


que à une  fraction  près,  -,  multiplies  le  nombre  par  p"  ; extrayez  du 

produit  la  racine  n*4"*  à une  unité  près,  puis  d irise  s le  résultat  par  p. 

Nous  renvoyons  pour  les  applications  de  celle  règle  générale  à 
notre  Arithmétique,  où  nous  avons  exposé  avec  tous  les  détails  con- 
venables les  différents  modes  d’approximation,  tant  pour  la  racine 
carrée  que  pour  la  racine  cubique. 

Mais  il  nous  parait  utile  de  donner  ici  quelques  développements 
sur  la  manière  d’évaluer  en  décimales  les  expressions  renfermant  des 


radicaux  qui  se  recouvrent,  tels  quo 


" ", 

[/a,  y a [/  b,  etc. 


157.  Soit  d’abord  proposé  d’extraire  la  racine  sixième  de  23,  à 0,01 
prêt. 

En  appliquant  à cet  exemple  la  règle  du  n°  150  , il  faut  multi- 
plier 23  par  ( 100  )6,  ou  écrire  douze  zéros  à la  droite  de  23,  puis 
extraire  la  racine  sixièma^flu  nombre  résultant,  à une  unité  près, 
et  diviser  cette  racine  py*100,  o Réparer  2 chiffres  décimaux  vers 
la  droite. 

/ 

/ 
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Mais  on  a ( n«  155)  jXî3  X(  100  )6  — |/V23  X ( 100  )«  ; 
ainsi,  après  avoir  extrait  la  racine  carrée  de  33  X ( 100 )6  à uno 
unité  près,  on  extraira  lu  racine  cubique  du  résultat;  puis  on  divi- 
sera le  nouveau  résultat  par  100,  ou  l’on  séparera  deux  chiffres  dé- 
cimaux vers  la  droite. 


On  trouve  ainsi  |/23  = 1,08  à 0,01  près. 

Prenons,  pour  second  exemple,  l’expression  j/ 20,437  ou 


29, -437,  dont  on  demande  la  valeur  à 0,001  près. 

Comme,  d’après  la  règle  du  n°  156,  ou  doit  multiplier  20,437 
par  ( 1000  )4,  cela  revient  à supprimer  d’abord  la  virgule,  puis  à 
écrire  neuf  zéros  à la  droite,  ce  qui  donne  29437000000000. 

Extrayant  maintenant  la  racine  carrée  de  cc  résultat  à une  unité 
près,  on  trouve  5425587,  nombre  dont  il  faut  extraire  de  nouveau 
la  racine  carrée  ; et  l’on  obtient  2329. 


Donc  enfin  \/ 29,437  = 2,329  , à 0,001  près. 

Autrement.  Extrayons  d’abord  la  racine  carrée  de  29,437  à 
0,000001  près;  il  vient  5,425887. 

Extrayant  encore  la  racine  carrée  de  ce  résultat,  on  obtient 

2,329;  donc  ^ 29,437  = 2,329  , à 0,001  près. 

3 

Soit  maintenant  proposé  d’évaluer  [/  5 + 3 j/  2 , à 0,01  près. 

On  pourrait  1°  multiplier  5 -j-  3 2 par  ( 100  )J;  2°  évaluer  le 

produit  à une  unité  près  (n°  91);  3°  extraire  la  racine  cubique  du 
résultat  à une  unité  près;  4°  enfin,  diviser  ce  nouveau  résultat 
par  100. 

Mais  il  est  plus  simple  d’opérer  de  la  manière  suivante  : 

D’abord  3 (/  2 ou  j/  18,  évalué  en  décimales  et  à 0,000001 
près,  donne  pour  résultat , 4,242040; 
d'ou  5 + 31/2=  9,242040. 

Mais  j/ 9,242640  = 2,09  ; donc  enfin 
l/'b  + 3 |/2  = 2,09,  à 0,01  prés. 

Prenons,  pour  dernier  exemple,  l’expression 
dout  un  demande  la  valeur  à 0, 1 près. 


v7 


5 ]/% 
-1/2 
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8 r/3  , , 20  i/»  + B t/6 

D’abord  - — v --  revient  (n°  91)  a 

4 — y 2 

Or,  1°.  20  j/  8 , ou  j/ 1200  =34,641,  à 0,001  près; 

3°.  S |/6,  ou  j/ 150  -=  12,247,  à 0,001  prè». 

Ce  qui  ifonn.  _ ±«“  _ 

Donc  Y^4  — J/ 2~  ~ I,fl»  ® 0,1  Près- 

(La  valeur  est  ici  eu  plus  ) 

Jj  III.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines  des 
quantités  algébriques.  Calcul  des  radicaux. 

Considérons  d’abord  les  quantités  monoraes. 

158.  Soit  à former  la  cinquième  puissance  de  2a3A*  ; on  a (n°  2) 

(2a*è’)!  = 5n!A’  X 2a3è*  X 3a3fc*  X Sa1**  X 2o3A’; 

d’où  l’on  voit , 1°  que  le  coefficient  2 doit  être  8 fois  facteur  dans  le 
produit,  ou  doit  y être  élevé  à la  5*1"*  puissance  ; 2°  que  chacun  des 
exposants  des  lettres  doit  être  pris  5 fois,  ou  multiplié  p ar  5. 

Donc  enfin,  ( Sa3A3  )5  = 25.«3X5A’XS  = 82n,5i,°. 

De  même  , ( 8n’fc3c  )3  = B3.  o3X,63X,c3  = SlVDtl. 

Ainsi,  pour  élever  un  mononie  à une  puissance  donnée,  il  faut 
tlecer  le  coefficient  à cette  puissance , puis  multiplier  chacun  des  expo- 
sants des  lettres  par  V exposant  de  la  puissance. 

Donc  réciproquement , pour  extraira  une  racine  de  degré  quel- 
conque d’une  quantité  monome,  il  faut,  1°  extraire  la  racine  du 
coefficient,  3°  diviser  l'exposant  de  chaque  lettre  par  l’indice  de  la 
racine. 

Ainsi,  j/ Bta'JlPc6  = \a?bc%,  \/  16a8A,,c4  — 2a*i3c. 

On  voit,  d’après  cette  règle,  que,  pour  qu’un  monome  soit  une 
puissance  parfaite  du  degré  de  la  racine  à extraire,  il  faut  que  son 
coefficient  soit  une  puissance  parfaite  de  ce  degré , et  que  les  expo- 
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sants  des  lettres  soient  divisibles  par  l’exposant  ou  l’iWice  de  la 
racine  à extraire.  Nous  verrons  plus  loin  comment  on  simplifie 
l’expression  de  la  racine  d’une  quantité  qui  n’est  pas  une  puissance 
parfaite. 

189.  Jusqu’à  présent,  nous  n’avons  pas  eu  égard  au  signe  dont 
peut  être  affecté  le  monomc , mais  si  l’on  observe  que  le  carré  d'un 
monome  est  toujours  positif,  quel  que  soit  le  signe  de  ce  monomo,  et 
que  toute  puissance  de  degré  pair  2n , peut  être  regardée  comme 
égale  à la  n’J"*  puissance  du  carré,  c’est-à-dire  que  a”„  — ( a’  )",  on 
peut  conclure  que  toute  puissance  de  degré  pair  d’une  quantité , soit 
positive  , soit  négatire , est  essentiellement  positive. 

Ainsi  ( ± 2a’A,c  )4  = -j-  16a ,A,1e4. 

Comme,  d’ailleurs,  une  puissance  de  degré  impair  ( 2n-  — {—  1 ),  est 
le  produit  d’une  puissance  de  degré  pair  2 n , par  la  première  puis- 
sance, il  s’ensuit  que  toute  puissance  de  degré  impair  d'un  monome 
est  affectée  du  même  signe  que  le  monome. 

Donc,  { -{-  ia’b  )3=-|-64a'iA3,  ( — Ja’à)3»:  — 64a6A3. 

Il  est  évident  d’après  cela  , 1°  que  toute  racine  de  degré  impair 
d’une  quantité  monome  doit  être  affectée  du  même  signe  que  la 
quantité. 

Ainsi  y/ -|- 8a1  — -f- 2a;  |/ — 8a3== — 2a;  j/  — 3 2a 10 A5  = — 2 a'b. 

2°  Que  toute  racine  de  degré  pair  d’un  monomc  positif  peut  être  af- 
fectée indifféremment  du  signe  -J-  ou  du  signe  — . 

Ainsi,  j/sia^A1’  = ± SaA3 , j/64al8  = ± 2a3. 

8°  Que  toute  racine  de  degré  pair  d’un  monome  négatif  est  une  ra- 
cine impossible  ; car  il  n’existe  aucune  quantité  qui , élevée  à une 
puissance  de  degré  pair , puisse  donner  un  résultat  négatif.  Ainsi , 

| Z — a,  ]/ — b,  |/ — c,  sont  des  symboles  d’opérations  inexé- 
cutables ; ce  sont  des  expressions  imaginaires  comme  j/  — a , 

— b . . . (Voyez  n"  88). 

Considérons  actuellement  les  polynômes. 

ICO.  Nous  avons  déjà  vu  comment  on  élève  un  binôme  x -J-  a à 
une  puissance  de  degré  quelconque;  mais  il  peut  arriver  que  les 


t! 
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termes  du  binôme  soient  affectés  do  coefficients  et  d’exposants. 

Soit  proposé,  pour  exemple,  de  développer  ( 2a’  -J-  3 ab  )3  ; posons 
pour  le  moment , 2a’  = :r,  iab  = y;  il  vient 

( 2a’  -f-  3a6  )3  — ( x + y )3  = *3  + 3jr’y  + 8xy’  + y1- 
Remettant  actuellement  2a’  et  3 ab  au  lien  de  x et  de  y ; 

(2a’  -f-  3a6)3  = (2a’)3  + 3 (2a’)’ . (8 ab)  -f  3 (2a’J  . (3 a6)’  + (Soi)1; 

ou  , effectuant  les  calculs  d’après  les  règles  du  n°  188  et  de  la  mul- 
tiplication des  monomes  , 

( 2a’  -f  3a6  y = 8a6  -f  36a56  -f  54a46’  -{-  27 a363. 

On  trouvera  de  même 

( 4a’6  — 3aic  )4  = ( x -{-  y )4  = *4  _j-  4-r’y  -j-  6;r’y’  -{-  4xy3  -}-  y4 
= ( -4 a’6  )4  -f-  4(  4a’6  y ( — 3a 6c  ) + 6 ( 4a’6  )’  ( — 8a6c  )’ 

-f-  4 ( 4 a’è  ) ( — 3a6c  )3  -f-  ( — 3a6c)4. 

= 286a864  — 788a'64o  -j-  864a°64C’  — 432aW  -f  81a464e4. 

(Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs.) 

Soit  maintenant  à développer  ( x -j-  y -j-  s)3  ; posons  d’abord 
x -j-  y = « ; il  vient 

( « -f-  a )3  = m3  -f-  3jsu’  3.s’t«  -j-  *3 , 

ou , remplaçant  u par  sa  valeur  x -j-  y , 

( x “H  y + * )3  = ( * + y )3  -f-  3a  ( x -f-  y )’  -f-  8s’  ( x -f-  y ) -{-  a3  , 
ou  , développant  de  nouveau  les  calculs  indiqués , 

( jf  — y — f—  2 )3  = a:3  —J—  3xy’  -f-  3x’y  -j-  y3  3x’s  -{-  6.rys  -{-  8y\s 
— j—  8xa’  -j-  3ya’  — a3. 

Cette  expression  se  compose  des  cubes  des  trois  termes , plus  des 
triples  carrés  de  chaque  terme  par  les  premières  puissances  des  deux 
autres,  plus  du  sextuple  produit  des  trois  termes.  Cette  loi  serait 
(n°  86)  facile  à vérifier  pour  tout  polynôme. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente  au  développement  du  cube 
d’un  trinôme  dont  les  termes  auraient  des  coefficients  et  des  expo- 
sants , il  faudrait , comme  pour  les  binômes , désigner  chaque  terme 
par  une  seule  lettre,  développer , puis  remplacer  par  leur  valeur  les 
lettres  introduites , et  effectuer  tous  les  calculs  indiqués. 

On  trouvera  par  ce  moyen  , tout  calcul  fait, 


P 
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(Je*  — iab  + SA’)3  ==  8aG  — 48os6  ~f  1 32  a *i’  — 208a3A3  -f  1 08a*is 
— 108aÈ5  + 27A6. 

On  développerait  par  des  procédés  analogues  les  puissances  qua- 
trième, cinquième,  etc.,  d’un  polynôme  quelconque. 

161.  Passons  à Y extraction  des  racines  de  degré  quelconque  des 
polynômes. 

Appelons  P le  polynôme  proposé,  et  concevons  ce  polynôme  or- 
donné par  rapport  aux  puissances  descendantes  d’une  même  lettre 

a.  Désignons  d’ailleurs  par  a: -{-y  -J- s-}- la  racine  cherchée  , 

que  l’on  peut  également  supposer  ordonnée  par  rapport  a a. 

En  élévanl  ar  -}-y  -j-  s . .à  la  tni>m'  puissance  , et  regardant 

pour  le  moment , y -j-  s -j- comme  ne  formant  qu'un  seul 

terme , on  aura 

P , ou  ( « -{-  y + a -j-  . . . ) *=  *"  + «u*—1  ( y + *+...  ) 

+ «*  — ‘ *—*(  y +*  H )’ 

4*  • • v-  * 

Or , il  est  Rien  évident  d’abord  , d'après  les  principes  de  la  multi- 
plication algébrique,  que  le  terme  ar™  du  second  membre  de  cette 
égalité  doit  renfermer  un  exposant  de  a plus  élevé  qu’aucun  des 
autres  termes  de  ce  second  membre , et  ne  peut  se  réduire  avec 
ceux-ci.  Donc  xm  est  égal  au  terme  de  P , affecté  de  la  plus  haute 
puissance  de  a;  et  par  conséquent , si  l’on  extrait  la  racine  m'*~  du 
premier  terme  de  P , on  obtiendra  nécessairement  le  premier  terme 
s de  la  racine. 

Retranchant  x ? de  P,  ot  appelant  R le  reste,  on  trouve 


R , OU  P — Xm  — i ( y -j-  3 -{-  U t J 

i ***  1 _ , , v 

4-m  ■ • sr-(  y + * + •••)•  1 

+ 

-4“  • s a • 'it 

1 <4 

nouvelle  égalité  dans  le  second  membre  de  laquelle  1o  terme 
*ur“-*y  ne  pourra  subir  de  réduction  avec  les  autres. 

En  effet,  les  termes  y,  y%  y3, qui  font  partie  des  exprès* 

sions  affectées  des  parenthèses , renfermant  respectivement  un  ex-  ** 
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posant  de  la  lettre  a plus  fort  que  les  autres  termes  des  expressions 
correspondantes,  il  suffit  de  faire  voir  que  le  terme  mx’'—ly  contient 
un  exposant  de  In  lettre  a plus  élevé  que  le  terme  général  xm~Hy’> 
(dont  il  est  d’ailleurs  inutile  de  considérer  ici  le  coefficient). 

Mais  en  comparant  les  deux  quantités 

m»-iy  ct 

que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 

«"-"y  . et  ar“~*y  . y*-1, 

on  voit  qu’elles  ont  un  facteur  commun , et  que  des  deux  facteurs 
non  communs  xn~',  y"-1,  le  premier  contient  a avec  un  plus  haut 
exposant  que  le  second.  Donc  le  terme  mxm~,y  ne  peut  se  réduire 
avec  le  terme  en  , et,  A plus  forte  raison,  avec  les  autres 

termes. 

Ainsi  le  terme  *njr"-‘y  est  égal , sans  réduction  , nu  tenue  de  R 
affecté  de  l’exposant  le  plus  élevé  do  la  lettre  a ; et  si  l’on  divise  le 
premier  terme  de  R par  tnxm~‘ , on  aura  nécessairement  pour  quo- 
tient le  second  terme  y de  la  racine. 

Retranchant  de  P la  m'*“*  puissance  de  x -j-  y , et  désignant  par 
R'  le  reste  de  cctto  soustraction,  on  démontrera  , comme  précédem- 
ment , que  le  premier  terme  de  R',  ou  de  P — ( x -}-  y )■*,  représente 
la  valeur  de  ; ainsi,  en  divisant  ce  premier  terme  par 

nu r"_I,  on  aura  le  troisième  terme  de  la  racine;  et  ainsi  de  suite. 

De  là  résulte  le  procédé  suivant  : 

Après  avoir  ordonné  le  polynôme  P par  rapport  à l’une  des  lettres 
qui  y entrent , extrayez  la  racine  m‘'”“  du  premier  terme  de  ce  poly- 
nôme ; vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  de  la  racine.  Retranche * 
de  P la  m,im‘  puissance  de  ce  premier  terme,  puis  écrivez  au-dessous 
de  la  racine  trouvée,  m fois  la  ( m — 1 )•*"*  puissance  de  celte  racine. 

Divisez  ensuite  par  cette  dernière  expression  le  premier  terme  du 
reste  obtenu  ; vous  obtenez  ainsi  le  second  terme  de  la  racine. 

Formes  la  i»"'"1*  puissance  de  la  somme  des  deux  termes  déjà  trouvés 
à la  racine , puis  soustrayez  de  P celte  m*'"*  puissance. 

Divisez  le  premier  terme  du  nouveau  reste  par  m fois  la  (m  — 1 )’"•* 
puissance  du  premier  terme  de  la  racine;  vous  obtenez  ainsi  le  troi- 
sième terme  de  la  racine;  et  ainsi  de  suite. 

il  est  facile  d’appliquer  ce  procédé  aux  cas  particuliers  de  l’ex  • 
traction  de  la  racine  8",  4°  , 8*. 
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162.  Lorsque  In  quantité  monoiue  ou  polyuoinc  dont  ou  demande 
une  racine  d’un  certain  degré , n’est  pas  une  puissance  parfaite , on 
ne  peut  qu’indiquer  l’opération,  en  faisant  (u°  2)  précéder  du  signe 
|/  la  quantité  proposée  , et  plaçant  en  dedans  de  ce  signe  le  nombre 
qui  marque  le  degré  de  la  racine  à extraire.  Ce  nombre  s’appelle 
l’indice  du  radical. 

Souvent,  on  peut  faire  subir  à Y expression  radicale  quelques  sim- 
plifications fondées  sur  un  principe  analogue  à celui  du  n°  84  ; c’est 
que  la  racine  nH“*  d’un  produit  est  égale  au  produit  des  racines  a’*'"" 
des  différents  facteurs. 

En  termes  algébriques , 


p/  abcd  . . . =[/  ayÿ  byy  c yÿ  d . . . 


En  effet , élevant  chacune  de  ces  deux  expressions  à la  *»'**“  puis- 
sance , on  trouve  pour  la  première , 

N 

((/  abcd ...  .)n  = abcd , 

et  pour  la  seconde , 

aY.]/  byî/  c. . .y  = (y  a)*  .(ÿ  bf .({/  c)*  ...=abcd  . . . 

Donc,  puisque  les  puissances  de  ces  expressions  sont  égales,  les 
expressions  doivent  l’ètre  elles-mêmes  [V oyez  u°  167). 

Cela  posé,  soit  l’expression  j/ ,6ia^b1c‘ , qui  ne  peut  être  rem- 
placée par  un  monome  rationnel , puisque  64  n’est  pas  un  cube  par- 
fait , et  que  d’ailleurs  les  exposants  de  a et  c ne  sont  pas  divisibles 
par  8 ; on  a 


y/  54a''èV  = \/  27 a3i3  . y/'  lac'  = 3 ab  y/  2ac\ 


De  même , y 8a1  — 2 y/' a'  ; y/  48a5è8c6  — 2 ab'c  3 oc’  ; 

6 8 6 6 

|/  l\)’2a~bc“  = y/  64a6c‘’  X V 3o/>  — 2 ac'  [/  3 ab. 


Dans  les  expressions  3 ab  2ac' , 2 [/'a',  îab’c  yZ ‘Sac* , les 

quantités  qui  sont  en  avant  du  radical,  auquel  elles  servent  de  mul- 
tiplicateur, sont  appelées  les  coefficients  du  radical. 
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163.  Lo  principe  démontré  n°  155  donne  lieu  à une  autre  espèce 
de  simplification. 

6 

Qucl’onait,  par  exemple,  l’expression  radicale  j/" 4a’ ; comme. 


en  vertu  de  ce  principe , |/  4a‘ 


= y/  / 4o%  el 


que  la  quantité  . 


soumise  au  radical  y , est  un  carré  parfait , on  peut  effectuer  cette 
extraction  de  racine  carrée , ce  qui  donne 

« 3 

{/  4a*  = j/  2a. 

De  même,  SBa’A*  = (/ j/ 36a*6*  — j/ 6a6. 

"*V—  / » » 

En  général,  j/ a"  = % / (/  a”  = J/  a;  c’est-à-dire  que,  lors- 
que l’indice  d’un  radical  est  multiple  d’un  certain  nombre  n,  et  quo 
la  quantité  sous  le  signo  radical  est  une  puissance  niime  exacte,  on 
peut,  sans  changer  la  râleur  du  radical,  diviser  son  indice  par  n,  et 
extraire  la  racine  niime  de  la  quantité  sous  le  signe. 

Cette  proposition  est  l'ijivcrse  d’une  autre  non  moins  importante, 
qui  consiste  en  ce  quo  l’on  peut  multiplier  l’indice  d’un  radical  jtar 
un  certain  nombre,  pourvu  que  l’on  élève  la  quantité  sous  le  signe  à 
une  puissance  d'un  degré  marqué  par  ce  nombre. 

m mn  - - n 

Ainsi,  y a — y a*.  En  effet,  a est  la  même  chose  que  y a*; 


m / n mn 

j/  a = % / \/ — \/  a*. 


Ce  dernier  principe  sert  à ramener  deux  ou  plusieurs  radicaux  à 

avoir  le  même  indice,  ce  qui  est  souvent  utile. 

3 I _ 4 

Soient,  par  exemple,  les  deux  radicaux  y “2a  cl  j/  a b,  que 
l’on  veut  réduire  au  même  indice. 

Si  l’on  multiplie  l’indice  du  premier  par  4 , indice  du  second , et 
que  l’on  élève  la  quantité  2 a à la  quatrième  puissance  ; si , de  même, 
on  multiplie  l’indice  du  second  par  3,  indice  du  premier,  et  que 
l’on  élève  a -{-  b au  cube,  on  ne  changera  pas  les  valeurs  des  deux 
radicaux  ; et  il  viendra  , par  ces  opérations , 

[/’la  = = j/  16a4,  [/a  -j-  b — [/(a  - A )\ 

lttGLE  stntlAU. — Pour  réduire  deux  ou  plusieurs  radicaux  au  même 
indice , multipliez  l’indice  de  chaque  radical  par  le  produit  de  tous  les 

ALGÈBRE.  16 


> 


Digitized  by  Google 


S 46  CALCUL  DES  RADICAUX. 

autres  indices,  et  élevez  la  quantité  sous  le  signe  à une  puissance  d’un 

degré  marqué  parce  produit. 

Celle  règle,  qui  a beaucoup  d’analogie  avec  la  réduction  des 
fractions  au  même  dénominateur,  est  susceptible  des  mêmes  mo- 
difications. 

4 8 b, 

Soient , par  exemple,  les  radicaux  y a,  y 56,  y a1  -j-  b' , que 
l’on  veut  ramener  nu  même  indice. 

Comme  les  nombres  A,  6,  8,  ont  des  facteurs  communs,  et  que  24 
est  le  multiple  le  plus  simple  de  ces  trois  nombres,,  il  suffit  évidem- 
ment de  multiplier  le  premier  par  C,  le  second  par  4,  et  le  troisième 
par  3 , pourvu  que  l’on  élève  les  quantités  sous  chaque  signe  radi- 
cal, aux  puissances  de  degrés  marques  respectivement  par  6,  4 et  8, 
ce  qui  donne 

y'  a = y^a0,  ^B6  = j/  BW,  y/  ai  _i_  __  j/  ( a’  -j-  6’  )3, 

Ces  notions  établies,  proposons-nous  d’exécuter  sut-  les  radicaux, 
les  opérations  de  l’arithmétique , qui  sont  maintenant  au  nombre 
de  six,  en  y comprenant  la  formation  des  puissances  et  l’extraction 
des  racines. 

164.  addition  et  soustraction  des  radicaux.  *—  Deux  radicaux  sont 
dits  semblables  lorsqu’ils  out  le  meme  indice,  et  que  la  quantité  sous 
le  signe  est  aussi  la  même. 

Cela  posé , pour  ajouter  deux  radicaux  semblables  ou  pour  les 
soustraire  l’un  de  l’autre,  il  faut  opérer  simplement  sur  leurs  coeffi- 
cients , et  placer  la  somme  ou  la  différence , comme  coefficient , en  avant 
du  radical  commun. 

3 3 3 3 3 3 

Ainsi,  3 | /b  2 [/b  = B j/  b,  3 p’i  — 2 y/  b = J/  b, 

3a  y'  b±icy/  b={  Sa  ± 2c)  J/ 6. 

Souvent,  deux  radicaux  ne  sont  pas  d’abord  semblables;  mais  ils 
le  deviennent  lorsqu’on  leur  a fait  subir  les  simplifications  des 
n"  182  et  168.  Par  exemple, 

y / 4UüA’  -J-  b j/7Ba  = 46  y/  Za  -f-  86  y' 3a  = 9b  f/' 3a; 

j 3 3 3 

j/  8a56  -j—  lOa'i  — y êt  -J—  2aê*  st  2a  [/  6 — j—  2a  — ■ 6 y b — j—  2a 

■=  (2a  — 6)  ^ 6 -J-  8a  / 

3 y/ 4a*  -j-  2 y/ ia  = 3 ^2a  -]-  2 y/ 2a  = B l/ha. 
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Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables , on  ne  peut  qu’indiquer 
l'addition  et  la  soustraction  , en  interposant  les  signes-}-  et  — . 

165.  Multiplication  et  division.— Considérons  d’abord  le  casoù  les 
radicaux  ont  le  même  indice. 

ti  n 

Soit  |/a  i multiplier  ou  à diviser  par  y A.  Je  dis  que  l’on  a 

y'aX\/'b  = Vl'»b>  e‘  V * > yh=a 


En  effet  (n°  162),  si  l’on  élève  [/a  . (/"A  et  f/  ab  à la  n'<‘m4  puis- 
sance , on  trouvé  également  pour  résultat , ab  ; donc  ces  deux  ex- 
pressions sont  égales. 


donnent 


De  même  -,  et  - élevés  à la  nfim‘  puissance , 

vb  V 

— ainsi  Ces  deux  expressions  sont  égales. 

D'où  l'on  voit  que,  pour  multiplier  ou  diviser  l’un  par  l’autre  deux 
radicaux  de  même  indice , il  faut  multiplier  ou  diviser  l’une  par  l’autie 
les  deux  quantités  sous  le  signe , et  affecter  le  résultat  du  signe  radical 
commun.  S’il  y a des  coefficients,  on  commence  par  les  multiplier 
ou  les  diviser  séparément. 

Ainsi , 


ou  simplifiant , 


6a’  ( a’  -j-  6’  ) 

fa 


3a  [/ 8a*  X ^b  V V'  82a4c  = 12a’A  [/ 2 c. 


y a'b’  -|-  A4  _ / 8A  ( a’A’  ~-j-  b>) 

h » V 


y/- 


a’  - 


26 


• /*•  + *• 
V«J  — A*" 


8A 


Si  les  radicaux  n’ont  pas  le  même  indice,  il  faut  les  y réduire 
(n°  163),  et  opérer  comme  il  vient  d’être  dit. 

Par  exemple , 3a  |/  A X SA  2c  = loaA  y8b'<c3. 

16* 
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166.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines. 

Soit  d’abord  | / a à élever  à la  niime  puissance,  on  a 

w w fn  fn  ifi 

((/a)'  = (/»X  J/  a X V a • • • — V a*  > d’après  la  règle 

qui  vient  d’élrc  établie  pour  la  multiplication. 

Donc,  pour  èlerer  une  quantité  radicale  à une  puissance  donnée , il 
faut  élever  la  quantité  sous  le  signe  à cette  puissance,  et  affecter  le  ré- 
sultat,du  signe  radical  avec  son  indice  primitif . S’il  y a un  coefficient, 
on  élève  séparément  ce  coefficient  à la  puissance  donnée. 

S . A A. k 

Ainsi  (y  4a3)’  = j/ (4a3)’  ~ j/  16a';  = 2 af/ a’  ; 

(3|/lhô5  = 35.  |^(2 a)5  = 243  [/SW  = 486a  j/4Ô\ 


Lorsque  l’indice  du  radical  est  un  multiple  de  l’exposant  de  la 
puissance  que  l’on  a à former,  on  peut  simplifier. 

Soit,  par  exemple,  y 2a  à élever  au  carré;  remarquons  que 

( n»  155  ) ÿ'  &T  = 4/ j/2n.  Or  , pour  élever  cette  quantité  au 
carré , il  suffit  de  supprimer  le  premier  signe  radical  ; ainsi  l’on 

a (j/  2a)’  = |/ 2a. 

Soit  encore  |/36  à élever  au  carré;  cette  expression  revient 


à ÿ/  î/3i  ; donc  (|/  3è)’  = 3 b.  C’est-à-dire  que,  si  l'indice 

du  radicales t divisible  par  l’exposant  de  la  puissance , on  peut  effectuer 
cette  division,  en  laissant  la  quantité  sous  le  radical  telle  quelle  était. 

Quant  à l’extraction  des  racines,  il  faut  multiplier  l'indice  du  ra- 
dical par  l’indice  de  la  racine  à extraire,  et  laisser  la  quantité  sous  le 
signe  telle  qu’elle  était. 

Ainsi  (/  3c  = 3c;  j/bc  = [Y  5c. 

Cette  règle  n’est  autre  chose  que  le  principe  du  n"  155  énoncé 
dans  un  ordre  inverse. 

Si  la  quantité  sous  le  signe  est  une  puissance  parfaite , de  même 
degré  que  la  racine  à extraire,  il  y a lieu  à simplification. 

3 ... 4 

Ainsi  % / |/ 8a3  étant  ( n°  155  ) égal  à \ / j/lîâ3 , se  réduit 

« 

à t/  2a. 
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Remarques  sur  les  râleurs  algébriques  des  radicaux.  Conséquences  qui 
en  résultent  dans  le  calcul  de  ces  expressions. 

167.  Les  règles  qui  viennent  d’ûire  établies  pour  le  calcul  des 
radicaux  sont  fondées  principalement  sur  le  principe  que  la  racine 
1tHmt  ju  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit  des  ra- 
cines niime‘ de  ces  différents  facteurs  ; et  la  démonstration  de  ce  prin- 
cipe repose(n°  162)  sur  ce  que,  si  les  puissances  de  même  degré  de  deux 
expressions  sont  égales,  les  expressions  sont  aussi  égales.  Or  celte  der- 
nière proposition,  qui  est  vraie  en  tant  que  l’on  ne  considère  que 
des  nombres  absolus,  11e  l’est  pas  toujours  pour  les  diverses  expres- 
sions auxquelles  peut  conduire  l’algèbre. 

Pour  vérifier  l’exactitude  de  cette  assertion , nous  prouverons 
qu’un  même  nombre  peut  avoir,  algébriquement,  plusieurs  racines 
carrées,  plusieurs  racines  cubiques,  plusieurs  racines  quatrièmes,  etc. 

Désignons,  en  effet,  par  x l’expression  générale  de  la  racine  car- 
rée d’un  nombre  a,  et  par  p la  valeur  numérique  ou  arithmétique  de 
cette  racine  carrée  ; on  a l’équation  x1  =o,  ou  x'  — p7,  de  laquelle 
on  tirex=±p.  D’où  l’on  voit  que,  de  quelque  signe  qu’on  affecte 
la  valeur  arithmétique  p de  la  racine  carrée  de  a , son  carré  donne 
egalement  a,  résultat  conforme  à ce  qui  a clé  dit  au  numéro  85. 

Soit,  en  second  lieu,  x l’expression  générale  de  la  racine  cubique 
de  a,  et  désignons  par  p la  valeur  numérique  de  cette  racine  cubi- 
que; on  a l’équation  jr3  = a ou  a:3  = p5. 

Cette  équation  est  d’abord  satisfaite  par  x =p. 

Observons  maintenant  que  l’on  peut  mettre  xi  = p5  sous  la 
forme  xi  — p3  = 0. 

Or  on  a vu  (n°  31  ) que  l’expression  a:3  — p3  est  divisible  par 
x — p,  et  donne  pour  quotient  exact,  æ’  -j - px  -f-p’;  l’équation  ci- 
dessus  peut  donc  être  transformée  ainsi  : 

(x—p)  (*’ -f- px  +p’)  = 0, 
équation  à laquelle  on  satisfait, 
soit  en  posant  x — p = 0,  d’où  x = p. 
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soit  en  posant  x ' px  -f-  p*  ==  P,  d’où  x =*  — ^ ± ^ — ®» 

u-  /-  1 ± /-*\ 

ou  bien, x = p f ^ J . 

On  voit  donc  que  la.  raçiite  cubique  de  0 admet  trot*  râleurs  algébri- 
ques différentes,  savoir  : 

— 5 — ) « f( — , — 

{Soit  encore  à résoudre  l’équation  x*  = a ou  X*  = p* 

4 

( p désignant  la  valeur  arithmétique  de  J /a). 

Celle  équation  peut  sc  mettre  sons  la  forme  x 4 — p$  = Q ; 
or  l’expression  x 4 — p'  revient  ( n”  10  ) à ( x’  — p ’ ) ( x'  -(-  p'  ) ; 
donc  l’équation  revient  elle-même  à ( x1  — p’  ) ( x*  — {—  ) = 0; 
et  l’on  peut  y satisfaire, 

soit  en  posant  x ’ — p'  = 0 , d’où  x = db  p, 

soit  en  posant  x1  -j-  p’  = 0,  d’où  x = db  [/  — p'  = ± p — 1. 

On  obtient  donc  ainsi  pour  la  racine  quatrième  du  nomhre  a, 
quatre  expressions  algébriquement  différentes. 

Proposons-nousde  résoudre  la  nouvelle  équation  x s = p6, 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  x6  — p6  = 0. 

Or  x*  — p 6 revient  (n°  19  ) à ( x3  — p*  ) ( x3  4-  p1  ) y 
ainsi  l’équation  devient  ( x3  — p3  ) ( x3  -(-  p3  ) ==  Q. 

Déjà,  l’équation  x3  — p1  = 0,  résolue  précédemment,  a donné 

x=p  et  x = p 

Considérons  actuellement  l’équation  x3  -j-p3  = 0,  et  observons 
que,  si  l’on  remplace,  pour  le  moment , p par  — p'  , elle  devient 

x3  — p'3  = 0,  d’où  l’on  déduit  x =p'  et  x=p' 

ou,  remettant  à la  place  de  p'  sa  valeur  — p, 

, /-  i ± j/^T\ 

x = -p  et  * = -/>( 1 y 
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Aînii,  l’équation  x*  — p s = 0,  et  par  conséquent  la  racine  fl1*"*  do 
a,  admet  six  valeurs  : p,  ap,  a 'p,  — p,  — ap,  — a'p,  en  posant 
pour  simplifier 

T _ - 1 + ^ _ - 1 - j/=T 

S ’ 2 

Nom  pouvons  conclure,  par  analogie  ( ce  qui  sera  d’ailleurs  dé- 
montré par  la  suite,  d’une  manière  plus  complète  J,  que  toute  équa- 
tion de  la  forme  xm  — a = 0 , ou  xm  — pm  = 0 , est  susceptible  de 
m solutions  différentes  ; c’est-à-dire  que  la  racine  »»'*m<d’un  nombre 
admet  m valeurs,  algébriquement  différentes. 

168.  Première  remarque.  — Si,  dans  les  équations  précédentes  pt 
les  résultats  qui  leur  correspondent,  on  suppose  comme  cas  particu- 
lier, o=l,  d’où  p=l,  on  obtiendra  les  racines  carrées,  cubiques, 
quatrièmes,  etc.,  de  l’unité.  Ainsi,  — {—  1 et  — 1 sont  les  deux  rati- 
nes carrées  de  l'unité  : car  l’équation  x ’ — 1 = 0 donne  jr  ± 1 . 

n • Il  — 1 +|/^3  _ 1 — t/ZTjf 

De  meme,  +1,  — - - , - — J. , sont  les  trois 

1 2 

racines  cubiques  de  l’unité,  ouïes  racines  de  ai3  — 1=0. 

+ 1»  — 1»  + ^ — i.  — \/ — 1,  sont  les  quatre  racine»  qua- 
trièmes de  l’unité,  ou  les  racines  de  *4  — 1=0. 

169.  Seconde  remarque.  — Soit,  en  général,  l’équation  ar”-j-o=Q. 
Désignons  par  p la  râleur  arithmétique  do  la  rncine  mWlB»  de  a , ce 

qui  donne pm=  a ; l’équation  ci-dessus  devient 

JT " =F  />■*  = 0; 

et  si  l’on  pose  x = py,  y étant  une  nouvelle  inconnue,  il  en  résulte 
p*  ym pm  = 0 ; ou,  en  divisant  par/»"*, 

y"  =f  I — o. 

m 

Ce  qui  prouve  que,  connaissant  toutes  les  valeurs  de  t/  1 ou  de 

y — 1,  on  obtiendra  celles  de  y a ou  de  y — a,  en  multipliant 
p par  les  différentes  racines  de  — {—  1 ou  de  — 1 . 

170.  Il  résulte  de  l’analyse  précédente  , que  les  règles  du  calcul 
des  radicaux,  qui  sont  exactes  en  tant  que  l’on  opère  sur  des  nom- 
bres absolus,  peuvent  être  susceptibles  de  quelques  modifications 
lorsqu'on  opère  sur  des  expressions  ou  symboles  purement  algébriques. 
C’est  surtout  quand  on  applique  ccs  règles  aux  expressions  imagi- 
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nairet,  que  ces  modifications  sont  necessaires,  comme  étant  nno 
suite  de  ce  qui  a etc  dit  nu  numéro  167. 

On  demande,  par  exemple,  le  produit  de  [/  — a par|/  — a; 
la  règle  du  numéro  165  donne 

1/  — a X (/  — o = | / a?  = ±.  a. 

Cette  double  valeur  du  produit  est  une  réponse  exacte  tant  que, 

dans  l'expression  j/ — a X j/  — a,  les  deux  radicaux  comporten  t 
le  double  signe  ±;  mais  si  l’on  admet  que  les  radicaux  soient  de 

même  signe,  comme  alors  — a X /-  a revient  à ( — a )*, 

et  que  pour  élever  jX m an  carré  , il  suffit  de  supprimer  le  radical , 
on  a nécessairement 

|/—  «X  V — a = — °- 

Soit , en  second  lieu , à former  le  produit  (X  — »x/  — b;  on 
aurait,  d’après  la  règle  du  n°  165, 

X [/~b  = |/+  ab. 

Or  ]/  ab  = zk:  p ( n”  167  ),  p désignant  la  valeur  arithmétique  de 
la  racine  carrée  de  ab  ; mais  je  dis  que  le  véritable  résultat  doit  être 
— p ou  — j/  ab,  en  tant  que  l’on  considère  les  deux  radicaux 
— a et  l/  — b comme  précédés  l’un  et  l'autre  du  signe  -J-. 

En  effet,  on  a 

(/—  a = | /a  . |/  — 1 et  |/  — b = J /b  . / — 1; 
donc 

\Z~a^\/^b=y  a.  l/^ÎXl/i-l/-l  =l^b.(i/~iy 
= jXai  X — 1 = — |/oi. 

On  trouvera,  d’après  ces  principes,  pour  les  diverses  puissances 
de  J/  — 1, 

(/3T)‘=/rT, 

(/ZTT)’  = - 1, 

(/=T>=  (/-!)’•  |/“i >/=rr’ 

(j/-  i )4  = ( -(1/^17=  _ 1 x -1  = + 1. 
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DU  CALCUL  DES  RADICAUX. 

Comme  les  quatre  puissances  suivantes  s’obtiendraient  en  mul- 
tipliant la  quatrième,-}-  1,  respectivement  par  la  première,  par 
la  seconde,  la  troisième,  et  la  quatrième,  on  retrouverait  encore 
pour  ces  quatre  nouvelles  puissances, 

+ V — * > — — V — + 

donc  toutes  les  puissances  de  (/  — 1 forment  des  périodes  de  qua- 
tre termes. 

. «, 

Soit  encore  proposé  de  déterminer  le  produit  de  y — o par 

* . . V 

|/  — b,  qui,  d’après  la  règle,  serait  y ab,  et  par  conséquent 
(u°  167)  donnerait  les  quatre  valeurs 

A, 4 A A 

-}-  y ab,  — y'  y .[/  — 1,  — y ab,  y — 1. 


Pour  déterminer  le  véritable  produit,  observons  que 

A 4 4 A. 4 4 

ÿ—  a — |/  a . |/  — 1 , y — b = y'b.y  — 1 ; 

mais  ÿ X ^=1  = ( -T)’  = ( /V^T)  = (/=!  i 

A. 4 4 

donc  y — a y,  y — b = y ab  ,[/  — 1. 

Appliquons  les  calculs  précédents  à la  vérification  de  l’expres- 
__  1 _}_  i/_  3 

sion  , comme  racine  de  l’équation  s3  — 1=0, 

À 

c’est-à-dire  comme  racine  cubique  de  1 ( f'oyex  n“  168). 

D’après  la  formulo  ( a -}-  b )3  = o3  -}-  3 o’è  -j-  3a4’  — {—  fc*, 

/-  1 + 


on  a 


J) 


(-l)3  + 3(-l)\/-3-}-3(-l).(/3-8>  + (p^r3)3 

8 

— 1 + 3 /— 3 — 3 X —3  — 3 /— 3 _ 8 _ 

! 8 8 


On  vérifierait  de  même  la  seconde  valeur , 


— 1 — J / — 3 
2 


Digitized  by  Google 


2b  4 


THÉORIE  DES  EXPOSANTS 


§ IV.  Théorie  des  exposants  de  nature  quelconque. 
Notions  générales  sur  les  séries. 

171.  C’est  ici  le  lieu  de  faire  connaître  deux  nouvelles  notations 
d’un  usage  très-commode  dans  les  calculs  algébriques  : ce  sont  les 
exposants  fractionnaires  et  les  exposants  négatifs;  ils  tirent  leur 
origine  des  règles  établies  pour  l’extraction  des  racines  et  la  divi- 
sion des  monomes. 

Que  l’on  ait  à extraire  la  racine  nlime  d’une  quantité  telle  que  a". 
On  a vu  (n°  158)  que,  si  m est  multiple  den,  il  faut  diviser  l’expo- 
sant m par  l’indice  n de  la  racine.  Mais  si  m n’est  pas  divisible  par 
n,  auquel  cas  l’extraction  do  la  racine  n’est  pas  possible  algébrique- 
ment, ou  peut  convenir  d’indiquer  celle  opération,  en  indiquant 

la  division  des  deux  exposants.  Donc  y am  — a* , d’après  une  con- 
vention fondée  sur  la  règle  des  exposants  pour  l’extraction  des  ra- 
cines des  quantités  monomes. 

*/-  * *s  — T 

Ainsi,  y a?  = a3;  y ait  — fl4. 

De  même,  que  l’on  ait  à diviser  o„  par  a».  On  sait  qu’il  faut 
(n°  28)  retrancher  l’exposant  du  diviseur  do  celui  du  dividende 

toutes  lps  fois  que  l’on  a m )>  »,  ce  qui  donne  ^ = aT~ *. 

Mais  si  m est  tt , auquel  cas  la  division  n’est  pas  possible  algé- 
briquement, on  peut  convenir  d’indiquer  cette  division  en  sous- 
trayant toujours  l’exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende.  Soit 
p (a  différence  absolue  entre  » et  ni;  on  a alors  « = m -j - p,  d’où 

(im  am  J 

= oT:  d’ailleurs,- so  réduit  à — , par  la  suppression  du 

am+p  ar-t-P  aP  1 11 

facteur  am commun  aux  deux  termes;  donc  a~p*=  — • 

tiP 

Vexprcssiou  a~p  <**t  doue  le  symbole  d’une  division  qui  n’a  pu 
s’effectuer;  et  ta  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l’unité  divisée  par  la 
même  lettre  a,  affectée  dv  l’exposant  p pris  positivement . Ainsi, 


La  nntatioq  de  l’exposant  négatif  a l’avantage  de  conserver  une 
forme  entière  aux  expressions  fractionnaires. 
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Delà  combinaison  d’nne  extraction  de  racine  et  d’one  division, 
impossibles  à effectuer  sur  des  quantités  monomes,  résulte  une  autre 
notation,  c’est  V exposant  fractionnaire  négatif. 

1 


Soit  à extraire  la  racine  s»u*»  de  — 

o" 

1 * 
D’abord,  on  a — =o  ; donc 
am 


¥ / f « >» 


remplaçant  le  signe  ordinaire  du  radical  par  un  exposant  fraction- 
naire. 

m n 

Les  expressions  a -T,  a~p , a »,  sont  donc,  d’après  des  conventions 
fondées  sur /es  régies  précédemment  établies,  des  notations  équivalentes  à 


suivant  les  circonstances , 


f/»„ . — ’ - Ainsi , l’on  peqt , sui 

remplacer  jes  premières  par  celles-ci , et  réciproquement, 

Comme  dans  le  discours,  ac  s’énonce  a puissance p , p étant  nu 

m m 

nombreentier  positif,  de  même,  par  analogie,  a~P,  a n , s’é- 

. m , m 

noncent  a puissance  — ,o  puissance — p,  a puissance ; ce  quiaen- 

gagé  les  algébristes  à généraliser  le  mot  puissance.  [Mais  il  serait 
peut-être  plus  convpnablo  de  n’employer  que  les  dénominations  a 

exposant  — , exposant  — p,  exposant  — —,  en  consacrant nniqne- 
n n 

ment  le  mot  puissance  à désigner  le  produit  de  plusieurs  (acteurs 
égaux  à un  nombre  donné  [f^oges  n°  2).  ] 

172.  Ces  notions  sur  l’origine  et  la  signification  des  quantités  af- 
fectées d’exposants  quelconques  étant  établies,  nous  allons  démon- 
trer que  le  calcul  de  ces  sortes  de  quantités  est  soumis  aux  mêmes 
règles  que  celui  des  quantités  affectées  d’exposants  entiers  et  posi- 
tifs. 

i.  2 

Multiplication . — Soit  d'abord  a1  à multiplier  paru’  ; je  dis  qu’il 
suffit  d’ajouter  les  deux  exposants , et  que  l'on  a 

o‘XaT=«rri=«‘?- 

En  effet , on  a vu  (n°  171)  que 

J — ÿ a1,  0ï=|/a’; 
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donc  a‘  X a‘  = j/°’  X °’i 

ou  bien,  effectuant  la  multiplication  d’après  la  règle  du  n°  165, 

» £ 1 s. I» 

a5  X° ’ = [/ a"  = a'5. 

• -i  1 

Soit  encore  à multiplier  a * par  a*  ; je  dis  que  l’on  a 


^*1 


a * X o‘=o  4 '=«"*■  ” = a”; 

_ > * /"f  s e 

en  effet,  a * ==  %/  —,  a6  = (/a5;  donc 

•"'x*Gy/:  ix^i=-^/“4'-i/— *. 

.Ü  P 

Soit,  plus  généralement,  a‘«  à multiplier  par  as  on  a 


a " X a?  = ° 


car  a 


donc 


= \/  ^=7  = î/a'”' 

n flf  

£ /I  */ — / a"'/  

a » X « = y/  -x  kV = y/  —=/'«■*-*  = - 


np — mf 


Donc,  rèÿ/e  générale,  pour  multiplier  deux  mon  ornes  affectés  d’ex- 
posants quelconques,  il  faut  ajouter  les  deux  exposants  d’une  même 
lettre  ; c’est  la  règle  déjà  établie  n°  16,  pour  les  quantités  affectées 
d’exposants  entiers  et  positifs. 

On  trouvera,  d’après  cette  règle, 

* » 1 ri  » a 

a4  b ' c ~ * X n’A1  c>  — c % 

8a" V X 2a  ''  b‘  c’  = 6a"  * b*  c\ 


Dirision. — Pour  diviser  l’une  par  I’aulredeux  quantités  monomes 
affectées  d’exposants  quelconques,  il  faut  suivre  la  règle  qui  a été 
établie  ( il0  52  ) pour  les  quantités  affectées  d’exposants  entiers  et 
positifs,  c’est-à-dire  qu’il  faut,  pour  chaque  lettre,  retrancher  l’ex- 
posant du  diviseur  de  celui  du  dividende. 
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En  effet,  l’exposant  de  chaque  lettre  dans  le  quotient  doit  être 
tel,  qu’ajouté  à celui  de  lu  meme  lettre  dans  le  diviseur , la  somme 
soit  égale  à l’exposant  du  dividende;  donc  l’exposant  du  quotient 
est  égal  à la  différence  entre  l’exposant  du  dividende  et  celui  du  divi- 
seur. 

On  trouvera,  d’après  cette  règle, 


JL  * * Z.  JL.  » 

o1  b*  : a*  b*  = a"  b 


Formation  des  puissances.  — Pour  élever  à la  ««'""‘puissance  un 
monome  affecté  d’exposants  quelconques,  il  faut,  conformémentâla 
règledu  n°  188,  multiplier  l’exposant  de  chaque  lettre  par  l’exposant  in 
delà  puissance;  car  élever  ce  raonomcà  la  m'imt  puissance,  c’est  former 
le  produit  de  m facteurs  égaux  à ce  monome  ; donc,  d'après  la  règle 
delà  multiplication,  il  faut  faire  la  somme  de  m exposants  égaux 
à celui  de  chaque  lettre,  ou  multiplier  ehacun  des  exposants  par  »«. 


Extraction  des  racines.  — Pour  extraire  la  racine  niim‘  d’un  mo- 
nôme , il  faut,  en  suivant  la  règle  du  n°  158  , diviser  l'exposant  de 
chaque  lettre  par  l’indice.n  de  la  racine. 

Eu  effet,  l’exposant  de  chaque  lettre , dans  le  résultat,  doit  être  tel 
que,  multiplié  par  l’indice  ndela  racine  à extraire,  il  reproduise 
l’exposant  dont  la  lettre  est  affectée  dans  le  monome  proposé;  donc 
les  exposants,  dans  le  résultat,  doivent  être  respectivement  égaux 
aux  quotients  de  la  divisiondes  exposants,  dans  le  monome  proposé, 
par  l’indice  n de  la  racine. 
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Le»  trois  dernières  règles  ont  été  facilement  déduite»  de  la  règle 
relative  à la  multiplication  ; mais  on  pourrait  les  démontrer  direc>- 
tementen  remontant  à l’origine  des  quantités  affectées  d’exposants 
quelconques. 

Nous  terminerons  par  une  opération  qui  renferme  implicitement 
les  deux  précédentes,  quant  à la  démonstration. 

Soit  o»  à élever  à la  puissance  «—  il  faut  prouver  que  l’on  a 


= X- 


é wir 

T RI 


a = a 


En  effet,  si  l’od  remonte  à l’origine  de  ce»  notations,  on  trouve 
que 


L’avantage  que  présente  l’emploi  des  exposants  de  nature  quel- 
conque, consiste  principalement  en  ce  que  le  calcul  de  ces  sortes 
d’expressions  n’exige  pas  d'autres  règles  que  celles  qui  ont  été 
établies  pour  le  calcul  des  quantités  affectées  d’exposants  entiers. 
En  outre,  ces  calculs  se  réduisent  à de  simples  opérations  sur  les 
fractions,  opérations  avec  lesquelles  nous  sommes  déjà  familiarisés. 

173.  Remarque. — Nous  serons,  dans  la  suite,  conduits  par  la  réso- 
lution de  certaines  questions,  à considérer  des  quantités  affectées 
d'etpoMnts  incommensurable ».  Or  , les  règles  que  nous  venons 
d'établir  pour  le  cas  où  les  exposants  sont  commctisurables,  sem- 
bleraient devoir  être  aussi  démontrées  dans  le  Cas  d'exposants 
incommensurables;  mais  observons  qu’un  nombre  incommensu- 
rable, tel  que  [/â,  [/il,  est,  par  sa  nature,  composé  d’une  partie 
entière  eld’uue  fraction  qui  ne  peut  être  exprimée  exactement,  mais 
dont  il  est  possible  d'approcher  autant  que  l’on  reut;  Cn  sorte  quu  t 
l’on  peut  toujours  concevoir  le  nombre  incommensurable  remplacé 
par  un  nombre  fractionnaire  exact  qui  n’en  diffère  que  d’une 
quantité  moindre  que  toute  grandeur  donnée  ; et  en  appliquant 
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les  règles  au  symbole  qui  désigne  le  nombre  incommensurable,  il 
faut  sous-entendre  qu’on  les  applique  au  nombre  fraclionuaire 
exact  qui  le  représente  approximativement.  En  définitive,  dans 
les  applications  numériques,  on  ne  peut  se  former  l’idée  d’un 
nombre  incommensurable,  que  lorsqu’il  est  remplacé  par  un  nom- 
bre fractionnaire  exact,  qui  en  exprime  une  valeur  plus  ou  tnoins 
approchée. 

Ainsi,  nous  pouvons  conclure  que  les  règles  précédentes  sont 
applicables  au  cas  où  les  exposants  sont  incommensurables.  Elles  le 
sont  même,  par  extension , aux  exposants  imaginaires. 

Application  de  la  formulé  du  binôme  à l’extraction  des  racines  par 
approximation. 

174.  Puisque  l’on  doit  étendre  au  calcul  des  exposants  quel- 
conques les  règles  du  calcul  de9  exposants  entiers  et  positifs,  il  est 
assez  naturel  de  penser  que  la  formule  du  binôme,  qui  sert  à dé- 
velopper la  m'ime  puissance  d’un  binôme  ( m étant  un  exposant 
entier  et  positif] , peut  également  servir  lorsque  m est  un  exposant 
fractionnaire,  positif  ou  négatif.  C’est,  en  effet,  ce  que  les  analystes 
ont  reconnu,  et  ils  ont  déduit  de  là  des  conséquences  importantes, 
tant  pour  l’extraction  des  racines  par  approximation , que  pour  le  dé- 
veloppement des  expressions  algébriques  en  séries. 

Nous  renvoyons , pour  la  démonstration  de  cette  formule  dans  lo 
cas  d’un  exposant  quelconque,  au  numéro  182  de  ce  chapitre;  et 
nous  allons  dès  à présent  en  montrer  l’usage  dans  l’évaluation  ap- 
prochée des  racines  de  degré  quelconque  des  nombres  particuliers. 

Mais,  avant  tout , il  est  nécessaire  do  lui  faire  subir  uuc  transfor- 
mation. 

Reprenons  cette  formule 

»»  — 1 

(jr-J-a)'"  = x”-j-»nax'"",-|-m  — - — a’: . . , 

et  mettons  le  facteur  x" en  évidence  dans  le  secoud  membre;  on 
obtient 

, , , fit  « i »i  — 1 a9  \ 

(*+o)"=a^l-f . . .J  } 

ou , posant  m = - , 
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(■r-J-a)"  = {/  x-\-a  — 


!_i 


]_1  1-2 


) 


,(i). 


-Yi+l.  i+î-V^  + î 

v « x n 2 X'  ' n 
ou  bien  encore , 

*/  » 1 0 1 *— 1 2”-1  “3. 

* \ ‘ n 2 n 'x,~‘n  2n  ' 3»  ’*3 

Si  l'on  voulait  former  un  nouveau  terme , il  suffirait  évidemment 
démultiplier  le  quatrième  par  1-^-— et  par- , puis  de  changer  le 
signe,  et  ainsi  de  suite. 

178.  Cela  posé;  soit  à extraire  la  racine  cubique  de  31.  Le  plus 
grand  cube  contenu  dans  31  étant  27,  Faisons,  dans  la  formule 
(1),  n = 3,  x = 27,  et  o = A , ce  qui  donne 

^3T«^27+l=27i  (l  + ^)fî 


il  vient 


/,  . 1 4 1 1 10  1 1 8 

j/31  =3^1  + 3'27~8‘8'729_'  3'S  § 


64 
9 '19683 


— etc. 


ou  bien,  en  effectuant  les  calculs , 

4 16 


j/31=3+-7- 


320 


27  2187  ‘ 831441 


Le  terme  suivant  s’obtiendrait , d’après  ee  qui  a été  dit  ci-dessus, 

2 4 

3 ' 27’ 


en  multipliant  tr-pp-  par  — ■ — !.-,ou  par  - . — , et  changeant  le 
001441  Un  x 


2360 

signe,  ce  qui  donnerait  — —^g—. 

On  trouverait  de  même , pour  le  terme  qui  suit  ce  dernier, 
2860  4n — 1 a 2860  11  4 112640 

A if  ~ • ion 


43046721  ''  3»  'x  43046721  X 15  X 27  17433922005’ 


+ 

cl  ainsi  de  suite. 
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Mais  no  considérons  que  les  cinq  premiers  termes  do  la  série,  et 
réduisons  en  décimales  ; nous  obtenons  d’abord , pour  les  termes 
additifs, 


3 = 3,00000 


jt 

27 

320 

53 1441 


0,14816 

0,00060 


3,14875, 


et  pour  la  somme  des  termes  soustractifs, 


16 

2187 

2560 

43046721 


= — 0,00731 


= — 0,00006 


= — 0,00787 


Donc  1/31=  3,14138; 

nous  prouverons  tout  à l’heure  que  ce  résultat  est  exact  à 0,00001 

près. 

176.  Remarque. — Lorsquel’expression  d’un  nombre  est  développée 
en  une  suite  de  termes  dont  les  valeurs  numériques  vont  en  décrois- 
sant indéfiniment,  on  conçoit  qu’en  général,  plus  on  prend  de  ter- 
mes dans  la  série,  plus  on  approche  de  la  vraie  valeur  du  nombre 
proposé.  Si,  en  outre,  on  suppose  que  les  termes  soient  alternative- 
ment positif»  et  négatifs,  on  peut,  en  s'arrêtant  à un  terme  de  rang 
quelconque,  déterminer  d’une  manière  précise  le  degré  d’approxi- 
mation obtenu. 

En  effet,  soit  une  suite  indéfiniede  termes,  a — 6-f-c — d-j-e  — f-\~. . ., 
dans  laquelle  on  suppose  que  a,  b,  c,  d.  . . sont  des  quantités  ab- 
solues do  plus  en  plus  petites  ; et  désignons  par  x le  nombre  repré- 
senté par  cette  série. 

Je  dis  d’abord  que  la  valeur  numérique  de  x est  comprise  entre 
deux  sommes  consécutives  quelconques  de  termes  de  la  série.  Car, 
prenons  au  hasard  les  deux  sommes  consécutives 

o — fc-j-c  — rf-J-e  — et  a — 6-j-c  — d-f-e  — f-\-  g ! 
considérons  la  première,  et  observons  que  les  termes  qui  suivent 

— f sont-j-ÿ  — A -(-A  — /-f-,  • • , mais  puisque  la  série  est 
décroissante,  les  différences  g — h,  h — 1.  . . sont  des  nombres 
positifs  ; d’où  il  suit  que  , pour  obtenir  la  valeur  complète  de  x, 
il  faut  ajouter  à la  somme  a . — 6-}-c  — d -j-  e — /.un  certain 
ALGÈBRE.  17 
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nombre  positif.  On  a donc  déjà 

a — A -f-  c — d-J-e  — f < x. 

Quant  à la  seconde,  les  termes  qui  suivent  -f-  g,  sont.  . . . 
— A -j-  A — / -(-  m.  . . ; or,  les  différences  — A -{-  A,  — / -f-  *»,  . . 
sont  négatives  ; d’où  l’on  voit  que,  pour  avoir  la  vraie  valeur  de  x, 
il  faut  ajouter  à la  somme  a — A -{-  c — d -f-  e — f 9 une  quan- 
tité négative,  c’est-à-dire  diminuer  cette  somme.  On  a donc 

o — A -{-  c — </-}-«  — f -{•  g > s. 

Donc  x est  compris  entre  ces  deux  sommes. 

Cotiséquence.  — Comme  la  valeur  numérique  de  la  différence  entre 
ces  deux  sommes  est  évidemment  g , il  s’ensuit  que  l’erreur  commise 
lorsqu'on  prend  un  certain  nombre  de  termes  a — b-|-c  — d-(-o  — f, 
pour  la  râleur  de  x,  est  scm£riqiiexkst  moindre  que  le  ternie  qui  suit 
immédiatement  celui  auquel  on  s’est  arrêté. 

Ainsi,  dans  l'application  du  numéro  précédent,  tous  les  termes 
étant  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  allant  en  diminuant  à 
partir  du  second,  on  peut  conclure  que  la  valeur  numérique  de  la 
somme  des  cinq  premiers  termes, 

. A 16  . 320  2560 

"^  27  2187  + 581441  .48040721’ 

3 

diffère  de  j/  31  d’une  quantité  moindre  qucla  valeur  du  6e  terme, 
que  l’on  a trouve  ( n»  175 ) égal  à -^33933903  » or»  cetl°  fr®°- 

tion  est,  d'après  sa  seule  inspection,  au-dessous  de  jqqqq^  î donc 
3 

{/  31  = 3,14138  à 0,00001  prés;  ce  que  l’on  pourrait  vérifier  par  le 
procédé  ordinaire,  mais  par  des  calculs  plus  laborieux  que  les  pré- 
cédents. 

177.  Voici  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  approximati- 
vement la  racine  nUm‘  d’un  nombre  N par  le  moyen  des  séries  : Dé- 
composez N en  deux  parties  p"  -f-  q,  p étant  la  racine  de  N obtenue  à 

n 

une  unité  près  ( n*  1 33  ),  et  faites  dans  le  déceloppcment  dey/  x -j-  « 
( n°  175  ),  x = p" , a = q.  Effectuez  les  calculs , en  tous  arrêtant  au 
terme  dont  le  suivant  soit,  d' aptes  son  inspection,  au-dessous  de  l’unité 
de  l’ordre  décimal  quidétermine  l’approximation ; courerlissez  en  déci- 
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males  tous  les  termes  dont  tous  ares  tenu  compte,  et  opérez  la  réduction 
des  termes  additifs  et  soustractifs. 

Cette  méthode  n’est  bien  avantageuse  qu’autant  que  est  une 

r 

fraction  assez  petite;  car  autrement,  les  termes  de  la  série  ne  dimi- 
nueraient pas  très-rapidement , et  il  faudrait  un  grand  nombre  de 
termes  pour  donner  le  degré  d’approximation  désiré,  ce  qui  entraî- 
nerait dans  des  calculs  extrêmement  laborieux. 

On  est  même  obligé  do  modifier  la  marche  précédente  toutes  les 

fois  que  l’on  a pn  <[  q;  car  alors  ^ ou  est  plus  grand  que  l’u- 
nité, ainsi  que  toutes  les  puissances  de  p qui  augmentent  de  plus 

en  plus,  numériquement , à mesure  que  le  degré  de  la  puissance 
augmente. 

Soit,  par  exemple,  86  le  nombre  dont  on  demande  la  racine 
güm.  . 57  étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  86  ; on  aurait 

* = 27,  a = 20;  d ou  ~ = ÿji 


et  les  termes  de  la  série  augmenteraient  au  lieu  de  diminuer  ( nous 
ne  parlons  pas  des  coefficients,  qui  sont  des  fractions  peu  différentes 
de  l’unité  ).  Mais  observons  que  l’on  peut  aussi  décomposer  66  en 
8 1 

84  — 8,  ou  A1 — 8 ; or,  — ^ ou  g est  une  très-petite  fraction.  D’un 

n 

autre  côté,  si,  dans  l’expression  de  x-\-a  ( n°  174),  on  rem- 
place a par  — a,  il  vient 


n ________ 

x — a 


■J/j  la  1 n — 1 oJ  1 « — 1 2» — 1 a1 

\ n' x'  «'  ' x3  n'  2 n ’ 3»  'a:3 


Posant  donc  x = 64,  a = 8,  on  obtiendra  une  série  de  termes  qui 
décroîtront  très-rapidement. 

A la  vérité,  tous  les  termes,  à l’exception  du  premier,  sont  néga- 
tifs; et  l’on  ne  peut  appliquer  à la  série  ce  qni  a été  dit  ( n°  176) 
sur  la  manière  de  fixer  le  degré  d’approximation  que  donne 
la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes.  Mais  alors  , on  tient 
compte  d’un  nombre  de  termes  assez  grand  pour  qu’on  soit  bien  as- 
suré que  l’ensemble  des  termes  négliges  n’influe  pas  sur  l’ordre  dé- 
cimal auquel  on  veut  arrêter  l’approximation, 

17’ 
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On  pourra  s’exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

j/39  = j/  32  + 7 = 2,0807  à 0,0001  près; 

3 3 

j/65  = j/04  + 1 = 4,02078  à 0,00001  près; 

ÿ'  260  = 256  + 4 = 4,01558  à 0,00001  près; 

j/  108  = j/”I28  —20  = 1,95204  à 0,00001  près  (*). 

178.  Autres  applications  de  la  formule  du  binôme.  — Cette  formule 

sert  aussi  à développer  les  expressions  algébriques  en  séries. 

Soit,  pour  premier  exemple,  l’expression  ^ g ; on  a 


Posons  dans  la  formule  (jr-{-a)"s=5#“-f-  maxm~l  -j- 

1 = 1,0  = — a,  m = — 1;  il  vient 

1 — 1 


(1  — s)~l  = 1 — 1 .(  — s)  — 1 


-1- 

ou  effectuant  les  calculs  et  observant  que  chaque  terme  se  compose 
d’un  nombre  pair  de  facteurs  affectés  du  signe  — , 

= rb 


; 1 -j-  S -j-  3’  -j-  3*  -f-  5$  -j-  *5.  . 


On  parviendrait  au  même  résultat  en  appliquant  le  procédé  de  la 
division  algébrique  ( n°  26  ). 

2 

Soit  encore  l’expression  — — ou  2(1 — s)  *. 


(I-*)3 

On  a,  en  développant  (1  — s )~ 


2(1  — s)—*= 


2[1 — 3 .(—a) — 8 


— 3 — 1 


•(-=)’- 3- 


— 8-1  —3—2 


y-M-..]; 


2 ''  " 2 
ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

2(l-5)-5=2(l+3s  + 6s’  + 10aî+1854-}-.  . .). 


O fr°y*ï  ,c  a*  5 <•«  ta  première  note  placée  à la  fia  du  8*  chapitre. 
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Prenons,  pour  dernier  exemple,  la  quantité  j/  2s — qui  re- 
vient à ^ J , et  développons  ^1  — 0 J. 

En  posant  dans  la  formule  [x  -j-  a)"*  maxm~‘,  -f-.  . . . , 

, 2 1 

x = l,  a= , *»  =r,  on  a 

Z O 


(-9*- 


1+J(”i)+5*T"r'(“*)+ 

,11  s . 

donc,  ^2*-.’=/ia(l-g*-^*>-^*1--etc.). 

Méthode  des  coefficients  indéterminés.  Notions  sur  les  séries 
récurrentes. 

179.  Les  algébristes  ont  inventé , pour  le  développement  des  ex- 
pressions algébriques  en  séries,  une  autre  méthode  qui  est  en  gé- 
néral plus  simple  que  celles  dont  nous  venons  de  parler,  et  qui 
d’ailleurs  est  beaucoup  plus  féconde,  en  ce  qu’elle  s’applique  à des 
expressions  algébriques  d’une  nature  quelconque. 

Pour  donner  une  première  idée  decette  méthode , nous  nous  pro- 
poserons de  développer  l’expression  — - ?■— — , en  une  série  qui  pro- 

a -j-  b x 

cède  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  x.  Il  est  visible  que 
ce  développement  est  possible;  car  — a -revient  à a(a' b' x)~‘ , 

1 1 -j—  O X 

et,  en  appliquant  la  formule  du  binôme,  on  obtiendrait  évidem- 
ment une  suite  de  termes  procédant  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes, entières,  et  positives  de  x.  Posons  donc 

— = À -|—  Bjf  -{-  Cx*  Dx3  -j-  Far5  -J— (1), 

a -f-  b'  x 

A,  B,  C,  D...  étant  des  coefficients,  fonctions  deo,  a’b’,  mais  indépen- 
dants de  x,  coefficients  qu’il  s’agit  d’ailleurs  de  déterminer,  et  que , 
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par  celte  raison,  l’on  appelle  coefficient s indéterminée.  (Cette  déno- 
mination est  impropre  : d’après  le  sens  attribué  jusqu’ici  au  mot 
indéterminé , il  vaudrait  mieux  dire  coefficients  à déterminer ; mais 
nous  nous  conformerons  à l’usage.) 

Pour  pars'enir  à la  détermination  de  ces  coefficients,  multiplions 
les  deux  membres  de  l’équation  (l)  par  a'  -J - b’  x ; nous  trouvons  , 
en  ordonnant  par  rapport  à x,  et  transposant  le  terme  a, 


t A a'  -{-  Ba' 

Ca' 

x 1 -f-  Da' 

x3  -f-  Ea' 

i — a-f-Ai' 

-f-  Bi' 

-f  Ci' 

-f  Di' 

xé-\-...  (î). 


Remarquons  maintenant  que,  si  l’on  suppose  les  valeurs  de 
A,  B,  C,  D.  . . convenablement  déterminés,  l’équation  (1)  doit  se 
vérifier,  quelque  valeur  que  l’on  donne  à x;  ainsi  il  en  est  de  mémo 
de  l’équation  (2). 

Or,  lorsqu’on  suppose  x — 0 , celle-ci  devient  0 ==  An'  — a , 
d’où  l’on  déduitla  valeur  de  A,  A = 


A étant  égal  à - , quand  on  a x = 0,  doit  conserver  la  mémo 

valeur  lorsque  arest  quelconque,  puisque  , par  hypothèse,  A est  in- 
dépendant de  x;  ainsi,  quel  que  soit  x , l’équation  (2)  se  réduit  à 

x1  ou,  divisant  par  x, 


0 = 


( Ba' 

x Ca 

Æ’-f-  Da' 

( + A6' 

-j-  B b' 

— |-  Ci 

( Ba' 

-f-  Ca' 

* +Da'  j 

l+Atf 

-f  Ri' 

4- Ci'  | 

Celte  équation  devaut  encore  se  vérifier  pour  toute  valeur  de  x, 
faisons!  = 0 ; il  en  résulte  Bo'  -j-  A i'  = 0; 

d’où  l’on  tire 


B 


ou  bien, 


aV_ 
a1  " 


Comme  B doit  conserver  cette  meme  valeur,  quel  que  soit  x,  sup- 
primons dans  (3)  le  premier  terme  Ba'  A i'  qui  s’anéantit  par  cctto 
valeur  de  B,  et  divisons  par#;  il  vient 


Ca'  + Di' 

x -j-  Ea' 

-}-  Bi'  -j-  Ca’ 

-f  Bi' 
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Faisons  do  nouveau  x = 0;  il  en  résulte  Ca'  -f-  B b'  = 

B6'  . ah'  b' 

d’où  l’on  déduit  C = oubienC  = — — r,  X — — 

On  trouverait  de  même D»'  -f-  Cbl  = 

C y aV’  b' 

d’où  D = ~r,  ou  I)  — -Tj-  X — “r  — 


0, 

«'»* 

0, 

ab’3 


et  ainsi  de  suite. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  qu’un  coefficient  quelconque  se  forme 
au  moyen  du  coefficient  qui  précède,  en  multipliant  celui-ci  par 

b'  . 

— ainsi  Ton  a 
a 


ah' 


a b1' 


ab’3 


«•  MM  • MM  ^ IIL 

a’  b’  x a'  a'3  X o'* 

180.  En  réfléchissant  sur  les  raisonnements  qui  précèdent,  on 
voit  que  le  principe  fondamental  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés  consiste  en  ce  que , si  une  équation  de  la  forme 


, , aV*  , 
1 +-7T 


0 = JI  Nx  -j-  Px’  + Qx3  SI,  N,  P.  ..  . étant  des  coeffi- 

cients indépendants  de  x ),  doit  se  rériper  quelque  valeur  que  l’on 
donne  à\,  il  est  nécessaire  que  chacun  des  coefficients  soit  séparément 
égal  à 0. 

En  effet,  puisque  ces  coefficients  sont  indépendants  de  x,  si  l’on 
parvient  à les  déterminer  d’après  des  hypothèses  particulières  faites 
sur  x,  ces  valeurs  seront  celles  qui  leur  conviennent  lorsqu’un  sup- 
pose x quelconque.  Or , en  faisant  x — 0,  on  trouve  M = 0 ; et  l’é- 
quation se  réduit,  après  la  division  par  x,  à 

0 =j  N -{-  P*r  -(--Qx3  -f" i 


faisant,  dans  cette  nouvelle  équation,  x = 0,  on  trouve  N = 0 ; et 
l’équation  se  réduit,  lorsqu’on  a divisé  par  x,  à 0 = P-(-  Qx  . . , 
et  ainsi  de  suite.  On  a donc  séparément 

SI  = 0,  N = 0,  P = 0,  Q==0....; 

on  obtient  parce  moyen  autant  d’équations  qu’il  y a de  coefficients 
A,  B,  C,  D.  . . .à  déterminer. 

Ce  principe  s’énonce  encore  d’une  autre  manière  : 

Si  «ne  équation  de  la  forme 


a -j-  bx -j- ex’1  -|-  </x3 -j-  . . x3-j-  d’ x3.  . . 


doit  cire  réripée,  quelque  râleur  que  l’on  donne  à j,  les  termes  affectés 
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d’une  tnime  puissance  dans  les  deux  membres  sont  respectivement 
égaux  ; car,  après  la  transposition  de  tous  les  termes  dans  le  second 
membre,  l’équation  est  de  même  forme  que  ci-dessus;  d'où  l'on 
peut  ensuite  conclnre 

a'  — o = o,  b'  — 6=o,  c — c = o , 

et  par  conséquent, 

a’ = o,  6’  “6,  c =c,  d’=d,  • . 

On  donne  (n°  42)  le  nom  d’équation  identique  à toute  équation 
dont  les  termes  sont  ordonnés  par  rapport  à une  certaine  lettre , et 
qui  doit  se  vérifier  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  à cette  lettre  , 
afin  de  la  distinguer  d’une  équation  ordinaire,  c’est-à-dire  d’une 
équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par  certaines  valeurs  attri- 
buées à cette  lettre. 

181.  La  méthode  des  coefficients  indéterminés  exige  encore  que  l’on 
connaisse  à priori  la  forme  du  développement  par  rapport  aux  ex- 
posants de  x.  Ordinairement,  on  suppose  que  le  développement 
procède  suivant  les  diverses  puissances  ascendantes,  entières  et  po- 
sitives de*,  à partir  de  la  puissance*0;  mais  quelquefois  cette  forme 
n’est  pas  uonvenable , et  la  suite  des  calculs  le  fait  reconnaître. 

Soit,  par  exemple,  à développer  l’expression^ — . 


Posons 


3* — *' 


- = A -j-  B*  C*1  Dx3  -J-,  . . ; 


en  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant,  on  trouve 

o — 1 -j-3  Kx -j—  3 B **  3 C x3  -|-  3 D 1 x*  — 

— A — B —Cl 
d’où  l’on  devrait  conclure  (n°  180) 

— l = o,  3 A = o,  3 B — A = o.  . . . 


Or,  la  première  équation  — 1 = o,  est  absurde,  et  indique  que  la 
forme  ci-dessus  ne  convient  pas  à l’expression  - — î ; mais  si  l’on 

met  cette  expression  sous  la  forme  - X — - — , et  que  l’on  pose 

* 3 — x 

l X V— — — ' (A  -J-  Bx  -f-  C*’  -j-  D*3.  . .), 

x 8 — x X 
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il  viendra,  toute  réduction  faite. 


_ 3A  4-3B 


x -J-  3 C ] 

x'  + 3 D 

— B 

1 — c 

*’  + • 


— I — A 
ce  qui  donne  le»  équations 

3A  — l = o,  3 B — A = o , 3 C — B =o 
d’où  l’on  lire  successivement 


A 8’  "“B’  C 27’  D 81' 


269 


Donc 


1 1 /I  . 1 , 1 , 1 , , \ 

ïx-?=ï{ï+9X+Vi*  + 81*  +"7’ 

ou  bien , _L_=*  + * *°  + I ^ 


c’est-à-dire  que  le  développement  renferme  dans  son  expression  un 
terme  affecté  d’un  exposant  négatif. 

182.  Démonstration  de  la  formule  du  binôme  par  la  méthode  des 
coefficients  indéterminés. 

Pour  faire  apprécier  la  fécondité  de  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  nous  allons  donner  une  démonstration  complète  de 
la  formule  du  binôme  , fondée  sur  celte  méthode. 

Afin  de  simplifier  les  calculs , nous  remarquerons  d’abord  que 

( x -f-  a )"  peut  se  mettre  sous  la  forme  x~  ^1  -{- 

Si  l’on  pose  - = y,  et  qu’on  développe  ( 1 -{-  y )“,  il  suffira 

ensuite  de  multiplier  ce  développement  par  xm,  puis  de  remplacer 

y par  ^ ; et  l’on  obtiendra  le  développement  de  ( x -f-  a )"*. 

(Cette  transformation  a pour  objet  d’cviler  dans  le  calcul  les  puis- 
sances xm , ...  du  premier  terme  x.) 

Ceci  admis,  soit  d’abord  m égal  à un  nombre  positif  ^ (o  pou- 

7 

vont  être  égal  à 1 , auquel  cas  l’exposant  serait  entier). 

Posons  ( 1 + y K = 1 + Ay  + %’  + Cy3  -f-  Dy*  -f-  . . . (1). 
[On  est  conduit  à donner  cctle  forme  au  développement,  par  la 
formation  des  premières  puissances  entières,  et  en  observant  que 
pour  y = 0,  le  premier  membre  se  réduit  à 1 ; d’où  il  suit  que  la 
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partie  indépendante  de  y,  dans  lu  second  membre,  doit  être  égale 

àl.] 

Pour  déterminer  les  coefficients  A,B,C,D....,  remplaçons  , 
dans  l’équation  (1) , y par  s ; il  vient 

( 1 -j-  3 )]j  1 As  -j-  B31  -{-  Ga3  -f-*  Daf  -j-  . . . (â), 

A,  B,  C . . . ayant  ici  évidemment  les  mêmes  valeurs  que  ci-dessus , 
puisqu’ils  sont  indépendants  de  toute  valeur  attribuée  à y. 
Retranchant  ces  deux,  équations  l’une  do  l’autre,  on  obtient 

(l+y)î-(l  + *f=My-*)  + B{ÿ’-S’)  + C(y»-*3) 

+ D(y*— •,<)+  • • • W- 


Faisons  pour  le  moment  (l-f-y)f=u,  ( 1 -j-  a )f  = c;  il  en 
résulte  1 -f-  y = w;  1 -{-  s = ; d’où  y — s = w — rn ; et 

l’cquation  (3)  devient 

A ( y — s)  + B (ya — a’ ) + C (y3— s*  ) + D (y  I — «4) -j-. . . .(4) , 

ou,  divisant  le  premier  membre  par  u1  — c1,  et  le  second  par 
y — *,  qui  est  égal  à — n, 

My— aH-Bfy1— — g^+Dfy'1— 3*)+--- 

ui — v*  y — 3 

Or , d’après  le  théorème  (n°  31) , up  — vp  est  divisible  par  u — t> , 
et  donne  pour  quotient , 

u>'-‘  -J-  r u?-7  *-{-  e’u''-3  -f-  . . . -j-  vp-‘. 

De  même,  w — r*  ; u — v,  donne 


ui-’  -{-  vui-‘  c ’kî-5  . . . -J—  c*-'. 

D’un  autre  côté , y — s,  y1  — 3’,  y3  — s3,  y4  — si  divi- 
sés par  y — s,  donnent  pour  quotients, 

i >y  + j.  j’  + yJ  + 3’>  j!  + y3’  + y’3  + s’  • • •; 

ainsi,  l'équation  (4)  revient  à 

A+B[y+g)+C(y»+y,-t- y) 


+D(y,+y’5+ys’-{-y3 

Faisons  maintenant,  dans  cette  dernière  équation,  y =.  z , 
d’où  l'on  déduit  u — r,  d'après  les  équatious  ( 1 -|-  ÿ )j  = «, 


JB 
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i P , pP~~l  p pP 

( 1 4-  s V = v:  le  premier  membre  devient  i- on  £ 

' 1 ' q , ui~l  q w 

p 

Si  l’on  remet  à la  place  de  up,  sa  valeur  ( 1 —J-  y ou 

1 _L  A v 4-  Ri/’  -I-  Cu3  4-  ....  et  a la  place  de  u’’  sa  valeur  1 V. 

T , • . V l + Ay+By’  + Cy3-}-... 

ce  premier  membre  devient  encore  ! — 1 • 

y H-  y 

D’ailleurs,  le  second  membre  se  réduit  à 

A + 2By  + 3Cy*  + 4Dy»  X-  . • 5 
on  a donc  la  nouvelle  équation 

g..1.±.AdrIy;+^3.±”y4+’  • •=A  + 2By4-3Cy’4-4PyH-. 

s 1 + y 

d’où,  chassant  le  dénominateur  1 — y,  et  effectuant  les  calculs, 

J+f  •Ay+f-By’  + f.Cy3+2.Dy4  +...- 

y4  + • ■ • 


A4-2B 

y + 8C 

y’+4D 

y»+8E 

+ A 

4- 215 

4-3C 

4-  ad 

Comparant  ( n°  180  ) les  deux  membres  de  cette  équation  iden- 
tique, terme  à terme,  on  obtient  les  égalités  suivantes 


r = A, 


d’où 


A = ?; 


P 

y 


G-1) 


2 

-B  1 

fc-l) 

VI  / 

3 

J < 

'e  -z) 

vy  / 

4 

- B = 3C  -4-  2B,  SC  ==B  (P  — 2 donc  C 

5 \1  / 

/ v C 

PC  = 4D  4-  SC,  AD  = C [ — — 3);  donc  D = — L. 

? T Vy  / 4 » 

et  ainsi  de  suite. 

La  loi  de  formation  des  coefficients  successifs  est  manifeste.  Soit 
N le  coefficient  qui  eu  a n avant  lui,  cl  U celui  qui  le  précède;  on 
aurait  évidemment 

M(£_n  + l) 

P 31  = Nn  4-  ( n - 1 ) M;  d’où  N = L 

y « 
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En  reprenant  la  démonstration  précédente,  on  s'assurerait  facile- 
ment qu’elle  s’applique  au  cas  où  l’on  a q = 1,  c’est-à-dire  au  cas 
où  l'exposant  est  entier. 

Quant  au  cas  où  m est  égal  à un  nombre  fractionnaire  négatif, 

? , on  suit  absolument  la  même  marche  que  précédemment  ; 

7 

mais,  parvenu  à l’équation  qui  correspond  à l’équation  (-4),  savoir  : 
h— p — v~p  = A ( y — s ) -{-  B ( y’  — sJ  ) -j-  C ( y3  — s5)  -f-.  . . , 


1 1 r p — uP  up  — tp 

on  remarque  que  u~p  - v-r  = - - - =*—jr  = Sw-# 

ainsi,  en  divisant  le  premier  membre  par  u*  — rft  , et  le  second 
par  y — s,  qui  est  égal  à W — r’,  on  a 

1 uP  — TP  A ( y — g)  + B(y’  — *'  ) ~f~ • • • 

upcp  ’ u i — tp  y — s 

ou,  supprimant  le  facteur  » — r cl  le  facteur  y — s, 

— — j~--- — j~  — — =A  + B(y  + *)  + ; 

uP vP  Ul~l  -J-  -j-  . • . -f-  V*  1 

faisant  ensuite  y = s,  d’où  « = r,  on  obtient 

_ JL  . £!ÜI!  = _ £ . ’H=A  + My+ 3Cy’  + 


Çtt?-* 


Le  reste  du  calcul  est  absolument  semblable  à celui  du  cas  précé- 
dent. 

Maintenant,  puisque  l’on  a,  quel  que  soit  m, 

m j 

(i  +y)“  = i + + »*  — 2 — 


remplaçons  y par  ^ et  multiplions  par  xm;  il  vient 

/ n\  ™ . , m — 1 „ _ , , 

ar"  f , ou  ( ;r-f-  a)"'=xm  maxm  * -J-»s — ^ — 0 i--** 

Ainsi  la  formule  du  binôme  est  démontrée  généralement. 

183.  Des  séries  récurrente». — Le  développement  des  fractions  al- 
gébriques rationnelles  d’après  la  méthode  des  coefficients  indétermi- 
nés, donne  lieu  à des  séries  d’une  nature  particulière,  connues  sous 
le  nom  de  séries  récurrentes. 
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Nous  avons  déjà  vu  (n°  179)  que  l’expression  -,  - -- — , apourdé- 

o -j—  b x 

. a ab'  , ab'1  ab '3  , . . . . 

veloppement , -*4 — ,TÆ3-r-  • • • » sene  dans 

a o1  a 3 a » 

laquelle  on  forme  chaque  terme  au  moyen  du  précédent,  en  multi- 
pliant celui-ci  par  — ~ x. 

Cette  propriété  n’est  pas  particulière  à la  fraction  proposée;  elle 
appartient  à toutes  les  fractions  algébriques  rationnelles,  et  elle 
consiste  en  ce  que  toute  fraction  rationnelle  en  x réduite  en  série 
donne  lieu  à une  suite  de  termes  dont  chacun  est  égal  à la  somme  algébri- 
que d’un  même  nombre  de  termes précédents , multipliés  respecticement 
par  certaines  quantités  qui  sont  constamment  les  mêmes  dans  toute 
l’étendue  de  la  série. 

L'ensemble  des  quantités  constantes  par  lesquelles  on  doit  mul- 
tiplier un  certain  nombre  de  termes  précédents  pour  former  un 
terme  quelconque , s’appelle  Y échelle  de  relation  de  la  série. 

Dans  la  série  précédente , l’ échelle  de  relation  est  — — . x ; et  la 


série  est  dite  une  série  récurrente  du  premier  ordre. 

o , , . „ . o-f-ij-f-cx1 

Soit  a développer  en  sene  1 expression  — — ■ ‘ — — . 

(A  "T-  D X ’ ! C Jî1  r I ■ ci  X 

Posons  , , «+  hx+cx\ ,=À+B.r+Cx’+D:r3+E*4+...; 

i Y -f-b  x -(-  c x1  -J -d  x3 

d’où  , chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 


l A a!  -f  Bo' 

x — J—  U 

x?  -j-  Do' 

x3  -f  Eu' 

\ -a  -f  A b' 

-f  B V 

4-  c b' 

+ Dà' 

1 - b 

+ Ac' 

-f  Bc' 

+ Ce' 

1 

— c 

-f  Ad' 

-f-  Bd' 

ce  qui  donne  les  équations 


A o'  — n=o,  d’où  À = —, , 


Ba'4-Aà'  — i = o,  B = — -A  -J-—  b — ^L~Lba' , 

a a a* 

Co'4-  BA'  + Ac'  — c = o,  C=— -,B— ^A-flc, 

a a a 
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C = 


ab'1  — ba’  b'  — aol  c'  -f-  ca' 

c'  _ <r 


Do'  — CZ>'  — Bc'  -j-  kd!  = o,  D==— -C—-B— - A, 


F.a'  -}-  Di'  -{-  Ce'  B d'  = o,  E , D ■ 


.c:c_fB, 

a ' o 


D’où  l’on  voit  que  les  trois  premiers  coefficient»  s'obtiennent  d’abord 
sans  aucune  loi  ; mais  à partir  du  quatrième , chaque  coefficient  so 
forme  de  la  somme  dos  trois  coefficients  qui  le  précèdent,  multipliés 

respectivement  par  — savoir,  — pour  le  coeffi- 

cient qui  précède  immédiatement,  — ^ pour  celui  qui  précède 


de  deux  rangs,  et ; pour  celui  qui  précède  de  trois  rangs  ; ainsi 

a 

les  coefficients  A,  B,  C,  D...  forment  déjà  entre  eux  une  série  récur- 


, / b'  c’  d'\ 

rente  dont  l 'échelle  de  relation  se  composo  de  ( ,,  — — -,  J . 

Il  résulte  de  cette  loi  de  formation  des  coefficients , que  le  qua- 
trième terme  de  la  série , D*’,  est  égal  à 


ou  bien , 


— — Gr3  — — Br3  — A.r3, 
cl  a a 

— — , x . Cr’  — — ; r1 . B x -x*.  A. 


On  a de  même,  pour  le  terme  Er*, 


ou  bien , 


— v D-r'1  — % Gr4  — % Br*, 

a a a 

— —,  x . Dr3  — —7  x1 . Cvr’  — -7  r3 . B*  ; 

a a a 


et  ainsi  de  suite. 

Donc,  chaque  terme  de  la  série  demandée,  à partir  du  quatrième, 
est  égal  à la  somme  des  trois  termes  précédents,  multipliés  respec- 

! b'  c'  d'  A 

tivement  par  ( — -7  x , -,  x1 , 7 x I • 

‘ \ a a a ) 

Quant  aux  trois  premiers  termes  A -f-  Br  -(-  Gr3,  on  les  obtient 
en  remplaçant  A , 11,  C , par  leurs  valeurs  obtenues  ci-dessus. 

s 
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184.  On  divise  les  séries  récurrentes  en  différents  ordres;  et  l’or- 
dre s’estime  par  le  nombre  des  termes  nécessaires  pour  former  un 

terme  quelconque.  Ainsi,  l’expression  ■ , - — donne  lieu  à une 

série  récurrente  du  premier  ordre , dont  l’échelle  de  relation  est 
b' 


L’ci  pression 


a -j-  b x 


donnerait  lieu  ù une  série  récur- 


o'  -}-  b'x  -j-  c'x’ 
rente  du  second  ordre,  dont  l’échelle  de  relation  serait 


La  série  obtenue  dans  le  n"  précédent  est  du  troisième  ordre.  En 

, , „ • j i r a+  4x-)-cx>+ ...  -[-A*— ’ 

general , une  express, on  de  la  forme  ^ + y,  + cV  ^ 

donne  naissance  à une  série  récurrente  du  n‘‘m’  ordre , dont  l’échelle 
/ b'  c'  h'  \ 

de  relation  est  I 7 x, r x’  . . ■ — — x"  I . 

\ a a a / 

N.  H.  Nous  supposons  ici  que  le  degré  de  x soit  moindre  au  nu- 
mérateur qu’au  dénominateur.  S’il  en  était  autrement , il  faudrait 
d’abord  faire  la  division  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  x,  ce  qui  donnerait  un  certain  quotient  entier  par 
rapport  à x,  plus  uno  fraction  semblable  à la  fraction  ci-dessus. 


. ...  . 1 — x — 3xJ  -4-  4x3  -j-  x< 

Ams, , son  1 cxpress.cn  g ^ + 

ïi  -j—  4x3  — 3x*  — x -f-  1 | — x3  — |—  3xa  — 5x  ~|—  2 

-j-  7x*  — 8xa  x | — x — 7 

-{-  13xa  — 34x  -f-  1 3 

En  effectuant  la  division , on  trouve  pour  quotient , — x — 7 , et 
pour  fraction  complétant  ce  quotient , 


13x’  — 34x  -J-  18  r 18  — 34x  -f-  13xa 
_ x3  + 3xa  — Sx  + 2 ' 2^5x  + 3xa  — x3' 

La  propriété  énoncéo  au  numéro  183  souffrirait  d’ailleurs  des  modi- 
fications si  le  numérateur  était  d’un  degré  plus  élevé  que  le  déno- 


minateur. 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ces  sortes  de  séries  qui  offrent  plu- 
sieurs questions  intéressantes. 
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CHAPITRE  VI. 

Théories  des  Progressions  et  des  Logarithmes. 

Ce  nouveau  chapitre  se  lie  naturellement  à celui  qui  précède , 
tant,  parce  que  le  premier  paragraphe  a pour  objet  l’examen  des 
propriétés  de  deux  espèces  de  séries,  que  parce  qu’il  offre  une  ap- 
plication immédiate  de  la  théorie  des  exposants  d’une  nature  quel- 
conque; il  complète  aussi  les  connaissances  algébriques  absolument 
indispensables  pour  l’élude  de  la  Trigonométrie  et  de  l'Application 
de  l'Algèbre  à la  Géométrie. 

§ Ier.  Des  Progressions  par  différence  et  des  progressions 
par  quotient. 

Progressions  par  différence  (*). 

1RS.  On  appelle  progression  par  différence  (on  arithmétique) . une 
suite  de  termes  dont  chacun  surpasse  celui  qui  le  précède,  ou  en 
est  surpassé,  d’une  quantité  constante  que  l’on  appelle  raison  ou 
différence  de  la  progression. 

Ainsi , soient  les  deux  suites 

1,  4,  7,  10,  13,  16,  19,  22,  28  ...  . 

60,  86 , 82,  48,  44,  40,  36,  32,  28  ...  . 

La  première  est  dite  une  progression  croissante  dont  la  raison  est  3 , 
et  la  seconde  une  progression  décroissante  dont  la  raison  est  4. 

Désignons  en  général  par  a,  b,  c,  d,  e,  f.  . . les  termes  d’une 
progression  par  différence , on  est  convenu  de  l’écrire  ainsi  : 

-f-  a.b.c.d.e.f.g.h.i.k 

et  l’on  devrait  l’énoncer  : Comme  a est  à b,  b est  à c,  c est  à d , d 
est  à e.  ...  ; mais  on  dit  simplement , a est  à b est  à c est  « d est 

(•)  Quoique  la  plupart  îles  propriétés  relative»  aux  progression*  par  différence  et  par 
quotient  aient  été  développées  dans  notre  Arithmétique,  nous  croyons  devoir  les  repro- 
duire ici,  afin  d'avoir  uu  ensemble  complet  de  ces  propriétés. 


fa 
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à e . . . . C’est  une  suite  d’ èquidijférences  continue s , dans  laquelle 
chaque  terme  est  à la  fois  conséquent  et  antécédent,  n l’exception  da 
premier  terme,  qui  n’est  qu’antécédent , et  du  dernier,  qui  n’est 
que  conséquent. 

186.  Appelons  r la  raison  de  la  progression  , que  nous  suppose- 
rons croissante , dans  tout  ce  qui  va  suivre.  (Si  elle  était  décrois- 
sante , il  suffirait  de  changer  r en  — r dans  les  résultats.) 

Cela  posé , on  a évidemment,  d’après  la  définition  de  la  progres- 
sion , 

b = a -J-  r,  c = 6-f-r  = a-{-  2r,  d=c~\-r  — a-\-%r.  ...; 

et  , en  général , un  terme  de  rang  quelconque  est  égal  au  premier , plus 
autant  de  fois  la  raison  qu’il  y a de  tenues  arant  celui  que  l’on  consi- 
dère. Ainsi,  soient  l ce  terme  et  n le  nombre  total  des  termes,  jus- 
qu’à celui-ci  inclusivement  ; on  a pour  l’expression  de  ce  terme  gé- 
néral, / = a -{-  ( n — 1 ) r. 

En  effet,  si  l’on  suppose  successivement  n = 1 , 2 , 8 , -4 , on 

retrouve  le  premier  , second , troisième terme  de  la  progresion. 

Si  la  progression  était  décroissante,  on  aurait,  au  contraire , 


I = a — ( « — 1 ) r. 

La  formule  / ==  a -|-  (»  — 1 ) r sert  à donner  l’expression  d’un 
terme  de  rang  quelconque , sans  que  l’on  soit  obligé  de  déterminer 
d’abord  tous  ceux  qui  le  précèdent. 

Ainsi , que  l’on  demande  le  80'  terme  de  la  progression 

•i.  1 .4.7  . 10  . 13. 10  . 19  . . . . 

On  a , en  faisant  n = 80 , /=  1 -f-  49 .3  = 148.  . 

187.  Une  progression  par  différence  étant  donnée,  on  peut  se 
proposer  de  déterminer  la  somme  d’un  certain  nombre  de  termes. 

Soit  la  progression  —a  . b .c.d.  e . f. . . .*  .k.l,  prolongée 
jusqu’au  terme  / inclusivement;  désignons  par  n le  nombre  des 
termes,  et  par  r la  raison. 

Commençons  par  observer  que , si  x désigne  un  terme  qui  en  a p 
avant  lui , et  y un  ternie  qui  en  a p après  lui,  on  a , d’après  ce  qui 


. ...  ( # = « + p X r> 

Tient  d etre  dit,  les  égalités,  < , ' 

’ 0 | y — l — p X r! 


d’où  l’on  déduit , en  les  ajoutant , 

ALStVRI. 


+ y = fl-H; 
18 
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ce  qui  démontre  que,  dans  toute  progression,  la  tomme  de  deux 
termes  quelconques  prit  à égale  distance  des  extrêmes  est  égale  à la  somme 
des  extrêmes  ; ou  bien  encore  , les  deux  extrêmes,  et  deux  termes  pris 
à égalé  distance  de  ces  extrêmes , forment  une  cquidifférence , dans  l’or- 
dre où  ils  sont  écrits. 

Ceci  admis  , écrivons  de  la  manière  suivante  la  progression  au- 
dessous  d’elle-mème,  mais  dans  un  ordre  inverse, 


t k . I, 

4-  / . k , i c . b . a. 

Appelons  S la  somme  des  termes  de  la  progression  proposée;  2 S 
sera  la  somme  des  termes  des  deux  progressions;  et  l’on  aura,  en 
réunissant  les  termes  par  colonne  verticale, 

2S  = (a+/)-KH-  * H-(c+.  )+...+ (H-c  )+(*  -H»  )+(/+«  ); 

ou  bien,  comme  toutes  les  parties  a -[-  /,  b -j-  k,  c -f-  i . . . , sont 
égales  et  en  nombre  n, 

2S  = ( a -f-  l ) n ; donc  enfin  S = LiLi-ÜLÏL  • 

c’est-à-dire  que  la  somme  des  tenues  d'une  progression  par  différence 
est  égale  au  produit  de  la  somme  des  extrêmes  multipliée  par  la  moitié 
du  nombre  des  ternies. 

Si,  dans  cette  formule,  on  remplace /par  sa  valeur  a -J- (n — ])r, 
on  obtient  encore 

S — [2g  + ( n — 1 ) r]  ” . 

2 ' 


mais  la  première  expression  est  la  plus  usitée. 

Applications. — On  demande  la  somme  des  cinquante  premiers 
termes  de  la  progression  4-2.0.  16  . 23  . 30  ...  . 

On  a d’abord  pour  le  50*™  terme,  / = 2 — }—  49  . 7 = 345  ; 

donc  S = .(2  + 348)-  80  _ 347  X 23  = 8675. 

Jt 


On  trouverait  de  même  pour  le 

100;”*  terme, 

et  pour  la  somme  des  100  premiers 

termes, 


/ = 2 -f  99 . 7 = 693  ; 

S==l!±-0a9S.)'00=34830. 
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108.  tes  formules  l = a-\-  (n  — 1 ) r,  S = , renfer- 

ment cinq  quantités,  a,  r,  n,  l et  S,  et  par  conséquent,  donnent  lieu 
à ce  problème  général  : Trois  quelconques  de  ces  cinq  quantités  étant 
données,  déterminer  les  deux  autres.  Ce  problème  se  subdivise  en  au- 
tant de  problèmes  particuliers  que  l'on  peut,  avec  8 lettres,  former 
de  combinaisons  differentes  3 à 3 , ou  2 à 2.  Or , on  a obtenu  ( n°  1 47  ) 
pour  les  nombres  de  combinaisons  S à S,  et  3 à 3, 

w»  ( m — 1 ) m(m  — 1 ) (m  — 2) 

2 C 273  • 


Faisant  dans  ces  formules,  m = 5,  on  trouve 


0X4 

2 


ou  10,  et 


0X4X3 

2.3 


ou  10;  d’où  l’on  voit  que  6 lettres,  combinées  3 à 3 


donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  8 lettres  combinées 
2 à 2.  [Ce  résultat  s’accorde  avec  la  conséquence  du  n®  150,  en 
vertu  de  laquelle  le  nombre  des  combinaisonsde  m lettres  «A  »,  est 
égal  au  nombre  des  combinaisons  ( m — « ) à ( ?»  — n ).  J 

On  voit  donc  que  le  problème  ci-dcssus  se  subdivise  en  10  problè- 
mes particuliers  dont  voici  les  énoncés  : 


Étant  donnés,  1°  a,  r,  «,  trouver  / et  S; 

2"  a,  r,  I,  ....  n et  S; 

3°  a,  r,  S,  . . . . n et  /; 

4°  «,«,/,  ....  r et  S. 
8“  o,  n,  S,  ....  r et  /,• 

6°  s,  1,  S,  ....  r et 

7°  r,  »,  I,  ....  s et  S: 

8°  r,  n,  S,  ....  s et  (; 

9°  r,  /,  8,  ....  a et 

10°  n,  l,  S,  . . . . a et  r. 


le  premier  problème  est  déjà  résolu,  puisque  les  deux  formules 
donnent  immédiatement  I et  S en  fonction  de  a , r , n.  Quant  aux 
autres  problèmes,  leur  résolu  lion  n’offre  aucune  difficulté;  mais  nous 
engageons  les  commençants  à les  traiter  successivement,  cet  exer- 
cice étant  très-propre  à les  familiariser  avec  la  résolutiou  des  équa- 
tions du  premier  et  du  second  degré  ; car  il  est  bon  de  remarquer, 
quoique  les  quantités  a,  r,  n,  l et  S,  ne  soient  affectées  d’aucun  cx- 

18* 
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posant  dans  les  deux  formules,  que  l’on  est  cependant  conduit  à 
résoudre  une  équation  du  second  degré  lorsque  a et  n,  ou  bien  l et 
n,  sont  inconnues  ; parce  que  a et  n,  ou  / et  n,  entrent  à la  fois  dans 
les  deux  équations  et  sont  multipliées  entre  elles  dans  la  seconde. 

A',  n.  Il  est  aisé  d’expliquer  pourquoi , dans  ces  deux  problèmes, 
la  détermination  de  chacune  des  inconnues  doit  dépendre  d’une 
équation  du  second  degré. 

Soit , en  effet , la  progression  décroissante 


Ml  .9.7  .8.8.1 


-1 


-3.-8. 


On  voit  que  la  somme  des  3 premiers  termes,  aussi  bien  que  la 
somme  des  9 premiers , est  égale  à 27.  Donc , si  l’on  donnait  a=l 1 , 
r = — 2 , S =27,  et  qu’on  demandât  / et  n,  on  devrait  obtenir 
les  deux  systèmes  / = 7,  *i  = 3 , et  / = — B,n  = 9;  donc , la  dé- 
termination dcn,par  exemple,  doit  dépendre  d’une  équation  du 
second  degré. 

189.  Nous  nous  bornerons  à résoudre  le  quatrième  problème  : 
c’est  le  cas  où  , connaissant  a , n,  et  1 , i7  s’agit  de  déterminer  r et  S. 

La  formule  / = o -f-  (n  — l)r  donne  r =- -• 

n — 1 

et  la  formule  S=^  fait  connaître  immédiatement  la  valeur 


de  S. 


/ — a 


Delà  première  expression,  r = , on  déduit  la  solution  de 

cette  question  : insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  b unnombre  m 

de  hoyiss  DirrtnEXTiEis  (on  appelle  ainsi  des  nombres  compris  enlro 

a et  b , et  formant  avec  ceux-ci  une  progression  par  différence). 

Pour  résoudre  celte  dernière  question , il  suffit  de  déterminer  la 

raison;  or,  en  remplaçant,  dans  la  formule  ci-dessus , / pari,  et  » 

par  (»»»  2 ) qui  exprime  actuellement  le  nombre  total  des  termes, 

b — a b — a , 

on  trouve  r = r— = -,  , ou  r = — î — r ; c est-a-dire  que  la 

m -J-  2 — 1 m -j-  1 

raison  de  la  progression  cherchée  s’obtient  en  divisant  la  différence 
des  deux  nombres  donnés  a et  b par  le  nombre  des  termes  n insérer , 
plus  un. 

La  raison  une  fois  obtenue , on  forme  le  second  terme  de  la  pro- 
gression, ou  le  premier  moyen  différentiel,  en  ajoutant  r,  ou  - — , 

tn  —r—  1 


j 
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nu  premier  terme  a;  le  second  moyen  s’obtient  en  augmentant  ce- 
lui-ci de  r,  et  ainsi  de  suite. 

Soit,  par  exemple,  à insérer  12  moyens  différentiels  entre  12 
et  77.  On  a r—12-.  l^.  — ^ = 5,  ce  qui  donne  la  progression 

lt>  1J 

f 12  . 17  . 22  . 27  . 82  . 37  . . . .72  . 77. 

Conséquence.  — Si,  entre  les  termes  consécutifs  d’ une  progression , 
Considérés  deux  à deux , on  insère  un  même  nombre  de  moyens  diffé- 
rentiels , ces  termes  et  les  moyens  différentiels  réunis  ne  forment 
qu’une  seule  et  mime  progression. 

En  effet,  soit  ~ a . b . c . d . e . f ...  \n  progression  proposée,  et 
soit  m le  nombre  des  moyens  que  l’on  veut  insérer  eutre  a et  b, 
entre  b et  c,  e et  d . . . . 

La  raison  de  chaque  progression  partielle  sera , d’après  ce  qui 

c — b d — c 


quantités  toutes  égales,  puisque  a , b , c . . . . sont  en  progression; 
ainsi  la  raison  est  la  même  dans  chacune  des  progressions  partiel- 
les; et  comme  d’ailleurs  le  dernier  terme  do  la  première  forme  le 
premier  terme  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite  , on  peut  conclure 
que  toutes  ces  progressions  partielles  constituent  une  progression 
unique. 

190.  Voici  les  énoncés  de  quelques  problèmes  : 

Première  question.  Déterminer  le  premier  terme  et  le  nombre  des 
termes  d’une  progression  par  différence,  dont  la  raison  est  6 , le  der- 
nier terme  185 , e<  la  somme  2945. 

( Réponse . Premier  terme  = 5 , nombre  des  termes  =81.) 

Seconds  question.  Insérer  entre  deux  quelconques  des  termes  de  la 
progression  -2.5.8.11.14.  . . . , neuf  moyens  différentiels. 

( Réponse.  Raison,  ou  r — 0,  3.  ) 

Troisième  question.  Trouccr  le  nombre  d’hommes  contenus  dans  un 
bataillon  triangulaire  dont  le  premier  rang  est  1,  le  second  est  2,  le  troi- 
sième est  3,  et  le  n”"*  est  n.  En  d’autres  termes,  troucer  l’expression 
de  la  somme  des  nombres  naturels  1,  2,  3.  ... , depuis  1 jusqu’à  n. 

(Réponse.  S - 

Quatrième  question.  Trouter  ta  somme  des  n premiers  termes  de  la 
progression  des  nombres  impairs  1,  3,  5,  7,  9.  . . 


»!-|-  1 ’ »!-j-  1 * 


vient  d’ètre  dit,  exprimée  par - 
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x 


( Réponse.  S = ou  lo  carré  da  nombre  des  termes.  ) 

Cixqeiemk  QiESTios.  Un  monceau  de  sable  est  distant  d’une  allée  d’ar- 
bres de  40  mètres;  elle  exige,  pour  être  sablée,  100  toitures,  à 0 mitres 
d’intervalle  l’une  de  l’autre.  On  demande  le  chemin  que  le  voiturier 
doit  faire,  la  première  toiture  étant  déposée  à 40  mètres  du  monceau 
de  sable,  et  la  toiture  devant,  à la  fin,  revenir  à l’endroit  d’où  elle  était 
partie. 

( Réponse.  87400  mètres.  ) 

Sixième  qdïstioji.  Un  fantassin  fait  10  lieues  par  jour;  un  cavalier 
part  ett  mime  temps,  et  ne  fait  que  8 lieues  le  premier  Jour,  mais,  cha- 
que jour  suivant,  il  failli  lieues  déplus  que  la  précédent.  On  demande 
en  combien  de  jours  le  cavalier  atteindra  le  fantassin , et  combien  ils 
auront  fait  de  chemin  chacun  ? 

( Nombre  de  jours,  8;  chemin,  80  lieues.  ) 


Des  Progressions  par  quotient. 


101 , On  appelle  progression  géométrique  ou  par  quotient,  une  suite 
de  termes  dont  chacun  est  égal  au  produit  de  celui  qui  le  précède, 
par  un  nombre  constant  que  l’on  nomme  raison  de  la  progression; 
ainsi  les  deux  suites 

3,  0,  12,  24,  48,  98 , 

6*>  *.  { fi ’ 


dont  la  première  est  telle,  que  chaquo  terme  contient  celui  qui  le 
précède,  deux  Fois,  ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  le  précédé, 
et  dont  la  seconde  est  telle,  qnc  chaque  terme  est  contenu  dans  ce- 
lui qui  le  précède,  quatre  fois,  ou  est  égal  an  quart  de  celui  qui  le 
précède,  sont  dites  des  progressions  par  quotient  ; la  raison  est  2 


pour  la  première,  et  - pour  la  seconde. 
4 


Soient  a,  b,  c,d,  e,f. des  nombres  en  progression  par  quotient  ; 

on  l’écrit  ainsi,  ; b ; c d ; c ; f\  g . . , , et  on  l’énonce  comme 
une  progression  par  différence,  quoiqu’il  y ait  cette  distinction  à 
faire,  que  l’une  est  une  suite  de  différences  égales  , et  l’autre  une 
suite  de  quotients  ou  de  rapports  égaux,  dans  lesquels  chaque  terme 
est  à la  fois  antécédent  et  conséquent,  excepté  le  premier  qui  n’est 
qu'antécédent,  et  le  dernier  qui  n’est  que  conséquent. 
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192.  Délignons  par  q la  raison  de  la  progression 
■ff  a \b \ c \ d . . . . , q étant  1 lorsque  la  progression  est  crois- 
santé,  et  1 lorsque  la  progression  est  décroissante  ; on  déduit  de 
la  définition  même,  la  série  des  égalités 

b=aaq,  c — bq  — aq',  d=  cq  — aq1,  e = dq  = aq*.  , , . , 

et  en  général,  un  terme  de  rang  quelconque  n,  c’est-à-dire  qui  en 
a » — 1 avant  lui,  a pour  expression,  oç*-1. 

Soit  / ce  terme;  ou  a la  formule  / = aq’,~‘,  au  moyen  de  laquelle 
on  peut  obtenir  la  valeur  d’un  terme  quelconque,  sans  passer  par 
tous  les  termes  qui  précèdent.  Par  exemple,  le  8°  terme  de  la  pro- 
gression 

•H-  2 ; e : 18  ; e.*  : , 

est  égal  à 

2 X 87  = 2 X 2187  = 4374. 

Do  même,  le  12*  terme  de  la  progression 


est  égal  à 

ru  /1\“  *3  _1 L_ 

G4  W ""  -4"  3*  — 088*6* 

193.  Soit  maintenant  proposé  de  déterminer  la  somme  des  n pre- 
miers termes  do  la  progression 

— a l b : c : d : e : f . i l h l I, 

l désignant  le  nUm * terme, 

On  a ( n°  192)  les  égalités 

b = aq,  c = bq,  d —cq,  e = dq,  . . . . , k =.  iq,  l = kq  ; 
d’où  l’on  déduit,  en  les  ajoutant  membre  à membre, 
b 4-  c + d -J-e-f....  -f-  k + / = ( a -f  b -j-  c -f  d -f  ....-fi'  -f  k)q, 
ou  bien,  représentant  par  S la  somme  demandée. 


ou 


S — a = ( S — I ) q = Sq  — Iq, 
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c’est-à-dire  que,  pour  obtenir  la  somme  d’un  nombre  déterminé  de 
termes  d’une  progression  par  quotient,  il  faut  multiplier  le  dernier 
terme  par  la  raison,  retrancher  du  produit  le  premier  terme,  et  diviser 
la  différence  par  la  raison  diminuée  d’une  unité. 

Lorsque  la  progression  est  décroissante,  oo  a 9 <[  1 , l<^  a; 
et  il  convient  de  mettre  la  formule  ci-dessus  sous  la  forme 

c a — 

S = t , afin  que  les  deux  termes  de  la  fraction  soient  positifs. 

Les  deux  expressions  de  S deviennent  encore,  par  la  substitution 

do  aq — 1 à la  place  de  /,  S = a ^ ~ * ^ et  S 0 ^ 7*  J 

ÿ—  1 1 — q ' 

On  trouvera,  d’après  les  formules  précédentes, 

1°  Pour  la  somme  des  8 premiers  termes  de  la  progression 

2 : 6 : 18  : 84  ....  : 2 x 35  ou  4374 , 

Iq—  a 13122  — 2 


S =■ 


6560 } 


q — 1 2 

2°  Pour  la  somme  des  douie  premiers  termes  do  la  progression 


H-  64  : 16  : 4 ; 1 ; i 
64 


: 64 

1 


0)' 


1 £ 

65836  ‘ 4 65536 


1 — 


1 


= 88  4 


65886’ 

21845 
' 68586  ' 


On  voit  que  la  difficulté  principale  consiste  à déterminer  la  valeur 
numérique  du  dernier  terme,  opération  très-laborieuse  lorsque  lo 
nombre  des  termes  est  considérable. 

194.  Remarque.  — Si,  dans  laformule  S=  ^Lî 11 

1 — 1 

on  suppose  q=  1,  elle  devient  S = 

Ce  résultat,  qui  est  quelquefois  le  symbole  do  l’indétermination, 
provient  souvent  aussi  ( u°  73  )dc  l’existence  d’un  facteur  commun 
qui  devient  nul  par  une  hypothèse  particulière  fuite  sur  les  données 
de  la  question.  C’est  en  effet  ce  qui  a lieu  dans  cette  circonstance  ; 
car  ou  sait  ( n°31  ) que  l'expression  q " — 1 est  divisible  par  q — 1, 
et  donne  pour  quotient,  y»-»  -|-  q"-1  4~  S"-3  4"  • • • . — j—  y 4—  1; 
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si  l’on  effectue  cette  division , la  valeur  de  S prend  la  formo 
S = aq'~l  -{-  o}»-’  -j-  aq'~l  -|-  . . . . -j-  aq  -f-  a; 

d’où,  faisant  maintenant  q = l,S  = o-f-o-{-o..  . . a = na. 

On  peut  parvenir  au  même  résultat  en  remontant  à la  progres- 
sion proposée -ff-  a b ; c ; qui , dans  le  cas  particulier  do 

q = 1,  se  réduit  à-ff  a ; a ; a ; a ; ; a,  série  dont  la  somme 

est  égale  à na. 

195.  Des  progressions  infinies  par  quotient.  — Soit  une  progression 
décroissante  -^a  ",  b’,  c \ d e ‘ f . d’un  nombre  indéfini 

de  termes;  si  l’ou  considère  la  formule  S = ^ — <-^—>  qui  donne  la 

somme  d’un  nombre  n de  termes,  elle  peut  être  mise  sous  la  forme 
aq* 


S = — , 

l-q  l-q 

Or,  puisque  la  progression  est  décroissante,  q est  une  fraction; 
q " est  aussi  une  fraction  qui  sera  d’autant  plus  petite  que  n sera 
plus  grand;  ainsi,  plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression, 

plus  y ° X ?"  diminuera;  plus,  par  conséquent,  la  somme  par- 
tielle de  ces  termes  approchera  de  devenir  égale  à la  première  par- 


tie de  S,  c’est-à-dire,  à 


1 — 9 


. Enfin , si  l’on  prend  pour  n un 


nombre  plus  grand  que  toute  grandeur  donnée,  ou  si  l’on  suppose 
X 9"  sera  moindre  que  toute  grandeur  donnée , ou 


n — ce,- 


1—9 


deviendra  égal  à O;  et  l'expression  y représentera  la  valeur  de 

toute  la  série. 

D’où  l’on  peut  conclure  que  la  somme  des  termes  d’une  progression 
décroissante  à l’infini  a pour  expression 


S = 


1-9* 


C’est,  à proprement  parler,  la  limite  vers  laquelle  tendent  sans 
cesse  toutes  les  sommes  partielles  que  l’on  obtient  en  prenant  un 
nombre  de  termes  de  plus  eu  plus  grand  duns  la  progression.  La 

différence  entre  ccs  sommes  et  y- — - , peut  devenir  aussi  petite 
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que  l’on  vent,  et  ne  devient  tout  a fait  nulle  que  lorsque  l’on  prend 
un  nombre  infini  de  termes. 

supplications.  — Soit  la  progression  décroissante  à l’infini 

Jii.I.  -i. 

••  • 3 • 9 ‘ 27  ' 81  ’ ’ * ' 

On  a , pour  l’expression  de  la  somme  des  termes , 


L’erreur  que  l’on  commet  en  prenant  cette  expression  pour 
la  valeur  do  la  somme  des  n premiers  termes  est  marquée  par 


IV 


a 3 /l\" 

r=ï-*— 3-W  • 

Soit  d’abord  « = 5;  il  vient  § (jj  = 

„ 3 /iy  i i i 

Pour  » = 0 , on  trouve i = 

g 

D’où  l’on  voit  que  l’erreur  commise  lorsqu’on  prend  — pour  la 

somme  d’un  certain  nombre  de  termes  est  d’autant  plus  petite  que 
ce  nombre  est  plus  grand. 

Soit  encore  la  progression 

1.1.1. 

‘ 4 *8  ' 10  * 32  * ' ‘ ' 

1 


..,.1.1 
TT  1 . g 


On  a 


8 : 


1 — ? 


'-f 


:2. 


100. 


L’expression  S = y 


peut  être  obtenue  directement 


d’après  la  progression  —a  b \ c \ d \ e \ f\  g \ . 

Reprenons  les  équations  h=  nq  , c = bq,  d — cq,  e = dq.  . . 
dont  le  nombre  est  ici  indéfini,  et  ajoutons-lcs  membre  à membre  ; 
il  vient  b c ^ d ^ o * . . — ( a — j—  b — j—  c d — ^7* 

Or,  le  premier  membre  étant  évidemment  la  série  proposée,  di- 
minuée du  premier  terme  a,  a pour  expressions  — a;  le  second 
membre  est  égal  à q multiplié  par  la  série  tout  entière,  puisqu’il 
n’y  a pas  do  dernier  terme , ou  que  ce  dernier  terme  est  nul  : 
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l'expression  de  ce  second  membre  est  donc  98 , et  l’égalité  ci-des- 
sus deviont 


S — a = g S , d’où  l’on  déduit  S 


a 


1 —9' 


En  effet,  si  l’on  développe  — en  série,  par  le  procédé  do  la 

division,  on  trouve  le  résultat  indéfini,  , qui 

n’est  autre  chose  que  la  série  proposée , lorsqu’on  y remplace 
h}  c,  d . . . par  les  valeurs  eu  fonction  de  a. 

Autrement  encore.  Soit  la  progression  77  a ; <19  ; ag*  ; 09 î... 


cl  posons  S = a-j-ag-j-ag,-|-og3-}-og''-{-ag5-{-  . . .; 
d’où,  multipliant  les  deux  membres  par  9, 

gS  = ag  -j-  aqy  -j-  ag3  -f-  agi  -f-  ags  -J-  . . . . 
Retranchons  ces  deux  équations  membre  à membre,  il  vient 

a 


S — ■ gS  = a;  donc  enfin , S — 


1 — , 


1D7.  Lorsque  la  série  est  croissante , l’expression  S = 


l-g 


ne  peut  plus  être  regardée  comme  une  limite  des  sommes  partielles; 
car  la  somme  d’un  nombre  déterminé  de  termes  étant  (n°  193) 

S = y~ — — î~“  » k*  secondc  partie 


augmente  de 


l-g’  "~r l-g 

plus  en  plus  numériquement  à mesure  que  n augmente  ; c’est-à-dire 
qu’au  contraire,  plus  on  prend  de  termes,  plus  l’expression  de  la 

somme  de  ces  termes  diffère  numériquement  de  -j— — . 

1 — q 


La  formule  S = 1 " q esl  seulement,  dans  ce  cas,  l’expres- 
sion algébrique  qui , par  son  développement,  donno  lieu  à la  série 
o -f-  09  -f-  ag’  -j-  ag3  ....  ' 

11  se  présente  ici  une  circonstance  fort  singulière  nu  premier 

abord.  Puisque  est  la  fraction  génératrice  de  la  série  dont 

nous  venons  de  parler , on  doit  avoir 

jf—  = a + ag  -f  ag’  + ag3  -{-  ag4  -f-  ....  , 
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Or,  en  faisant  dans  celle  égalité,  a = 1 , g = 2 , on  trouve 

— ? - ou  — 1 = 1 + 2 + 4 + 8+  16  + 32  + ...., 

1 — 2 


équation  dont  le  premier  membre  est  négatif,  tandis  que  le  second 
semble  positif,  et  d’autant  plus  grand  que  q est  lui  mémo  plus 
grand. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  observons  que  si,  dans  l’équation 
= a +.aç  -j-  ag'  + . . . , on  arrête  la  série  à un  cer- 


l~q 


tain  terme,  il  faudra  , pour  que  l’égalité  subsiste,  compléter  le 
quotient.  Ainsi,  en  s’arrêtant,  par  exemple,  au  quatrième  terme,  aq *, 


a I 1 ~ g 

]•'  reste  + o«  1 , . , 

2«  + ' « + “9  + «9’  + °95  + 

3”  -j-  aq7' 

4*  + a1!' 


on  doit  ajouter  au  quotient  obtenu  l’expression  fractionnaire 

°9*  • i 

^ — 1 — , ce  qui  donne  rigoureusement 


a + aq  -f”  «9*  -f-  aq3  + 


Si  maintenant  on  fait  dans  cette  équation  exacte , a = 1,  q~  2, 
il  vient  — 1 = 1 +2  + 4 + 8 + -^  = ! + 2 + 4 + 8— 10; 


égalité  qui  se  vérifie  d’elle-même. 

En  général , toutes  les  fois  qu’une  expression  en  x , que  nous  dé- 
signerons par  f(x),  et  qui  s’énonce  fonction  do  x , est  développée  on 
une  série  de  la  forme  a + bx  + ci?  + dx3  + . . . , on  n’a  rigou  - 
reusemeut  f{x)  = a + bx  + ex*  + dx3  + . . qu  autant  quo 
l’on  conçoit,  en  s’arrêtant  à un  certain  terme  dans  le  second  mem- 
bre , la  série  complétée  par  une  certaine  expression  en  x. 

Lorsque  la  série  est  du  nombre  de  celles  que  l’on  nomme  conver- 
gentes , l’expression  qui  sert  à compléter  peut  être  conçue  aussi 
petite  que  l’on  veut  ; et  il  est  permis  do  la  négliger  au  delà  d’uu  cer- 
tain terme  de  la  série  (*). 


('j  Vojc j,  à la  fin  de  ec  chapitre,  une  note  relative  4 la  convergence  dis  série». 
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198.  Remarque.  — Nous  terminerons  les  principes  relalifs  aux 
progressions  infinies,  par  l’observation  suivante  : 11  résulte  do  la 
définition  des  progressions  par  quotient  (n0  191),  qu’on  peut  les  re- 
garder comme  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre,  dont  V échelle 
de  relation  est  la  raison  de  la  progression  [Vog.  n°  18-1).  Ce  rappro- 
chement est  propre  à faire  connaître  l’origine  des  progressions  pro- 
longées à l’infini.  Elles  doivent,  comme  les  séries  récurrentes  en 
général,  leur  naissance  au  développement  d’une  fraction  algébrique 
en  série.  Nous  avons  donné  (nM  198  et  190)  les  moyens  de  trouver 
cette  fraction  génératrice  pour  les  progressions  en  particulier.  Nous 
verrons  plus  loin  les  moyens  de  résoudre  la  même  question  pour 
toutes  les  séries  récurrentes. 

199.  La  considération  des  cinq  quantités  a,q,  n ,1,  et  S,  qui 

entrent  dans  les  deux  formules  l=aq*~',  S«=^ p,  obtenues 

nM  192  et  193,  donne  encore  lieu  à dix  problèmes  particuliers  dont 
les  énoncés  ne  diffèrent  des  énoucés  relatifs  aux  progressions  par 
différence  (n°  188),  qu’en  ce  que  la  lettre  r est  remplacée  par  q. 
Mais  nous  nous  proposerons,  comme  pour  les  progressions  par  diffé- 
rence, de  déterminer  q et  S , connaissant  a,  I,  et  n. 

Or,  la  première  formule  donne  ç*-1  = —,  d’où  q = 

a 

en  reportant  cette  valeur  dans  la  seconde  formule , on  obtiendrait 
la  valeur  de  S. 


L’expression  q 


fournit  le  moyen  de  résoudre  cette 


qnestion  : insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  b un  nombre  m de 
moyens  proportionnels  , c’est-à-dire  un  nombre  m de  quantités  qui  for- 
ment  avec  a et  b,  considérés  comme  extrêmes,  une  progression  par  quo- 
tient. 


Il  suffit,  pour  cela,  de  connaître  la  raison;  or,  le  nombre  des 
termes  à insérer  étant  m , le  nombre  total  des  termes , u , est  égal  à 
»»  -f-  2;  on  a d’ailleurs  1=  b;  ainsi,  la  valeur  de  q devient 


? 


c’est-à-dire  qu’il  faut  diviser  les  deux  nombres  don- 


nés b et  n l’un  par  l’autre , puis  extraire  du  quotient  une  racine  d’un 
degré  marqué  par  le  nombre  de  termes  à insérer,  plus  un. 
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La  progression  est  alors 


y/l  ■■  « v/ë 


\b. 


Ainsi,  soit  à insérer  0 moyens  proportionnels  entre  les  nombres 
3 et  384. 

1 . — r 

Ona  m = 6,  d’où  ? ==  l/Hi  ==  J?'! 28  = 2; 
d’où  l’on  déduit  la  progression 

^ 3 : e : 12  : 24  ' : 48  : 90  : m : 384. 

Nous  ferons  bientôt  connaître  des  moyens  plus  expéditifs,  dans 
les  applications  numériques,  de  calculer  le  nombre  exprimé  par 

2 = 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  à démontrer  que,  n entre  les  termes 
consécutifs  d'une  progression  par  quotient,  considérés  deux  à deux  , 
oti  insère  un  même  nombre  de  moyens  proportionnels,  toutes  les  pro- 
gressions ainsi  formées  constituent  une  progression  unique.  La  démon- 
stration est  analogue  à celle  du  numéro  189. 

200.  Des  dix  problèmes  principaux  que  l’on  peut  se  proposer  sur 
las  progressions,  quatre  sont  susceptibles  d’être  résolus  facilement. 
En  voici  les  énoncés,  avec  les  formules  qui  y sont  relatives  : 

1°  a,  q,  n,  étant  donnés,  trouver  / et  S. 

/ = ar-‘,  s = 

2—1  2—1 

2°  a,  n,  I,  étant  donnés,  trouver  q et  S. 


Vf-  Vît 

» — i *» — i 

\Fl  - J/a 


3°  q,  n,  l,  étant  donnés,  trouver  a et  S. 


a 


S 


qn-‘(q— 1)' 


4"  q,  n,  S,  étant  donnés,  trouver  a et  I. 


a — S<2—  !>  , _ Sq'-'jq—  1) 

q'  — i ’ , q"  — i ' 
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Deux  antres  problèmes  dépendent  de  la  résolution  d’équations 
d’un  degré  supérieur  au  second  : ce  sont  ceux  où  l’on  suppose  in- 
connues les  qnantités  a et  q,  ou  bien  l et  q. 

En  effet , de  la  seconde  formule  on  déduit  a = lq  — Sg-f-  S; 
d’où,  substituant  cette  valeur  do  a dans  la  première  / = aq'~‘, 

I = (lq  — S?  + 8)  g—  *, 

ou  bien  (S  — / ) q”  — Sg"~ ' -{-  / = 0, 


équation  du  degré  » que  nous  n’avons  point  encore  appris  à résou- 
dre. 

Il  en  serait  de  même  si  l’on  voulait  déterminer  / et  q : on  par- 
viendrait à l’équation  aq"  — Sg  -f-  S — a =0. 

301.  Enfin,  les  quatre  autres  problèmes  conduisent  à la  résolu- 
tion d’équations  d'une  nature  toute  particulière  : ce  sont  ceux  où 
n est  inconnu  ainsi  que  l’une  des  quatre  autres  quantités. 

D'abord , la  seconde  formule  donne  aisément  la  valeur  de  l’une 
des  quantités  a,  q,  I,  et  S,  en  fonction  des  trois  autres;  ainsi,  tout 
se  réduit  à déterminer  n au  moyen  de  la  formule  l = aq',~‘. 


Or  cette  égalité  revient  à g*  = équation  de  la  forme  a*  = b, 


a et  b étant  des  quantités  connues.  On  appcllo  ces  sortes  d’équations, 
(■quations  exponentielles,  pour  les  distinguer  de  celles  que  nous  avons 
considérées  jusqu’à  présent,  et  dans  lesquelles  l’inconnue  est  élevée 
à des  puissances  marquées  par  des  nombres  connus. 

Occupons-nous  donc  de  la  résolution  de  ces  équations  auxquelles 
se  ratlacheune  des  théories  les  plus  importantes  des  mathématiques, 
la  théorie  des  logarithmes. 


§ II.  Théories  des  quantités  exponentielles  et  des  logarithmes. 

302.  Résolution  de  l’équation  a'  = b.  La  question  consiste  à trou- 
ver l’exposant  de  la  puissance  à laquelle  il  faut  élever  un  nombre 
donnée,  pour  produire  un  autre  norabredonné  b. 

Considérons  d’abord  quelques  cas  particuliers. 

Soit  à résoudre  l’équation  — 64.  En  élevant  2 à ses  différen- 
tes puissances , on  reconnaît  bientôt  que  2e  = 64;  donc  x — 6 sa- 
tisfait à l’équation. 

Soit  encore  l’équation  3*  = 243.  On  a pour  solution , x = 8.  Eu 
un  mot , tant  que  le  second  membre  b sera  une  puissance  parfaite 
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du  nombre  donné  a,  x sera  un  nombre  entier  que  l’on  obtiendra 
par  l’élévation  do  a à ses  puissances  successives  à partir  du 
degré  0. 

Soit  maintenant  à résoudre  l’équation  2'  = 6.  En  faisant  * = 2 
et  x = 3 , on  trouve  2’  = A , et  21  = 8 ; d’où  l’on  voit  que  x a une 
valeur  comprise  entre  2 et  3. 

Posons  donc  a?=2-f-p-*  • • .(*' est  alors  > 1), 

On  a , en  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée , 


2*"V‘  =6  , ou  (n°  172)  2»  X = 6;donc  2*‘ ’ ==  -, 


3\*’ 


ou,  élevant  les  deux  membres  à la  puissance  x! , ==  2. 

Pour  déterminer  x,  faisons  successivement  i'  = 1 , x — 2; 
on  trouve  ^ , ou|  < 2,  et  ou  ?>  2; 

Ainsi  x est  compris  entre  1 et  2. 

Posons  donc  x’  = 1 -f-  ^77.  • • . (x"  est  aussi  1). 

On  obtient , en  substituant  dans  l’équation  exponentielle  en  x'  , 


»îx^-s. 


ou , réduisant , 


2 ''  V2 

3 


Les  hypothèses  x"  = 1 et  x"  = 2,  donnent 

et  G)'  ou  Ainsi  x est  compris  entre  1 et  2. 

’ 1 
Soit  donc  x"  = 1 + il  en  résulte 


A 3 
0U  3 < 2 * 


V 0U3X 


d’où,  réduisant 
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Si  l’on  fait  successivement  x"’  = 1 , 2,  3,  on  trouve,  pour 
les  deux  dernières  hypothèse»,  ^ = = I + ^ < 1 + | , 

, /»V  729  i i 2,7  \ , , 1 . . , 

et  l-l  = ~ 1 + jjyï  > 1 + 3 i ainsi,  x est  compris  entre 

2 et  8. 

Soit  x"  — 2 -f-  — ; l’équation  en  x!"  devient 


«t  /9\-f»_4 
04  V»/  “ 3’ 


et  par  conséquent, 

En  opérant  surcctto  équation  exponentielle  comme  sur  les  pré- 
cédentes , on  trouverait  deux  nombres  entiers  k et  k -j-  1 , entre 

lesquels  *”  serait  compris.  Posant  x'r  — k -j — L,  on  détermine- 
rait xy  comme  on  a déterminé  x ,T  ; et  ainsi  de  suite. 

Rapprochons  actuellement  les  é(|uations 


Î86\  x”  9 
243/  ~ 8‘ 


' = 2 + - 


nous  obtenons  la  valeur  de  x sous  la  forme  d’une  fraction  continue 

1 


r — 2 -(- 


> + 


1 -f 


2+  — 

1 x". 


Or,  on  sait  (Ariih.,  n°  178)  que,  dans  une  fraction  continue, 
plus  on  prend  de  parties  intégrantes,  plus  on  approche  de  la  valeur 
du  nombre  réduit  en  fraction  continue  ; ainsi , l’on  pourra  , par  ce 
moyen,  trouver  la  valeur  de  x propre  à vérifier  l’équation  2*  = 6, 
sinon  exactement,  du  moins  avec  tel  degré  d’approximation  que  l’on 
voudra. 

Par  exemple,  en  formant  les  quatre  premières  réduites,  d’après 
la  loi  établie  en  Arithmétique , n°  169 , on  trouve 

2 3 5 13 

T'  1»  2’  8 5 

ALGÈBRE.  19 
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13 

et  la  réduite  — - ne  diffère  (sirith. , n“  174)  de  la  valeur  de  x,  que 

d’une  quantité  moindre  que  ou  Mais  l’approximation  est 

encore  plus  grande;  car  si  l’on  calcule  la  valeur  de  x'7,  d’après  l’é- 
/288\  a:,T  9 . 

quation  = g , on  reconnaîtra  que  est  compris  entre 

1 - 1 3 X 2 -f-  S 

2 et  3 ; ainsi  jr,T  = 2 — { ; donc  la  8'  réduite  est  -■  ^ . , ou 

1 x’  B X 2 2 

31  13 

— . Ainsi,  — diffère  de  la  valeur  de  x,  d’une  quantité  moindre 
12  ô 

que  ><*5’  0U  ÏÏÔ'  r<^u‘le  en  diffère  de  moins  que 
1 1 
(12)’  °“  144’ 

203.  Voici  la  méthode  générale  .‘  Soit  à résoudre  l’équation 

a’  — h, 

a et  b étant  deux  nombres  absolus  plus  grands  que  1 , et  a étant 
supposé  b. 

En  formant  les  puissances  successives  de  a,  on  trouve  que  b est 
compris  entre  o“  et  a"+‘  ; alors  on  fait x = n 

substituant  celte  valeur  dans  l’équation , on  obtient  a"  ' *'  = b, 

équation  qui  revient  à a"  X °*  =è,d’où  f — 1 =«> 

ou  , posant , pour  plus  de  simplicité , = c, 


c*  ==  o. 


Opérant  sur  celte  équation  comme  sur  la  proposée , on  recon- 
naîtra que  la  valeur  de  x'  est  comprise  entre  n'  et  »'  -f-  1 , ne  qui 


donnera 


, , I 

* = n + — ; 


substituant  cette  valeur  dans  l’équation  en  x' , on  sera  encore  con- 
duit a résoudre  une  équation  de  la  forme 

dr"  — c, 
e 
a" 


d ayant  pour  valeur  —,  ; et  ainsi  de  suite. 
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Donc  enfin  l’on  obtiendra , pour  la  valeur  de  x , une  expression 
de  la  forme 

n"  -t-_l_ 

«"'  + . . . . 

En  poussant  la  suite  des  opérations  convenablement  , on  aura  la 
valeur  de  x avec  tel  degré  d’approximation  que  l’on  voudra;  et  ce 
degré  pourra  toujours  s'estimer,  puisqu’il  est  rosyqué(.4rifA.,  n°174) 
par  le  quotient  de  l’unité  di risée  par  le  carré  du  dénominateur  de  la 
dernière  réduite  à laquelle  on  sera  parvenu. 

204.  Remarques.  — 1°  Si , dans  le  cas  de  a j>  1 et  b > 1 , on 
suppose  b <^a,  comme  on  a a°  — 1 (nn  24)  et  a'  = a,  il  s'ensuit 
que  x est  compris  entre  0 et  1 ; il  faut  alors  commencer  par  poser 


1 


Cela  revient  à faire  n = 0 dans  le  calcul  précédent. 

2°  Si  b est  une  fraction  , et  que  a soit  plus  grand  que  l’unité,  la 
valeur  de  x est  nécessairement  0,  ou  sêgxtiyi;  ainsi,  il  faut 

poser  dans  l’équation  a’  = b,  x = — y, 
ce  qui  donne  a~ » = 6;  d’où  (n°  171)a>  — Tî 

et  comme  on  a i ]>  1 , on  déterminera  y d’après  la  méthode  ci- 

dessus;  alors  la  valeur  correspondante  de  x sera  égale  à celle  de  y, 
prise  négativement. 

Il  en  est  de  même  si  l’on  a A > 1 et  a 1 . 

Au  moyen  de  ces  remarques,  l’application  de  la  méthode  n’offro 
aucune  difficulté.  Seulement  les  calculs,  pour  obtenir  un  grand  degré 
d’approximation,  sont  assez  laborieux. 

On  peut,  au  reste,  s’exercer  sur  les  exemples  suivants: 

8*  ==»  18;  . . . x — 2,468  à 0,001  près. 

10*  — 3;  ...  s = 0,477  à 0,001  près. 

8*  = |;  . . . x = — 0,28  à 0,01  près. 

(Jfâ)  * » ==*  0,83  à 0,01  près. 

19* 
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On  suppose  ici  que  l’on  ait  converti  en  fractions  décimales  les 
réduites  fournies  par  la  méthode. 

205.  On  peut  demander  si,  en  suivant  la  méthode  précédente, 
on  sera  conduit  aune  fraction  continue  d’un  nombre  limité  de  frac- 
tions intégrantes  , ce  qui  donnera  pour  x un  nombre  comtnensurable 
et  égal  à la  dernière  réduite  de  la  fraction  continue  ; ou  bien , si  le 
nombre  des  fractions  intégrantes  doit  être  illimité,  auquel  cas  x sera 
incommenturable. 

Four  répondre  à cette  question , supposons  dans  l’équation 

a*  ~b , x égal  à uq  nombre  coraroensurable  ^ , et  voyons  quelle 

relation  il  doit  exister  entre  les  nombres  a et  b pour  qne  cette  valeur 
puisse  être  admise,  c’est-à-dire  pour  que  x soit  comtnensurable. 

Soient,  en  premier  lieu,  a et  b deux  nombres  entier»;  on  a l’éqna- 

*n 

tion  = b,  que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme  am  = b'. 

Il  est  d’abord  évident  que  cette  égalité  ne  peut  subsister  qu’au- 
tant  que  a et  b sont  composes  des  mêmes  facteurs  premiers;  car, 
si  l’on  suppose  dans  b un  facteur  premier  qui  ne  se  trouve  pas  dans 
a,  et  qu’on  divise  les  deux  membres  par  ce  facteur,  le  second  mem- 
bre sera  un  nombre  entier,  et  le  premier  un  nombre  fractionnaire, 
ce  qui  est  absurde;  donc,  si  l’on  a,  par  exemple  , 

a = xKiy'i’ , 

on  doit  avoir  aussi  b = a'"CïyV*'. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  am  = i*  , on  la  change  en 
celle-ci  : a-rC-yV"  = a-r'C-uy^"*'. 

Celte  nouvelle  égalité  ne  peut  évidemment  subsister  qu’autant 
que  les  puissances  d’un  même  facteur  premier  sont  égales  dans  les 
deux  membres  ; car  , si  elles  étaient  inégales,  en  divisant  les  deux 
membres  par  la  plus  hauto  puissance  , on  serait  encore  conduit  à ce 
résultat  absurde  : un  nombre  entier  égal  à un  nombre  fractionnaire. 

Ainsi , l’on  doit  avoir  séparément 

mp  — np',  mq  = nq',  mr  = nr,  ms  = ns', 
d’où  l’on  déduit 

n p q r s 

Donc,  pour  que  la  valeur  de  x soit  commensurable,  il  faut  et  il 
suffit  que  a et  b soient  composé » des  mêmes  facteurs  premiers,  et  que 
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le»  exposants  de  ces  facteurs  forment  entre  eux  une  suite  de  rapports 
tgaux.  Si  ces  deux  conditions  sont  satisfaites  , la  valeur  de  x est 
égale  au  rapport  constant  qui  existe  entre  les  exposants. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  a cl  b soient  fractionnaires  et 
.A  A 

égaux  a , — ; 1 équation  a”  = A»  devient 


(jlj  — (jpj  , d’où  A~A'»  = A'"A\ 

Or,  h et  h'  pouvant  toujours  être  regardés  comme  premiers  entre 
eux,  aussi  bien  que  k et  A',  il  en  est  de  même  de  A"  et  A'",  A*  et  A'*  ; 
ainsi,  pour  que  l’égalité  précédente  subsiste,  il  faut  que  l’on  ait 
séparément  A"1  = A *,  A'"*  = A'",  ce  qui  conduit  à des  conditions 
semblables  à colles  que  nous  avons  établies  ci-dessus,  entre  les  nu- 
mérateurs et  les  dénominateurs  respectivement  comparés  entre  eux. 

TV.  B.  Si  1 ou  avait  — 1,  mais  — 1 , ou  réciproquement, 

il  faudrait  d’abord  changer  le  signe  de  x dans  l’équation  exponen- 
tielle a*  = b (ce  qui  revient  à renverser  celui  des  deux  nombres 
A A 

-jç,  > -j,  . que  1 on  suppose  1 , en  conservant  x positif  );  puis  on 

établirait  les  relations  précédentes. 

206.  Cas  particuliers.  — 1°  Si  a et  b,  étant  des  nombres  entiers,  ne 
renferment  qu’un  seul  facteur  premier,  le  même  pour  les  deux,  x 
est  nécessairement  commensurable. 

Soit  l’équation  A*  = 32,  qui  revient  à 2*”  = 25  ; 


il  en  résulte  2r  = 6,  d’où 


Soit  encore  27*  = 2187,  ou  3îr  = 3î;  on  a 


x 


•7 


2°  Si  a n'est  composé  que  de  facteurs  premiers  élevés  à ta  première 
puissance , il  faut  que  b soit  une  puissance  parfaite  de  a pour 
que  x suit  comincnsurable;  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  x est  entier, 
ou  bien,  incommensurable. 

En  effet,  soit  a = xZyJ,  d’où  b = a/”iïjr’<r”  ; 
l’équation  o"  = A"  devient  «WV*  — V'V'"; 

d’où  l’on  déduit  m — pn  = q'n  — r'n  = sn, 
ou  bien,  p'  =s  </  — r'  == 
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dono  b = = ( aSyJ'Y'  — <f', 

et  par  conséquent  x — p . 

Soit,  par  exemple,  a = 10  = 5 X ^ 
il  faut  que  h soit  une  puissance  parfaite  de  10  pour  que  x puisse  être 
coramensurable. 


Théorie  des  logarithmes. 


207.  Introduction.  — Si  l’on  suppose  que,  dans  l’équation  ax  — y, 
a conservant  toujours  une  même  valeur  positive,  on  remplace  y par 
tous  les  nombres  absolus  possibles,  on  pourra,  pour  chaque  valeur 
de  y,  déterminer,  par  la  méthode  du  n°  203,  la  valeur  de  x,  sinou 
exactement,  du  moins  avec  un  aussi  grand  degré  d’approximation 
que  l’on  voudra. 

Supposons  d’abord  a ]>  1 . 


Si  l’on  fait  successivement  s = 0,  1,  2,  8,  h,  8, . . . 

il  en  résulte  y = a",  ou  1,  a,  a\  o*,  o4,  o5.  . . ; 

donc  , toutes  les  râleurs  do  y plus  grandes  que  l’unité  sont  produites 
par  des  puissances  de  a,  dont  les  exposants  sont  positifs,  entiers  ou  frac- 
tionnaires ; et  la  valeur  de  x est  d’autant  plus  grande  que  celle  de  y 
est  elle-même  plus  grande. 

Faisons  ensuite  x = 0,  — 1,  — 2,  — 8,  — 4,  — 8.  . . , 

il  en  résulté  y = o°,  ou  1,  -,  -,  -s,  ^ , -s.  . . ; 

donc,  toutes  les  valeurs  de  y plus  petites  que  l’unité  sont  produites 
par  des  puissances  de  a,  dont  les  exposants  sont  nIgstifs;  et  la  valeur 
do  x est  d'autant  plus  grande,  numériquement,  que  la  valeur  de  y se 

rapproche  plus  de  zéro. 

% 

Soit , au  contraire,  a 1 et  égal  à une  fraction  -y  : 

a 


en  faisant 
on  trouv 


* = 0,  1,  2,  3,  4,  8..., 

1 L 1 L 1 

0 ' ô”  «’’’  7*’  a'é’  75’  *» 

et,  si  l’ou  fait  x = 0,  — 1,-2,  — 8,  — 4,  — S.  . . , 

on  obtient  y = oui,  a',  a'*,  o'3,  a’K  o'5...; 

c’est-à-dire  que,  dans  l’hypothèse  de  o 1,  tous  les  nombres  sont 
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engendrés  avec  les  diverses  puissances  de  o,  dans  un  ordre  inverse 
de  celui  où  ils  le  sont  lorsqu’on  suppose  a 1. 

Mais  il  n’en  résulte  pas  moins  cetle  conséquence  générale  , que 
tous  le»  nombres  absolus  possibles  peuvent  être  engendrés  avec  un  nom- 
bre absolu  quelconque,  mais  constant,  que  l’on  élève  à des  puissances 
convenables. 

N.  B.  Il  faut  toutefois  supposera  différent  de  l’unité,  car  on  sait 
que  toutes  les  puissances  de  1 sont  égales  à 1 . 

208.  Cela  posé,  concevons  que  Ton  ait  formé  une  table  renfer- 
mant, d’une  part,  tous  les  nombres  eu  tiers,  et  à coté  de  ces  nombres, 
les  exposants  des  puissances  auxquelles  il  faudrait  élever  un  nombre 
invariable,  pour  former  tous  ccs  nombres;  on  aura  l’idée  d’une  ta- 
ble de  logarithmes. 

On  appelle,  en  général , log/uutbxe  d’un  nombre,  l'exposant  de  la 
puissance  à laquelle  il  faut  élever  un  certain  nombre  invariable  pour 
produire  le  premier  nombre. 

Le  nombre  invariable  peut  d’abord  être  pris  tout  à fait  arbitrai- 
rement ( pourvu  qu’il  soit  ou  1 ) ; mais  une  fois  choisi,  il  doit 
rester  le  même  pour  la  formation  de  tous  les  nombres.  On  l’appelle, 
pour  celle raisou,  bise  du  système  de  logarithmes. 

Quelle  que  soit  la  base  que  Ton  a choisie,  le  logarithme  delà  base 
est  l’unité,  et  le  logarithme  de  1 est  0. 

En  effet,  on  a 1°  a'  — a,  d’où  log  a = 1, 

2°  a0  = 1,  d’où  log  1=0. 

( On  désigne  ordinairement,  pour  abréger,  le  mot  logarithme, 
par  les  trois  premières  lettres  log , ou  simplement  par  la  première 
lettre  /. , que  Ton  fait  ordinairement  suivre  d’w»  point  et  du  nom- 
bre que  Ton  considère.  ) 

Voyons  actuellement  de  quelles  propriétés  jouit  une  table  de  lo- 
garithmes, par  rapport  aux  calculs  numériques. 

209.  Multiplication  et  division  arithmétiques. — Soit  d'abord  une 

suite  de  nombres  y,  y y",  y’".  ...  à multiplier  entre  eux.  Dési- 
gnons par  a la  base  d'un  système  do  logarithmes(  qu'on  suppose  déjà 
calculés  ) et  para:,  x" , x’",.  . . les  logarithmes  dey,  y',  y",  y"’ ... 

On  a,  d'après  la  définition  (n°208),  cette  suite  d’égalités 

y = <•*>  y — n”>  y"  = a’">  y"  = «r'"  • • • ■ 
Multipliant  ces  égalités  membre  à membre,  et  nppliquaut  la  règle 
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des  exposants  établie  u°  172 , on  trouve 

yy'y'y"  • ■ • — .... 

Donc, logyy 'y". ..  ==*4-/4- ,==Iogy-f-log y'+logy''+-” 
c’est-à-dire  que  le  logarithme  d’un  produit  cil  égal  à la  somme  des  lo- 
garithmes des  facteurs  de  ce  produit. 

Soient  en  second  lieu,  deux  nombres,  y et  y',  à diviser  l’un  par 
l’autre,  x et/  leurs  logarithmes.  Ou  a encore  les  équations 


y = »T, 
Donc, 


y'  s o1';  d’où  l’on  déduit  ( n°  172)  ^ = ar~*'. 
log  £ = s - / = log  y - log  y ; 


c’est-à-dire  que  le  logarithme  du  quotient  d’une  division  est  égal  à la 
différence  entre  le  logarithme  du  dividende  et  le  logarithme  du  diviseur. 

Conséquences  de  ces  deux  propriétés.  — Si  l’on  a une  multiplication 
à effectuer,  en  prenant  dans  la  table  les  logarithmes  des  facteurs  et 
faisant  la  somme  de  ces  logarithmes,  on  aura  le  logarithme  du  pro- 
duit; donc,  en  cherchant  ce  nouveau  logarithme  dans  la  table  et 
prenant  le  nombre  qui  lui  correspond,  on  obtiendra  le  produit  de- 
mandé. Ainsi,  par  une  simple  addition , on  trouve  le  résultat  d’une 
multiplication. 

De  meme,  si  l’on  a à diviser  un  nombre  par  un  autre  , il  faut 
retrancher  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  divideude,  puis 
chercher  à quel  nombre  correspond  la  différence  : c’est  le  quotient 
cherché.  Ainsi , par  une  simple  soustraction , on  obtient  le  quotient 
d’une  division. 

210.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines.  — Soit 
en  général,  nn  nombre  y à élever  à la  puissance  — ; désignant  tou- 

fl 

jours  par  a la  base , et  par  x le  logarithme  de  y,  on  a l'équation 


y 


d’où,  élevant  les  deux  membres  à la  puissance  —, 


Ift 

— . X 

a»  • 


Dune , 


. ” m ni  , 

hig  y-  — — • * = — • lug  y ; 
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c’est-à-dire  que  le  logarithme  d'une  puissance  quelconque  d’un  nom- 
bre eit  égal  au  produit  du  logarithme  du  nombre  par  l’exposant  de  la 
puissance. 

Soit , comme  cas  particulier  , n = 1 ; il  en  résulte 

log  ym  — m . log  y,  équation  susceptible  d’un  énoncé  analogue  au 
précédent. 

Soit  »»=  1,  » étant  un  nombre  entier  quelconque;  il  en  résulte 

J.  H 

log  y'  ou  log  (/  y = - . log  y ; 

c’est-à  dire  que  le  logarithme  d’une  racine  de  degré  quelconque  d'un 
nombre  est  égal  au  quotient  du  logarithme  de  ce  nombre  divisé  par 
l’indice  de  la  racine. 

Conséquence. — Pour  former  une  puissauce  quelconque  d’un  nom- 
bre , il  suffit  de  prendre  le  logarithme  do  ce  nombre  dans  la  table  , 
de  le  multiplier  par  l’exposant  de  la  puissance  , puis  de  chercher  le 
nombre  correspondant  à ce  produit  ; on  a ainsi  la  puissance  de- 
mandée. 

De  même,  pour  extraire  une  racine,  il  suffit  de  diviser  le  loga- 
rithme du  nombre  proposé  par  l’indice  de  la  racine,  puis  de  cher- 
cher à quel  nombre  correspond  le  quotient;  on  n la  racine  demandée. 
Ainsi,  par  une  multipücationet  une  division  généralement  très  simples, 
on  trouve  le  résultat  d’une  formation  de  puissance  et  d’une  extraction 
de  racine , opérations  dont  les  procédés  ordinaires  sont , comme  on 
l’a  vu  , très-laborieux. 

211.  Les  propriétés  qu’on  vient  de  démontrer  sont  indépendantes 
de  l’espèce  du  système  de  logarithmes  adopté;  mais  les  consé- 
quences qui  en  ont  été  déduites , c’est-à-dire  l’usage  qu’on  en  peut 
faire  dans  les  calculs  numériques,  supposent  la  construction  d’une 
table  renfermant  d’un  coté  tous  les  nombres , et  de  l’autre  les  loga- 
rithmes de  ces  nombres,  calculés  d’après  une  base  donnée.  Or,  pour 
former  ccttc  table  , il  faut , comme  nous  l'avons  déjà  dit , en  consi- 
dérant l’équation  a*  = y,  faire  passer  y par  tous  les  états  de  gran- 
deur possibles,  et  déterminer  la  valeur  de  x correspondante  à cha- 
cune des  valeurs  de  y,  d’après  la  méthode  du  n°  203. 

Les  tables  dont  on  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  la  base 
est  égale  à 10,  et  leur  construction  se  réduit  à la  résolution  de 
l’équalion  10*  = y.  En  faisant  successivement  y égal  aux  termes 
delà  suite  naturelle,  1,  2,  3,  4,  5,  0 , on  a à résoudre 
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10'=  1,  10'  = 2,  10'=  3,  10*  = 4 ...  . 

Observons  d’ailleurs  qu’il  suffit  de  calculer  directement , d’après 
la  méthode  du  n°  203,  les  logarithmes  des  nombres  premiers 
1,2,3,5,7,11,  13 , 17.  . . ; car,  tous  les  autres  nombres  entiers 
résultant  de  la  multiplication  de  ces  différents  facteurs  entre  eux  , 
leurs  logarithmes  peuvent  (n°  209)  s’obtenir  par  l’addition  des  loga- 
rithmes des  nombres  premiers. 

C’est  ainsique,  6 étant  dccoinposable  en  2X3,  on  a 

log  6 = log  2 -f-  log  3 ; 

24  = 23  X 3 ; donc  log  24  = 3 log  2 -f-  log  3. 
360  = 23  X 31  X 8>  >1  en  résulte 
log  360  = 3 log  2 2 log  3 -f-  log  5. 

11  suffisait  également  de  placer  dans  les  tables  les  logarithmes  des 
nombres  entiers;  car  en  vertu  de  la  propriété  (n°  209)  relative  à la 
division  , on  obtient  le  logarithme  d’un  nombre  fractionnaire  en 
retranchant  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende. 

212.  En  supposant  déjà  construite  une  première  table  de  loga- 
rithmes, il  est  facile  d’en  construire  taut  d’autres  que  l’on  veut  au 
moyen  de  celle-là. 

Soient  en  effet  a la  baso  d’un  premier  système  déjà  formé,  b la 
base  d’un  nouveau  système  à construire  ; désignons  par  N un  nom- 
bre quelconque,  par  log  N et  parX,  ses  deux  logarithmes  calculés 

x 

d’après  les  bases  a et  6 ; on  a l’équation  b = N. 

D’où,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le  système 
dont  la  base  est  a,  X . log  b = log  N. 


de  même, 
Soit  encore 


Donc 


logN 
log  h' 


Ce  qui  prouve  que,  connaissant  le  logarithme  d’un  nombre  dans  un 
premier  système , pour  avoir  le  logarithme  du  même  nombre  dans  un 
second  système,  il  faut  diviser  le  logarithnu:  du  nombre,  calculé  duns  le 
premier  système , par  le  logarithme  de  la  nouvelle  base , calculé  aussi 
dans  l'ancien  système. 

Ainsi , lu  logarithme  de  4 dans  le  système  dont  la  baso  est  3 , a 
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pour  valeur 


log4 


log  4 et  log  3 étant  deux  logarithmes  calculés 


log  3 ’ 

dans  le  système  connu  dont  la  base  est  10. 

Soient  N,  K',  N".  . . une  suite  de  nombres,  a la  base  d’un  sys- 
tème déjà  formé,  b celle  d’un  système  à construire,  on  a la  série 
d’équations  , 


r-Bb-h«8'>  x"-îi  •••< 


d’où  l’on  voit  qu’une  première  table  étant  déjà  formée  , si  l’on  veut 
en  construire  une  nouvelle , il  n’y  a qu’à  multiplier  les  logarithme t 

du  premier  système  par  la  quantité  constante  pi- — . Cette  quantité 

constante  qui  sert  à passer  d’une  table  à une  autre,  s’appelle  le  so- 
uple de  la  nouvelle  table  par  rapport  à l’ancienne. 


§ III.  Usage  des  labiés  vulgaires. 

Les  développements  que  nous  avons  donnés  en  Arithmétique  sur 
les  deux  problèmes  principaux  que  prescrit  l’usage  des  tables  (un 
nombre  étant  donné,  trouver  son  logarithme,  et  réciproquement)  nous 
dispensent  d’entrer  dans  de  nouveaux  détails  à eet  égard.  Nous  nous 
bornerons  donc  à reprendre  quelques  principes  qui  n’ont  pas  été 
démontrés  d’une  manière  assez  générale,  en  supposant  d’ailleurs  que 
les  jeunes  gens  aient  entre  les  mains  les  Tables  de  Collet , qui  sont 
poussées  jusqu’à  108000  , tandis  que  les  petites  tables  ne  s’étendent 
pas  au  delà  de  10000. 

213.  On  a déjà  vu  (n°  206)  que,  dans  le  système  dont  la  base 
est  10,  il  n’y  a que  les  puissances  parfaites  de  10,  telles  que  10#  100, 
1000,  . . . qui  puissent  avoir  des  logarithmes  commensurables ; tous 
les  autres  nombres  entiers  ont  des  logarithmes  incommensurables , 
que  l’on  ne  peut  obtenir  qu'avec  un  certain  degré  d’approximation. 
Les  tables  de  Collet  donnent  ces  logarithmes  exprimés  en  fractions 
décimales,  et  exacts  jusqu’au  7*  chiffre  décimal , inclusivement. 

Cela  posé,  faisons  dans  l’équation  10*  — y, 

s = 0,  1,  2,  3,  4 n — 1,  n; 

il  en  résulte  y = 1,  10,  100,  1000,  10000...  ÎO"-1 , 10". 


Digitized  by  Google 


304 


USAGE 


Posant  ensuite  x = 0,-1,  — S,  — 3,  — 4, . . . . — (n — 1),  — », 
,111  1 10'—  1 
on  rouve  y ’ TO  ’ 100  ’ 1000  ’ 10000’  " 10'—’  10-  * 

Done  1°  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  plus  grands  que  l’u- 
nité sont positifs  et  croissent  depuis  0 jusqu’à  l’infini  ; les  logarithmes 
des  Fractions  proprement  dites,  sont  négatifs,  mais  ils  ont  une  va- 
leur numérique  d’autant  plus  grande  que  la  fraction  est  plus  petite  ; 
en  sorte  que,  si  l’on  considère  une  fraction  moindre  que  toute  gran- 
deur donnée,  son  logarithme  est  négatif,  mais  sa  valeur  numérique 
est  infiniment  grande  : ce  que  l’on  exprime  d’une  manière  abrégée 
en  disant  que  zéro  a pour  logarithme  Yinfini  négatif, 

ou  bien  log  0 = — ». 

2"  Si  l’on  considère  un  nombre  entier  do  n chiffres,  c’est-à-dire 
un  nombre  compris  entre  10'—  et  10",  on  voit  que  la  partie  en- 
tière de  son  logarithme  est  égale  à « — 1 , ou  renferme  autant 
d’unités  moins  une  qu’il  y a de  chiffres  dans  le  nombre. 

Cette  partie  entière  du  logarithme  est  appelée  CAiwcTÉMsriQtii! 
(Arithmétique,  n°  2U4),  parce  qu’elle  indique  l’ordre  des  plus 
hautes  unités  du  nombre  qui  correspond  à ce  logarithme.  Par  exem- 
ple, si  la  caractéristique  est  égale  à S , on  peut  conclure  que  le 
nombre  correspondant  est  compris  entre  105  et  106,  ou  est  com- 
posé de  six  chiffres. 

214.  Les  deux  propriétés  du  n°200  donnent 

log  ( a X 1®"  ) = l°8  a H-  l°g  10“  — 1°8  « -J-  n, 
et  Wjjp—  l°g  ° — log  10"  = log  o — n; 

ce  qui  prouveque,  connaissant  le  logarithme  d’un  nombre  quelconque, 
il  suffit  pour  obtenir  celui  d’un  nombre  10"  fois  plus  grand  ou  plus 
petit1)  d’ augmenter  ou  de  diminuer  de  n unités  la  caractéristique  du 
logarithme  donné. 

On  peut  encore  conclure  que  les  logarithmes  des  fractions  décimales 
qui  ne  different  entre  elles  que  par  la  position  de  la  virgule,  ont  la  même 
partie  décimale  ; c’cst-à-dire  que  leur  caractéristique  seuleest  différente. 

Ces  propriétés  (qui  sont  d’ailleurs  toutes  particulières  nu  système 
ordinaire  de  logarithmes)  servent  de  base  aux  préparations  que  l’on 
Fait  subir  aux  nombres  dont  on  cherche  les  logarithmes,  ou  aux 
logarithmes  lorsqu’on  veut  obtenir  les  nombres  qui  leur  corres- 
pondent. 
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Ainsi , quand  on  cherche  le  logarithme  d’un  nombre  entier  qui 
excède  les  limites  des  tables , on  sépare  d’abord  par  une  virgule 
assez  de  ch i tires  vers  la  droite,  pour  que  la  partie  a gauche  soit  un 
des  nombres  entiers  de  la  table;  mais  il  faut  en  séparer  le  moins 
possible  (voir  le  N.  li. , Arilhm. , n°  267) , à cause  de  la  proportion 
à établir  entre  les  différences  des  nombres  et  les  différences  des  lo- 
garithmes. 

En  se  servant  de  petites  tables , on  doit  laisser  quatre  chiffres  vers 
la  gauche,  et  avec  les  Tables  de  Callet , on  doit  en  avoir  cinq. 

Lorsqu’on  veut  obtenir  le  nombre  correspondant  à un  logarithme 
donné , il  faut  préparer  ce  logarithme  de  manière  que  sa  caracté- 
ristique soit  la  plus  forte  de  celles  des  tables,  c'est-à-dire  égale  à 3 
pour  les  petites  tables,  et  à 4 pour  les  grandes  (*). 

218.  Des  compléments  arithmétiques.  — Il  arrive  fréquemment, 
dans  les  applications  logarithmiques , que  l’on  a à déterminer  le 
résultat  de  l’addition  et  de  la  soustraction  de  plusieurs  logarithmes. 
Or , on  a imaginé  de  ramener  celte  suite  d’opérations  à une  seule 
addition  , par  le  moyen  des  compléments  arithmétiques. 

On  appelle  complément  arithmétique  d’un  logarithme,  ce  qui 
manque  à ce  logarithme  pour  faire  10  unités  entières,  ou,  ce  qui  revient 
au  même , le  résultat  que  l’on  obtient  en  retranchant  de  10  le  loga- 
rithme proposé. 

Ainsi,  compl.  3,4728843  = 10  — 3,4728843  = 6,8274187, 
compl.  2,7328490  = 10  — 2,7328400  = 7,2674810. 

On  obtient  un  complément  en  retranchant  le  premier  chiffre  signifi- 
catif à droite,  de  10,  et  tous  les  autres  de  9 : les  zéros  qui  peuvent  se 
trouver  à la  droite  du  nombre  restent  dans  le  complément , qui 
peut,  par  conséquent,  être  formé,  pour  ainsi  dire,  d'après  l’inspec- 
tion d’un  logarithme,  ou  d’après  sa  dictée.  Cela  posé,  voici  l’usage 
des  compléments  arithmétiques. 

Que  l’on  ait  à trouver  le  résultat  numérique  de  l’expression, 
/ — r + r — r—  /"-f  l'—  etc.  ....  /,/',/"  ....  étantdes 
logarithmes  à ajouter  ou  à soustraire  entre  eux. 

On  observera  que  l’expression  peut  se  mettre  sous  la  forme 

/+/"  + /*  + io  — r-f  io  — r -j-  lo—/"  — 30, 

(*)  y oyex  la  seconde  note  placée  à la  fin  de  ce  chapitre  , pour  le  calcul  do  Verreur 
commise  lorsqu’on  établit  la  proportion  entre  les  différences  des  nombres  et  les  différences 
des  logarithmes. 
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ou  bien 

/ -J-  F'  -j~  /*  + comp.  !'  -J-  comp.  t"  -j-  comp.  l'y  — 30  ; 

c’est-à-dire  que,  pour  avoir  lerésultat  cherché,  il  faut  faire  la  tomme 
des  logarithmes  additifs  et  des  compléments  des  logarithmes  soustractifs, 
puis  retrancher  de  cette  somme  autant  de  fois  10  que  l’on  a pris  de  com- 
pléments. 

Parle  moyen  ordinaire,  il  faudrait  faire  la  somme  des  termes  ad- 
ditifs, celle  des  termes  soustractifs,  puis  soustraire  la  plus  petite 
somme  de  la  plus  grande,  ce  qui  entraînerait  dans  deux  additions 
et  une  soustraction  ; tandis  que  par  celui-ci,  on  n‘a  qu'une  seule  ad- 
dition à effectuer,  sauf  les  opérations  qui  consistent  à prendre  les 
compléments,  et  qui  sont  trop  simples  pour  entrer  en  ligne  do 
compte. 

210.  L'emploi  des  compléments  donne  naissance  à une  espèce  de 
logarithmes,  qui  est  assez  commode  dans  la  pratique. 

7 

Soit  proposé  de  trouver  le  logarithme  de  yg. 

7 

On  a log  — n log 7 — log  18  = log  7 -f-comp.  log  18  10, 

1 5 

log  7 = 0,84809804 
comp.  log  18  = 8,82390874 
9,86900678 

retranchant  10  , . . . . — 0,33099322 
ou  bien  , - - 1.66900678 

Le  résultat  de  l’addition  de  comp.  log  18  avec  log  7 étant 
9,60900678,  il  faut  en  retrancher  10,  co  qu’on  peut  faire  de  doux 
manières  : ou  bien  en  soustrayant  ce  résultat  de  10,  et  prenant  le 
reste  avec  le  signe  — , ce  qui  donne  — 0,33099322;  ou  bien  en 
retranchant  seulement  10  de  la  caractéristique  9,  sans  toucher  à la 
partie  décimale,  ce  qui  donne  — 1 . 66900678,  c’est-à-dire  u»  lo- 
garithme dont  la  caractéristique  est  négative,  et  la  partie  décimale  po- 
sitive. 

On  a soin,  pour  distinguer  ce  logarithme,  d’un  logarithme  entiè- 
rement négatif,  de  mettre  un  point  au  lieu  d’une  virgule.  11  serait 
plus  clair  de  l’écrire  ainsi  : — 1 -j-  0,66900678,  car  voilà  sa  vé- 
ritable signification  ; mais  l’autre  manière  de  l'écrire  est  plus  abré- 
gée. 
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On  obtient  encore  cette  espèco  de  logarithmes  en  cherchant  lo 
logarilhmed’unc  fraction  décimale.  Par  exemple,  on  trouverait  que 

log  0,00334  = log  334  — 8 = 2,72734 128  — S=—  3 . 72734126. 

L’usage  de  ces  logarithmes  présente  quelques  avantages  sur  celui 
des  logarithmes  entièrement  négatifs  : nous  le  verrons  bientôt. 

Nous  nous  bornerons,  pour  le  moment,  à observer, 

1°  Que,  si  l’on  avait  à déterminer  le  nombre  qui  correspond  à un 
logarithme  de  cette  espèce,  la  simple  addition  d’un  nombre  conve- 
nable d’unités  à la  caractéristique  suffirait  pour  la  préparation  du 
logarithme. 

Soit,  par  exemple,  —3  .4720863  le  logarithme  proposé;  en  ajou- 
tant 7 unités  à la  caractéristique,  il  vient  4,4720863,  logarithme 
entièrement  positif;  et  le  nombre  correspondant  s’obtiendrait  d’a- 
près les  règles  connues;  après  quoi,  l’on  diviserait  le  nombre  par 


10000000,  ou  par  10L 

2“  Que,  si  l’on  a à multiplier  le  logarithme  — 3 . 4720363, 
par  un  nombre  quelconque  , 8 par  exemple,  8 

on  obtient  d'abord  pour  la  partie  décimale,  3,  7764304 

et  pour  la  caractéristique  — 24 

ce  qui  donne  pour  résultat, — 21.7704304. 


3°  Que,  si  l’on  a à diviser  ce  meme  logarithme  par  8,  on  com- 
mence par  ajouter  à la  caractéristique  assez  d’unités  négatives  pour 
qu'on  puisse  en  prendre  le  8e  exactement;  c’est-à-dire  qu’on  met- 
tra le  logarithme  — 3 . 4720363  sous  la  forme  — 8 -J-  5,4720363. 
Prenant  le  8e  de  cette  nouvelle  expression,  on  trouve  — 1 ,6840070. 
Dans  les  numéros  suivants,  nous  verrons  l’usage  de  ces  opérations. 
Passons  maintenant  aux  applications. 

Opérations  de  l’arithmétique. 

217.  Multiplication  et  division,  — On  demandelavalcur  approchée 

1 ,..31  13  ,^47 

du  produ.t  çy  X H X 43. 


Appelons  x ce  produit,  on  a ( n°  209), 
log  x — log  31  — log  73  -j-  log  13  — log  12  -{-  log  47  — log  48. 
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log  31  = 1 ,49136109, 

log  13  = 1,11394335, 

log  47  = 1 , 67209786, 

comp.  log  78  = 8,12493874, 

comp.  log  12  = 8,92081875, 

comp.  log  48  = 8,31878876, 

— 1.64191915  = 29,64191918  — 30; 

ajoutant 5 

on  obtient  ....  4,6419191. 

4,6419102  = log  43844. 

Différence 89  I — =3  0 00 

Différence  tabulaire.  09  | 99  ’ 

Donc 4,6419191  = log  43844,90; 

ainsi  le  produit  demandé  est  0,4384490  à 0,0000001  près. 

Formation  des  puissance* . — Observons  avant  tout  que,  comme, 
pour  obtenir  le  résultat  d’une  élévation  aux  puissances,  il  faut  mul- 
tiplier le  logarithme  du  nombre  par  l’exposant  de  la  puissance,  on 
doit  prendre  d’abord  le  logarithme  du  nombre  proposé  avec  plus 
de  7 décimales,  si  l’on  veut  avoir  un  produit  exact  jusqu’A  la  7”  dé- 
cimale inclusivement.  Or,  on  trouve  dans  l’ouvrage  de  Callet,  à la 
suite  des  tables  ordinaires,  une  autre  table  qui  donne  les  logarith- 
mes avec  20  décimales;  ainsi  l’on  peut  toujours  prendre  ces  loga- 
rithmes avec  deux  ou  trois  décimales  de  plus  que  dans  les  tables 
ordinaires. 

Cela  posé,  soit  à former  la  5°  paissance  de  29  ; on  a (n°  210  ) 

log  (29>5  = 5 log  29  ; 

or  log  29  = 1,462397998, 

d’où  5 log  29  = 7,311989990, 

ôtant  3 unités  4,8119900 

4,3119868  = log  20811. 

Différence 32 

Différence  tabulaire  ....  212 

donc  20511150  est  le  nombre  cherché  à une  disaine  près. 
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Soit  encore  proposé  d’évaluer  (2)c4. 

On  a 1052=  0,301 0299930, 

d’où  64  log  2 = 19,2639107. 

Otant  13  unités 4,2639107 

4,2639022  = log  18446. 

Différence 178  1 175  

Différence  tabulaire.  233  j 233  ’ 

Ainsi  4,2639197  = log  18446,74. 

Donc  le  nombre  cherché  est  18446740  . 000  . 000  . 000 . 000, 
à dix  trillion s près  , c’est-à-dire  <|uo  les  treire  derniers  chiffres  ne 
peuvent  cire  donnés  par  les  tables;  mais  on  est  censé,  dans  ces  sor- 
tes d’exemples,  n’avoir  pour  but  que  de  se  former  une  idée  de  la 
grandeur  du  nombre;  et  l’on  voitavec  quelle  promptitude  on  y par- 
vient. 

Soit,  pour  nouvel  exemple,  à évaluer 

Voici  le  tableau  des  calculs , en  employant  les  compléments  et 
sans  les  employer. 

Par  compléments. 

log  2 = 0,3010299950 

c.  log  3=  9,5228787453 

log  B = — 1.8239087409 

u 

11  log  ?==  — 2.0629961499 

O 

ajoutant  -f-  6 
on  obtient  4,0629961 

Le  nombre  correspondant  à 
ce  logarithme  est  11561,02; 
donc  0,1156102  est  le  nombre 
demandé,  à 0,00000001  près. 


Sans  compléments. 

log  3=  0,4771212547 

log  2 = 0,3010299956 

log  | ==  — 0,1700912391 

11  log  | ==—  1,9370038510 

ajoutant  -J-  6 
on  obtient  4,0629961. 

Le  reste  du  calcul  est  le 
même  que  ci  à côté. 


Extraction  des  racines. — II  suffit,  pour  celte  opération,  de  prendre 
les  logarithmes  avec  sept  décimales. 

On  demande  la  racine  7*“*  de  1 162049. 

ALGEBRE.  20 
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On  a (n°  210) , log  [/  1 162049  = ^ log  1182049. 
log  11620  =4,0652001 
log  11620,49— log  116*20 


Donc 


183 

log  11620,49  = 4,0682244 
log  1182049  =6,0632244 


— log  1162049  =0,8664606 

ajoutant  4 , 4,8664600  _ 

4,8664587  = log  78329. 

Différence 19  10 

Différence  tabulaire  ...  89  89 

dono  4,8664606  = log  73829,32. 

Ainsi  7,352932 est  la  racine  demandée,  à 0,000001  près. 

Soit  à évaluer  y/  on  a 1.  y/^  (lo&  18  ~~  lo6  27)- 


Diff.  tabul. 
Diff.  de  nomb. 


374 

0,49 

8366 

1496 

183,20 


= 0,32; 


Par  compléments. 

1.  13=  1,11394338 

compl.  1.  27  = 8,56863624 

13  ' 

27 
1 . 13 


•— 1 — 
11  27 


ajoutant 
on  trouve 


_=—  1 68287959  = — 11  + 10, 68287939 

*)7  1 

— 1.97114360; 

+ 5 


4,971 14360  =log  93571,49. 

Donc  la  racine  demandée  est  0,9337149,  à 0,0000001  près. 
On  trouvera  pareillement: 

.y  /liy  = 1 ,1541 18  ; (73)7  = 11047390000000  ; 

V ' 0 ' (0,0457)”  = 0,000000000000000082084. 


Calcul  des  expressions  algébriques  par  logarithmes. 

218.  Supposons  que  l’on  ait  trouvé  pour  la  valeur  de  l’inconnue 

i/  (a3  — Z»’).  3o  , 

d’un  problème,  l’eipression  x — — — — , et  qu  en  don- 

y (a  + 4).  |/  cd 
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nant  a a,  A,  c,d,  des  valeurs  particulières,  on  veuille  obtenir  la  va* 
leur  numérique  correspondante  de  cctto  expression,  on  peut,  par 
le  moyen  des  logarithmes , ramener  la  question  à ne  présenter  que 
des  additions  et  soustractions,  des  multiplications  et  divisions 
très-simples  à effectuer. 

On  a , en  effet , d’après  les  propriétés  des  n01  209  et  210, 
l.ï«=l.  j/ (a5  — 6*).  3a  — 1.  (a  +A).  j/ cd. 

Mais  1.  /(a1  — A’).3a  = I [l.(a+  A)  + l.  (a  — A)+1.3+l.a] 
et  I.  j/(«  + A).|/cd®=-[l.  («  + A)  + -I.  o+-l.  rf]; 
doue 

I.  x = — Tl.  (a  -|-  b ) -|-  1.  ( a — b ) -j-  1.  3 -{-  1.  a *] 
o 

+ + • <*]. 

expression  qui  n’offrira  plus  à effectuer  que  des  additions,  dea 
soustractions  et  quelques  divisions  très-simples,  lorsque  a,  b,  c,  d, 
seront  donnés  numériquement. 

Soient,  par  exemple,  a =00,  A =15,  c = 10,  d — 9;  l’ex- 
pression devient 

l.*^J[l.  78+1. 48+1. 3+ 1.60]-I[I.  78 -fil.  16+^1.91; 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entre  les  deux  premiers  cro- 
chets et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres,  puis  prenant  le  tiers 
de  la  première  et  la  moitié  de  la  seconde,  on  trouvera 

1.  x = 1,92784873  — 1,47712128, 
ou  1.  x = 0,4807275; 

donc  x — 2,823108. 

„ . „ . 2a/'  — 3aA5  + A4 

Soit  encore  l’expression  x = —s — ■ — +77—. 

a'  — àa'b  + 4A’c 

Ou  peut  d’abord  , en  mettant  en  évidence  le  facteur  a5  au  numé- 
rateur, et  le  facteur  a ’ au  dénominateur,  présenter  l’expression 

20* 
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sous  la  forme 


*(—g +5)  _•  (-  -g+S) 

a-  (a  - 86  + 


46’c 

"S"» 


" a _ 86  + ^ 

1 CL* 

3/>3  M 

„ = — , P = -ï 


Posons  maintenant  m = 

..  • , • . o ( 2o  — « -J-  />  ) 

I expression  devient  ar  = ;tt — : , 

1 a — 36  -J-  m 

ou,  en  appliquant  les  logarithmes, 

1.  x = 1.  o -f-  1.  ( 2a  — « -{-p  ) — 1.  ( « — 36  -{-  m ), 

expression  facile  à calculer  dès  que  l’on  aura  trouvé  les  valeurs  de 
v Àb’c  36J  64 

m,  n,  p.  Or,  les  équations  m = n = —,  p = , 

donnent 


1.  m = 1.4  + 21.6+1.  c — 21.  a,  1.  n=l.  8 + 31. b — 21.  a, 
1.  p = 4 1.  6 — 3 1.  o. 

(L’artifice  de  ces  transformations  consiste  à ramener  l’expression 
fractionnaire  à une  autre  dont  tous  les  termes  soient  linéaires  ou  du 
premier  degré , en  calculant  séparément  d’autres  expressions  qui 
ne  présentent  à effectuer  que  des  multiplications,  divisions,  forma- 
tions de  puissances.) 

On  trouvera  de  même  : 


1.  îLi-  = 1 . ( a -f  6 ) 4- 1.  ( a — b ) -{-  comp . 1 . 6 -f- comp . 1 . d — 20  ; 
bd 

1.  — ^:+^=l,q+l. (q - a6+A)-fcomp.l.(q-6-i-À')— 10, 

a*  — oa-\-4ca 

h et  h'  étant  calculés  d’après  les  formules 

l.A  = 1.6  + 21.c  — 21.o, 

1.  A'  = LA  — |—  1.  c — 1.  d — 1.  n» 


Équations  exponentielles. 

219.  Nous  avons  exposé  (n°  203)  une  méthode  pour  résoudre  l’é- 
quation aT=b,  et  nous  en  avons  déduit  la  théorie  des  logarithmes; 
mais  actuellement  que  les  tables  sont  construites,  rien  n’empèclie 
d’en  faire  usage  pour  résoudre  ces  sortes  d’équations. 
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Or,  si  l’on  prend  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l'équation 
a1  — A,  il  vient  (n°2IO)  x X 1.  a = 1.  b;  d’où  x = 

Reprenons,  par  exemple,  l’équation  ZT  = 15,  qui  , par  la  mé- 
thode du  n°  203,  a donné  « — 2,465,  à 0,001  près  ; on  déduit 
de  cette  équation 

1. 15  1,17609126 

x — = — = 2,465. 

1.3  0,47712125  ’ 


L’équation  ar  = b,  est  dite  une  équation  exponentielle  du  premier 
ordre ; mais  on  peut  avoir  des  équations  de  la  forme  a'x  = c, 

a'<x  — d,  . . . ; on  les  appelle  équations  exponentielles  du  deuxième, 
troisième  . . , ordre. 

Pour  se  former  une  idée  de  l’expression  ab*,  il  faut  concevoir  que 
b soit  d’abord  élevé  à une  puissance  d’un  degré  marqué  par  x,  et 
que  a soit  ensuite  élevé  à une  puissance  d’un  degré  marqué  par  A'. 

De  même , a',r  indique  qu’après  avoir  élevé  c à la  puissance  du 
degré  marqué  par  «,  on  a ensuite  élevé  A à la  puissance  du  degré 
marqué  par  cx,  et  enfin  que  a est  élevé  à la  puissance  du  degré  mar- 
qué par  bc*. 

D’après  ces  notions,  prenons  les  logarithmes  des  deux  membres 
de  l’équation  cfix  = c;  il  vient  A*  X !• a — !•  c>  d’où  = 
ou,  eu  prenant  de  nouveau  les  logarithmes, 


, , , 1.  c , , , , , 1. 1.  c — 1. 1.  o 

*Y1.A=1.- — = l.l.c  — 1.1. a;  donc  *= — . 

1.  o LA 


[1.  c étant  une  fraction  décimale,  on  peut  en  déterminer  le  loga- 
rithme d’après  les  tables,  comme  on  détermine  le  logarithme  de 
tout  autre  nombre.] 

Soit  cnc  >rc  à résoudre  l’équation  a',c  = d. 

Pren;  ni  les  logarithmes,  on  a A‘x  X log  ° — log  d; 

d’où  b‘x  = ; prenant  de  nouveau  les  logarithmes 


c1 


l.l.d—  l.l.o 
1.  A 


; et  opérant  sur  celle  équation  comme  sur  les 


précédentes , 

x X I.  c = 1.  *• *’  d~1'  ''  ° = !•  ( 1.  ».  à ~ 1- 1.  « ) — 1-1-6; 
1.  b 
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donc 


LOGARITHME  D’UN  NOMBRE  NEGATIF. 
1.  (1.  l.rf  — 1.1.  <*)  — 1.  1.  b 

x = — . 

1.  c 


On  résoudrait,  par  un  procédé  semblable,  les  équations  exponen- 
tielles d’un  ordre  plus  élevé.  Ces  formules  sont  exactes  considérées 
algébriquement;  mais,  dans  les  applications,  il  est  aiséde  voirqu’elle» 
donneraient  des  valeurs  peu  approchées;  et  l’on  ne  pourrait  même 
se  former  une  idée  bien  juste  du  degré  d’approximation. 

220.  Remarque.  — 11  peut  arriver  que,  dans  le  calcul  des  expres- 
sions algébriques,  on  soit  coiiduit  à prendre  le  logarithme  d’un  nom- 
bre négatif.  Dans  ce  cas,  ou  peut  toujours  opérer  comme  $i  le  nombre 
était  positif,  sauf  à déterminer  convenablement  le  signe  que  doit 
avoir  le  résultat  auquel  on  parvient  , ou  à vérifier  si  ce  résultat  ré- 
pond bien  à la  question.  C’est  ce  que  nous  allons  faire  sentir  au 
moyen  de  quelques  exemples. 

Supposons,  en  premier  lieu,  qu’on  veuille  avoir,  par  logarithmes, 
la  valeur  du  produit  abc,  dans  certains  cas  particuliers;  il  faudra, 
pour  cela , faire  usage  de  la  formule 

log  abc  — log  a -J-  log  b -{-  log  c. 

Or,  soit  a=  2,  b — — 3,  c=5;  en  opérant  comme  si  3 était 
affecté  du  signe  , on  trouvera 

log  abc  = log  80. 

Mais  comme  il  y a un  facteur  négatif  dans  abc,  il  s’ensuit  quo  le  pro- 
duit cherché  est  — 30. 

• Soit  maintenant  n — 2,  fc  = — 3,  c = — 8;  on  aura  toujours, 
d’après  la  même  règle, 

log  abc  = log  30. 

Mais  puisqu’il  y a deux  facteurs  négatifs  dans  abc , il  eu  résulte  quo 
le  produit  cherché  est  -j-  30. 

( En  général,  un  produit  est  positif  ou  négatif,  suivant  que  le  nom- 
bre de  ses  facteurs  négatifs  est  pair  ou  impair.  ) 

Soit,  pour  second  exemple,  à résoudre  l’équation 

* = ( — 8 )T  , d’où  log  x — - log  (—  8); 


eu  opérant  comme  si  8 était  affecté  du  signe -j- , on  trouvera 

m 

log  x = log  32; 
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mais  uuo  puissanco  dont  l’exposant  est  - équivaut  à la  racine 


3#"*  de  la  8*"*  puissance,  et  doit  avoir  le  même  signe  que  le  nombre 
sur  lequel  on  effectue  ces  operations. 


On  a donc  x = — 32. 


Soit  encore  l’équation  0r  = — 3,  d’où  x — ^ ^ ; 

^ log  9 ’ 

il  en  résulte  ar  = * , solution  qui  est  exacte  puisque,  des  deux  ra- 

2 

cines  carrées  du  nombre  9,  l’une  est  égale  à -{-  3,  et  l’autre  à — 3. 

Si  cette  vérification  n’eût  pas  réussi,  il  eu  aurait  fallu  conclure 
que  l’équation  proposée  était  absurde  : c’est  ce  qui  arriverait,  par 
exemple,  pour  l'équation  ( — 9)r=  3,  parce  qu’aucune  puissanco 
do  — 0 ne  peut  donner  3. 

On  obtiendra,  d’après  les  mêmes  principes , la  solution  des  équa- 
tions suivantes  : 


(-4)’  = .r, 


a:  = -1; 
x = ± 8; 
* = 0; 


on  reconnaît  que  co  dernier  résultat  est  faux  lorsqu’on  le  soumet  à 
la  vérification. 


Proportions  et  progressions  par  quotient. 

bc 

221.  Soit  d’abord  la  proportion  a ; b Xc  '.x;  on  en  déduitjr=  — ; 

a 

d'où,  en  appliquant  les  logarithmes,  I.  s — I,  A-j-l.  c — I.  n, 

ou la  . \h  ; le  . I</, 

ce  qui  prouve  que,  si  quatre  nombres  forment  une  proportion , leurs 
logarithmes  forment  une  équitltffércncc. 

Soit  maintenant  une  progression  par  quotient 

~r<>  : b : e i d : e : f:  g : h : . 

Il  résulte  de  la  définition  ( n°  191  ) qu’on  peut  l’écrire  ainsi  : 

a b c d e f 

b c d e f g 
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d’où,  prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’autre, 


ou 

1.  a — 1.  A = I.  b — 1.  c=l.  e — 1.  d=\.d  — I. 
ou  bien  enfin,  la.lA.lc.ld.  le...; 

donc,  si  des  nombres  a,  b,  c,  d.  . . sont  en  progression  par  quotient, 
leurs  logarithmes  sont  en  progression  par  différence.  La  réciproque  est 
évidente. 

Celte  proposition  rapproche  la  définition  algébrique  des  loga- 
rithmes (n°  207),  do  la  définition  que  l’on  en  donne  en  arithmé- 
tique; les  logarithmes  sont  des  nombres  en  progression  par  différence, 
correspondant  terme  pour  terme  à des  nombres  en  progression  par  quo- 
tient. 

N.  B.  Nous  avons  déjà  fait  connaître  ce  rapprochement  dans  notre 
Traité  d'arithmétique  (n°  280). 

C’est  surtout  dans  la  résolution  des  questions  relatives  aux  pro- 
gressions par  quotient , que  l’emploi  des  logarithmes  est  utile. 

1°  Si  nous  appelons  u le  dernier  terme  d’une  progression  par  quo- 
tient , nous  aurons  (u°  192) 

u = aqn~‘,  d’où  1.  u = 1.  a -J-  ( n — 1 ) 1.  q. 

Soit , par  exemple , proposé  de  trouver  le  20e  terme  de  la  progres- 
3 9 27 

«°n  1 : g : 4 : T : 

La  formule  devient 


l.u=l.  1+  19(1.  3 — 1.  2 ) = 19  (1.8  — 1.2),  [cari.  1 = 0], 
et  l’on  obtient , tout  calcul  fait , 


1.  u = 3,3487330  = 1.  2216,84; 
d’où  u = 2216,84  à 0,01  près. 

2"  Si  l’on  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  A un  nom- 
bre»! de  moyens  proportionnels,  on  a,  pour  déterminer  la  raison 
(u*  199),  la  formule 


9 


1.  q 


LA—  1.  a 
m -j-  1 
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Soit  a = 2,  b = 15 , m = 50  ; il  vient  1.  q = ; 

et  l’on  obtient,  tout  calcul  fait , 1.9=0,0171581  =1.1,040299; 
donc  q = 1,040299. 

Veut-on  calculer  directement  le  20*  moyen  proportionnel , qui  est 
lc21”  terme  de  la  progression;  l’on  a 


d’où  log  x = 1.  2 • 


20  (loglS  — 1.2) 
51 


ou , tout  calcul  fait , I.  x = 0,6441913  = I.  4,407489;  ainsi  le 
20*  moyen  proportionnel  est  4,407489. 

3°  On  a trouvé,  n°  193,  pour  l’expressiou  de  la  somme  des 
termes , 


S=LiLJ[  ==  ; d’où  1.  S = 1.  o -j- 1.  ( 9*  - 1)  — 1.  (9  — 1). 

q — i 9 — i 

On  voit,  d’après  cette  formule , qu’il  faut  commencer  par  calculer 
l’expression  q ",  en  posant  1.  9"  = n I.  9 ; après  quoi  l’on  en  conclut 
aisément  9*  — 1 , et  par  suite , 1.(9'  — 1 ).  Nous  aurons  bientôt 
occasion  d’appliquer  cetto  formule. 

4°  Connaissant  a,  9 et  u dans  la  formule  u = aq'~',  on  peut  de- 
mander la  valeur  de  ».  Or  on  a 


1.  u=l.  <i  + (n — 1)1.9;  d’où  « = 1 + 


1.  u — l.o 
>•7  * 


Soit  à trouver  le  nombre  des  termes  de  la  progression  dont  le 
premier  terme  est  3,  la  raison  2 , et  le  dernier  6144.  On  obtient 


»=  1 + 


1.6144  — 1.3 


1.  2 


1 + 


3,31132995 


= 1+11  = 12; 


0,30102999 

„ . 331132905  6 

(le  quotient  -- — ——--est  égal  ail  + — - — — — ; mais  on  négligé 
1 30102999  **  ‘30102999’  b 

la  fraction,  comme  provenant  de  l’emploi  des  logarithmes). 


Questions  relatives  à l’intérêt  composé. 

222.  Cne  des  applications  les  plus  importantes  des  logarithmes 
est  celle  qu’on  en  fait  aux  questions  sur  l’intérêt  de  l’argent. 

FittuitSK  Qtiesnox  cÊsf.RALE.  Une  tomme  quelconque  étant  placée 
pendant  un  ccrtuin  temps  à un  taux  U’ intérêt  déterminé,  et  ix  umstr 
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QUESTIONS  RELATIVES 

composé,  c’est-à-dire  dans  la  supposition  que  l’intérêt  de  chaque  année 
s'accumule  arec  le  capital  de  l’année  précédente , on  demande  ce  que 
doit  détenir  cette  somme  au  bout  du  temps  donné. 

Désignons  par  a la  somme  placée , par  n le  nombre  d’années , et 
par  r l’intérêt  que  rapporte  1 fr.  par  an  (ce  n’est  autre  chose  que  le 
100'  du  taux  de  l’intérêt  de  100  fr.). 

Puisque  1 fr.  rapporte  r au  bout  d’un  an,  une  somme  a rapportera 
ar ; ainsi , à la  fin  de  la  première  année,  le  capital  a sera  devenu 
o-j-or,  ou  a(l-j-r). 

Soit  a ( 1 r ) = a';  ce  nouveau  capital  deviendra  au  bout  de  lu 

seconde  année , a'(l-j-r);  donc  le  Capital  primitif,  oui,  sera 
devenu  lui-mcme  a'  ( 1 -j-  r),  ou  a ( 1 -j-r)*. 

On  obtiendrait  de  mcinc , nu  bout  de  In  3”  année,  a ( 1 + r )J, 
et  en  général , au  bout  de  la  niime  année , a ( 1 -J-  r )". 

Doue , en  exprimant  par  A cette  dernière  valeur  , on  a l’équation 

A = a ( 1 -j-  r )„,  d’où  1.  A = 1.  a -j-  n X 1*  ( 1 r ). 

Application. — On  demande  ce  qu’une  somme  de  30000  fr.,  placée 
en  intérêt  composé,  à raison  de  5 pour  100 , doit  rapporter  au  bout 
de  30  ans. 

Il  suffît  de  faire,  dans  la  formule  précédente, 

a = 30000,  n = 30,  r = A = 0,05; 
ce  qui  donne 

1.  A = 1.  30000  + 301.(1,03  ). 

1.  1,03  = 0,021189299; 

30  1.  1,03  = 0,63307897 

i.  30000  = -4,47712123 

I.  A = 8,11280022  = 1.  129038,27. 

Donc  A = 129938r,27. 

La  formule  A = « ( 1 + r }*,  renfermant  quatre  quantités  , a , 
r,  n,  A,  donne  la  solution  de  quatre  problèmes  différents  : 

1°  Déterminer  A,  connaissant  a , r , et  n : c’est  la  question  qu’on 
vient  de  résoudre. 

2°  Déterminer  la  somme  qu'il  faudrait  placer  actuellement  pour  re- 
tirer, au  bout  de  n années,  une  somme  A,  en  supposant  le  capital  placé 
en  intérêt  composé,  à raison  de  r pour  I fr. 
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Or,  de  l’équation  A = a ( 1 + r )*,  on  déduit 
1.  a = l.  A — ni.  ( 1 —J—  r ) ; 


cl  cette  nouvelle  formule  donnera  la  valeur  de  a. 

Cette  seconde  question  constitue  la  règle  d’escompte  composé  ; car 
elle  revient  à trouver  la  valeur  actuelle  d’une  somme  A payable 
dans  n années,  en  ayant  égard  à l’intérêt  de  la  somme  et  aux  inté- 
rêts des  intérêts. 

3°  Déterminer  le  taux  d’intérêt  auquel  on  doit  placer  une  somme  O, 
pour  retirer,  au  bout  de  n années  , en  intérêt  composé,  une  autre 
somme  A. 


H _ 

La  formule  serait  1 -{-  r = y^/"  —,  d’oùl.  (l-|-r)= - . 

Connaissant  1 -{- r,  on  en  déduirait  facilement  r,  et,  par  suite,  le 
taux  d’intérêt  pour  100  fr. 

Enfin,  déterminer  le  temps  pendant  lequel  une  somme  a doit  être 
placée  en  intérêt  composé,  à raison  (le  r pour  1 fr.,  pour  rapporter  une 
somme  A. 


La  formule  serait  » = ; — r-^—. 

1.  ( 1 -f  r) 

Si  l’on  voulait  que  A fût  double,  triple,  quadruple 

de  a , la  formule  se  simplifierait. 

Soit  en  effet  A = k . a ; la  formule  A = a ( 1 -j-  r )"  se 


réduit  à ka 


a ( 1 -j-  r )",  d’où  n = 


I.  k 

'•  (>+o; 


o’est- à-dire  que  la  valeur  de  n est  indépendante  du  capital  placé  pri- 
mitivement. 

Seconde  question  générale.  Déterminer  quelle  somme  il  faudrait 
placer  actuellement  pour  recevoir,  à la  fin  de  chaque  année,  une  somme 
déterminée  b,  de  manière  à être  entièrement  remboursé  du  capital , des 
intérêts  du  capital,  et  des  intérêts  des  intérêts,  après  un  nombre  n d'an- 
nées, l’intérêt  étant  à T pour  1 fr.  par  an. 

Soit  a la  somme  cherchée  , ce  capital  deviendrait  au  bout  de  n 


années,  o(l-j-r)”. 

Il  faut  donc  qu’en  déterminant  ce  que  les  sommes  payées  chaque 
année  deviennent  au  bout  de  la  niime , la  somme  des  résultats  suit 


égale  à 


» ( l + *•)''• 
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Or,  b donné  à lu  fin  do  la  première  année , ou  au  commencement 
de  la  seconde,  devient  au  bout  de  la  n'imt , b ( I -j-  r 

Do  même , b donné  à la  fin  de  la  seconde  année,  ou  au  commen- 
cement do  la  troisième  , devient  au  bout  de  la 


b ( 1 + r )— >. 

On  trouverait  de  même  b ( I -}-r  )*-3,  b ( i(l  -f-r),  b, 

pour  les  valeurs  des  autres  sommes  b , ou  bout  de  la  nlimt  année.  On 
a donc  l’équation 


a(l-fr)*  = 

* ( 1 + *■  V—  + h ( 1 -f  r )•  -»  -f  b ( 1 + r )— 3 + . . . + b ( 1 + r ) -f  b ; 

mais  le  second  membre  de  cette  équation,  considéré  dans  un  ordre 
inverse,  est  évidemment  la  somme  des  termes  d’une  progression  par 
quotient,  dont  le  premier  ternie  est  b,  la  raison  1 r,  et  le  nombre 
des  termes  n. 

Ainsi,  celte  somme  a pour  expression  (n°  193) , 

b(i  + ry-b  &[(i  + T-i] 

1 -f  r — 1 r 

donc  enfin , l’on  a l’équation 


sd  + r^m-1! 

ou,  appliquaut  les  logarithmes , 


d’où 


n_&[(l  + r)--l]. 
r [(  1 + r )* 


1.  a = 1.  b + I.  [(  l -f  r )•  — 1]  — 1.  r — n 1.  ( 1 + r ). 

Cette  nouvelle  formule  renfermant  quatre  quantités  a,  b,  r,  n, 
donne  aussi  lieu  à quatre  problèmes  différents. 


Voici  les  énoncés  de  plusieurs  questions  qui  se  rattachent  aux 
précédentes  : 

On  demande  pour  combien  d'années  on  doit  placer  une  somme  a , en 
intérêt  composé,  à 3 et  à 10  pour  100  , pour  doubler  cette  somme, 

(Itèp.  à b p.  f , U"*'  2m0"  ; à 10  p.  ° , "}“••  3’"°"  .) 

On  demande  la  somme  que  l’on  doit  placer  à présent  pour  retirer  pen- 
dant 12  ans  et  à la  fin  de  chaque  année  une  somme  de  1500  fr. , de 
manière  à être  remboursé  entièrement  du  capital  et  des  intérêts  au  bout 
de  ces  douze  années,  l’intérêt  étant  7^50 ' p,  \par  an. 

(Hèp.  11602r,91.) 

Un  particulier  a acheté  un  bien  de  100000  /r.,  qui  doit  être  payé  en 
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1 8 payements  égaux , en  ayant  égard  aux  intérêts  des  intérêts  ; le  taux 
pour  chaque  intervalle  de  payement  est  de  8 p.  j.  On  demande  de  com- 
bien sera  chaque  payement , ou  la  quotité  de  chaque  payement. 

( Rép . 9634', 22.) 

I n nombre  donné  d'hommes  a,  augmente  tous  les  ans  de  la  centième 
partie  de  ce  qu’il  était  /'année  précédente  ; combien  faut-il  d’années 
pour  que  ce  nombre  devienne  10  fois  plus  grand. 

(Rép.  23 1*"*  environ.) 

On  tire  chaque  jour  d’un  baril  de  100 pintes  de  vin,  une  pinte  qu’on 
remplace  au  fur  et  i mesure  par  une  pinte  d'eau  ; déterminer,  1°  com- 
bien de  vin  il  restera  dans  le  baril  lorsqu’ on  aura  remplacé  la  SO" pinte  ; 
2°  dans  combien  de  jours  le  vin  sera  réduit  à la  moitié , au  tiers,  ou 
au  quart? 

/ Réponse  à la  première  partie  de  la  question  : 00^'""'  \ 

l Réponse  à la  seconde  partie  : OO/"*"  pour  la  moitié,  109^”r'  I 
\ pour  le  tiers,  et  13fP°“r'  pour  le  quart.  J 

§ IV.  Séries  logarithmiques  et  exponentielles. 

La  méthode  exposée  n"  203,  pourrésoudrel’équation  a'"=è,  suf- 
fisait pour  donner  une  idée  de  la  construction  des  tables  de  loga- 
rithmes ; mais  cette  méthode  est  très-laborieuse  et  même  imprati- 
cable lorsqu’on  veut  déterminer  la  valeur  de  ravec  un  grand  degré 
d’approximation.  Les  analystes  ont  découvert  des  méthodes  beau- 
coup plus  expéditives,  soit  pour  construire  de  nouvelles  tables, 
soit  pour  vérifier  celles  qui  existent  déjà  : ces  méthodes  consistent 
dans  le  développement  des  logarithmes  en  série. 

223.  Soit  y un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme  déve- 
loppé en  série  ; et  appliquons  la  méthode  des  coefficients  indétermi- 
nés ( n°*  179  et  181  ). 

II  est  d’abord  visible  que  l’on  ne  peut  supposer 

1.  y = A -{-  By  -j-  C y1  -{-  Dy3  -f-  etc.  j 
car  si  l’on  faity=  0,  le  premier  membre  se  réduit  ( n°  213  ) à l’in- 
fini négatif  on  à l'infini  positif,  suivant  que  la  base  est  plus  grande 
ou  plus  petite  que  1 ; tandis  que  le  second  membre  se  réduit  à A, 
qui  devrait  alors  être  de  même  nature. 

On  ne  peut  supposer  1.  y — ky  -f-  By1 
puisque  y = 0 donne  1.0  ou  — oc  ==  0; 
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mais  si  l’on  met  y sous  la  forme  1 + x,  et  qu’on  pose 

].  ( 1 -j_  x)  = Ax  + Bx’  + C**  + + (*)> 

en  faisant  x = 0,  l’cquation  1.  1=0,  qu’on  obtient , lie  présente 
plus  aucun  caractère  d’absurdité. 

Tâchons  donc  de  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C.  . . . 

Pour  cela  , imitons  le  procédé  suivi  n°  182,  et  remplaçons  x par 
s;  il  Tient 

1.  ( 1 -J-  3,  ) = As  4*  "4*  + • • • • W* 

Retranchant  l’équation  (2)  de  l’équation  (1),  on  obtient 
1.  (1+x)  — 1.  (l-H  = A {.x- s) + B (x5  — *’) +C  (x3  — s3)  + . . . (3). 

Lesecoud  membre  de  cette  équation  est  divisible  par  x — a;  voyons 
si,  par  quelque  artifice,  on  ne  pourrait  pas  mettre  ce  facteur  en  évi- 
dence dans  le  premier. 

Or,onal.(l  + *)  — 1.  (l-{-3)=  l.yij=l.  (l+yq^> 

mais  3C~  Z pouvant  être  regardé  comme  un  seul  nombre  w,  on 

1 + * 

peut  développer  1.  ( 1+  u)  ou  1.  » comme  1.  (1+*), 

cc  qui  donne 

'■  (,+t+)-a'+ï+b  (ttÎ)’+c(ttÎ)’+- 

Substituons  ce  développement  à la  place  de  1.  ( 1 +x  ) — 1.(1  + *)» 
dans  l’équation  (3),  et  divisons  les  deux  membres  para;  — z;  il 
vient 

, 1 lu  X Z I r ( T I 

A- T+7  + B-(î+îr  + c-(T+l?  + --- 

= A + B (x  + s ) + ^ ( x’  + x.s  + s’  )+  . . . 

Puisque  cette  équation  doit,  ainsi  que  les  précédentes,  se  vérifier 
quels  que  soient  x et  s,  posons  x = z ; il  en  résulte 


l + i 


= A + 2B.r  + 3Cx’  + 4Dx3  + BF.j4  + . . . ; 


ou,  effectuant  la  division  indiquée  dans  le  premier  membre, 

^(1 . — x - j-s1  — x3  -J-  xj*  — . • . ) = A-|- 2Bx ■+  3Cx3  +■  -4Dx3+.... 
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On  a donc,  d’après  le  principo  du  numéro  180,  les  égalités 

A = A,  — A = 215,  A = 3C,  — A = 4D,  A = 5E j 

d’où 

A = A,B—‘c  = +*D  = -*  £ = + *... 


La  loi  de  la  série  est  évidente  : le  coefficient  du  n’>m>  terme  est 
égal  à — , suivant  que  n est  pair  ou  impair  ; on  obtient  donc 

71 

enfin,  pour  le  développement  de  I.  ( 1 + x ), 


224.  A.  B.  Par  la  méthode  précédente,  les  coefficients  B,  C,  I), 

E ont  tous  été  déterminés  en  fonction  de  A ; mais  ce  dernier 

coefficient  est  resté  complètement  indéterminé.  Or  cela  doit  être 
d’après  la  nature  de  l’expression  que  l’on  s’est  proposé  de  dévelop- 
per; car,  puisqu’on  peut  former  une  infinité  de  systèmes  de  loga- 
rithmes, il  faut  qu’il  existe  dans  le  développement  général  de 
1.  ( 1 + *),  une  quantité  tout  à fait  arbitraire,  qui  serve  à distin- 
guer les  systèmes  les  uns  des  autres.  D’ailleurs,  on  a vu  ( n”  212) 
que  les  logarithmes  d’un  même  nombre,  pris  dans  deux  systèmes, 
ne  diffèrent  que  par  un  facteur,  constant  pour  tous  les  nombres ; 
ainsi,  la  quantité  indéterminée  doit  être  un  facteur  commun  à toute 
la  série;  et  c'est  pour  cette  raison  que  l’on  a trouvé 


1.(1+*)=  A - 


*’  , *3  x'<  . x5  Xe 

¥+3_T  + y_'6 


+ ...)(4), 


Le  nombre  A est  ( n°  212  ) le  module  dont  la  valeur  particulière 
caractérise  le  système  de  logarithmes  que  l’on  veut  considérer. 

223.  L’hypothèse  la  plus  simple  qu’on  puisse  faire,  consiste  à sup- 
poser A = 1 ; et  l’on  a,  en  désignant  par  1'  ( 1 +*  ),  ce  système 
particulier  de  logarithmes, 


V/1  t * x x 1 x X I 1 X t 

l(l+*)=T--+3"-T  + T-  (T  + 


(S). 


Si  l'on  donne  à x toutes  les  valeurs  possibles,  on  formera  succes- 
sivement tous  les  logarithmes  de  ce  système  qui  a reçu  le  nom  de 
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Système  naturel  ou  Système  népérien  (du  nom  tic  Ncpcr  qu’on  regarde 
comme  l’inventeur  des  logarithmes  ).  Occupons-nous  de  la  forma- 
tion de  cesystème,  puisqu’il  sera  facile  d’en  déduire  ensuite  tous  les 
autres,  soit  en  donnant  à A différentes  valeurs,  soit  par  la  formule 
du  n°  212. 

Faisons,  dans  la  série  (8),  x = 0;  il  vient  l'  1 = 0. 

Soit  encore  x = l ; il  en  résulte  l'2  = l — - -f-  5 — 7 -f-  - — 

série  très-peu  décroissante  qui  exigerait  que  l’on  prit  un  très-grand 
nombre  de  termes  pour  obtenir  une  approximation  suffisante;  il 
faudrait,  par  exemple,  prendre  les  cent  premiers  termes  pour  avoir 
la  valeur  do  1'  2 à 0,01  près  ( n°  176  ).  En  général,  la  série  ne  sau- 
rait donner  les  logarithmes  des  nombres  entiers  puisqu’on  obtien- 
drait, pour  tout  nombre  au-dessus  de  2 , une  série  dont  les  termes 
iraient  en  augmentant. 

Voici  les  principales  transformations  que  les  analystes  ont  effec- 
tuées pour  conduire  à des  séries  propres  à donner  les  logarithmes 
des  nombres  entiers , qui  sont  les  seuls  qu’on  doive  placer  dans  les 
tables  : 

Première  transformation.  — Soit  fait,  dans  la  série  (S),  x = 
on  obtient,  en  observant  quel'  ^1  = 1'  (y  + 1 ) — 1'  y. 


P(y+i)_i'y‘=L_-2L  + _L  __L  + . . . (6). 


En  faisant  successivement  y — 2,  3,  4,  8 


on  trouve 


is-rs-i 
n-r3=  t 

l'S  — TA  = -7 
4 


i 4_  J JL  4_ 

8 ‘ 24  64  ‘ 

J.  J L _i_ 

18  “r  81  324  “r 

±4.  J L_i_ 

32  “ 192  1024  * 


La  première  série  donnera  le  logarithme  de  3 au  moyen  du  loga- 
rithme de  2 , la  seconde  le  logarithme  de  4 en  fouction  du  loga- 
rithme de  3.  . . , et  ainsi  de  suite.  Le  degré  d’approximation  pourra 
toujours  être  apprécié  (n°  176),  puisque  les  séries  sont  composées 
de  termes  alternativement  positifs  et  négatifs  qui  diminuent  de 
plus  en  plus. 
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Seconde  transformation.  — Ou  parvient  à des  séries  beaucoup  plus 
commodes,  parle  moyen  suivant  : 

X X*  X* 

Substituons  dans  la  série  I' (!-[-#)  = - — — ’’ 

— jt  à la  place  de  x , 

,lTlcnt 1 (l-*)=-ï- 1 — 5“  4 “ ’ • 

d’où,  en  retranchant  ces  deux  séries  l’une  de  l’autre  , et  en  obser- 
vant que  l'(l  +*)  — 1'  (l  — x)  = 1'  | X , 

1 — X 

,,  1 + * « (x  , *5  1 1 xl  1 19  1 \ 

1 Æ = 2 (j  + ïï+1 +¥  + ¥ + • • )■ 

Pour  que  les  termes  du  second  membre  décroissent  rapidement, 

1 + x 

il  faut  que  x soit  une  fraction  très-petite  ; et , dans  ce  cas , -j — 1 — - 

est  plus  grand  que  l'unité  , mais  en  diffère  fort  peu. 

Posons  donc  ■■  ' ^ = 1 -j-  - (a  étant  au  moins  égal  à 1); 

il  vient  ( 1 x)  2 = ( 1 — x)(s-j-l); 

d’où , en  réduisant , x = ^ — r-T' 

Iz  — j-  1 

Dono  la  série  précédente  devient  " (’  + 1)  OU 

|,^+|)-i,.=K4n'+ï(cViF+83.VÏÏri'- ' )• 

Cette  série  donne  également  la  différence  entre  deux  logarithmes 
consécutifs;  mais  les  termes  décroissent  beaucoup  plus  rapidement 
que  la  série  (8). 

Soit  fait  successivement  2=  1,  2,  3,  4,  8, ; on 

trouve  1 2 = 2 (3*^3 . 33  5 . 35  7 . 37  * ' *)’ 

13  — 12  = 2 (g+ÿT' p”f  g— gr+  7 . 67  I * •}» 

P4-l'3  = 2(J  + ^+^L?+7-L7+...), 
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Soil  * = 100  ; il  en  résulte 

1 101=1  100  + 2 (2ÜT+  3(201)3  5 (20I)S^“  ' * ')  5 


série  dans  laquelle,  le  logarithme  de  100  étant  connu , le  premier 
terme  suffit  pour  donner  celui  de  101  avec  sept  chiffres  déci- 
maux (*). 

11  existe  encore  des  formules  bien  plus  expéditives  qui  servent 
à exprimer  des  logarithmes  en  fonction  d’autres  déjà  connus;  mais 
ce  qui  précède  suffit  pour  donner  une  idée  de  la  facilité  avec  la- 
quelle on  pourrait  construire  des  tables. 

226.  Les  logarithmes  népériens  étant  calculés  , il  est  facile  de 
former  un  tout  autre  système. 

Par  exemple,  pour  former  le  système  ordinaire,  il  faut  (n°212) 


multiplier  chaque  logarithme  népérien  par  le  module 


1 

r 10 


. Ce 


nombre  a été  calculé  avec  tout  le  degré  d’approximation  que  l’on 
peut  désirer;  et  sa  valeur  en  décimales  est  0,4312044810.  . . : c’est 
le  module  propre  à passer  du  système  naturel  au  système  dont  la  base 
est  10. 

Ce  module  exprime  d’ailleurs  le  logarithme  ordinaire  de  la  base  du 
système  népérien  ; car,  en  appelant  e cette  base,  on  a l’équation 
c,,,0=  10  ; d’où,  prenant  les  logarithmes  dans  le  système  ordinaire, 


r.  10X  1.  8 = 1.  10  = 1;  donc,  1.  e-— 


0,43429 


Comme  les  tables  ordinaires  peuvent  être  déduites  de  ce  qui  pré- 
cède, on  peut  s’en  servir  pour  déterminer  le  nombre  auquel  corres- 
pond le  logarithme  ci-dessus;  et  l’on  trouve 

0,4342044810  ....  = ].  e = 1.  2,7182818284  .... 
Ainsi,  e = 2,7182818284  .... 

Nous  allons  bientôt  parvenir  à ce  même  résultat  par  une  autre 
voie. 

227.  Développement  en  série  de  l' exponentielle  ar.  — I.a  liaison  qui 
existe  entre  les  quantités  exponentielles  et  les  logarithmes  [liaison 
qui  consiste  en  ce  que,  a représentant  la  base  d’un  système  de  lo- 
garithmes, x est  ( 11“  208  ) le  logarithme  de  l’expression  a'],  nous 


{*)  f'oyez  ta  [î rem u're  note  placée  i la  fin  île  ce  chapitre. 
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conduit  & chercher  s’il  ne  serait  pas  possible  de  développer  a’  sui- 
vant les  puissances  de  x ; ce  qui  donnerait  alors  le  développement 
d’un  nombre  en  fonction  de  son  logarithme,  question  inverse  do 
la  précédente. 

Supposons  donc  ce  développement  trouvé,  et  soit 

a1  1 -|—  A x ILr*  -j-  Car3  -{-  Dx'*  -j—  ....  (l)j 

si  l’on  fait  x = 0,  l’équation  se  réduit  à a°  = 1,  résultat 
exact  ; ainsi  cette  forme  de  développement  est  admissible. 

Pour  déterminer  A,  B,  C,  D . . . . , remplaçons  x par  z; 
il  vient 

ai  =*=  1 -f-  A*  -f-  B»’  -f-  C«5  -f-  Ds*  -j-  . . . . (S); 

retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre,  on  a 

a1—  o'=A  (r — * ) -(-  B ( x* — *’  ) -f-  C ( x3 — a3)  -{-  D ( x<  — a<  ) -f-. . . (3) , 

équation  dont  le  second  membre  est  divisible  par  x — a;  ainsi  il 
faut  tâcher  de  mettre  ce  faoleur  en  évidence  dans  le  premier.  Or, 
on  peut  mettre  aT  — a‘  sous  la  forme  az  ( ar~M — 1 );  donc  si  l’on 
remplace,  dans  la  série  (!),«■  parr  — a,  il  vient 

a,(nT-,  — 1)  = o*  [A  (a  — js)  — Iî  ( ar  — a)a  C ( x — s )3  -f-  . . . .] 

Substituant  dans  l’équation  (8),  à la  place  de  ax  — o‘,  la  valeur 
qu’on  vient  d’obtenir,  et  divisant  les  deux  membres  par  x — s,  ou 
trouve 

[A  + B (x-s)  + C (*-*)•  + ...] 

==  A -j-  B ( x -j-  z ) C ( x1  -|-  xs  -J-  sa  ) -j- .... 

Taisons  maintenant  x = z dans  cette  dernière  équation  ; elle  se  ré- 
duit à a’  . A = A -j-  SBx  -{-  3Cx’  -f-  4Dx3  -{-  SEx^ 
ou,  remplaçant  a*  par  son  développement  (1), 

A + A’;r-[- ABx’-{- ACx3-f  . . . = A+  ÎBx  + 2Cx>  -f  4D*3  . . . 

Égalant  séparément  les  coefficients  des  mêmes  puissances,  on  ob- 
tient les  équations 

A — A,  A’  = 2B,  AB  sa  3C,  AC  = 4D  . . . ; 
d’où  l’on  déduit 

À’  A5  A* 

A = A,  B =T7I’  c=TTO’  d * TTTO’"’ 

21* 
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La  loi  du  développement  est  manifeste  : le  terme  qui,  dans  la  série 

A" 

(1),  en  a n avant  lui,  a pour  expression  ! 2 .3  .4  ...n 

On  voit  que  tous  les  coefficients  B,  C,  D . . . sont  exprimes  en  fonc- 
tion du  coefficient  A qui  reste  encore  indéterminé,  c’est-à-dire  que 
la  méthode  qui  vient  d’être  suivie  no  suffit  pas  pour  le  faire  obtenir  j 
mais  il  n’en  a pas  moins  une  valeur  unique  qu’on  trouve  par  1 ar- 
tifice suivant  : _____ 

On  peut  mettre  ar  sous  la  forme  ( 1 + a — 1 )*>  ou  ( 1 + ® )r  > 
en  posant,  pour  abréger,  a — l = b.  Or,  si  l’on  développe  ( 1 + * Y 
d’après  la  formule  du  binôme  , on  a 


(1+») — iH-f 


— 1 r — 2 


mais  en  ne  tenant  compte,  dans  ce  développement , que  de  la  par- 
tie affectée  de  x,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  partie  a pour 
expression , 


d’ailleurs  le  coefficient  de  x,  dans  la  série  (1),  est  égal  à A.  On  a 
donc 


A 


b b*  , à3  b*  , _ 

J 2 + "5  A-*-  8 


ou  bien , remplaçant  b par  sa  valeur  a — 1 , 

a — 1 f a — 1 V , ( « — 1 )3  ( ” ~ 1 )4  _l 

A = — a r 3 4 ^ 


On  représente  ordinairement  par  k l’expression  , 

«-»  ; ainsi, 

î 2 ' 3 

la  place  de  A , dans  les  valeurs  trouvées  pour  B , C,  D 
reportant  ces  valeurs  dans  la  série  (1),  on  obtient  enfin 
Ar  , Ar’  , *V  , 4V>  , 

o1  = 1 + T + + f^3  + 1.2. 3. 4 + ' 


substituant  k à 
. . et 


(*). 


Tel  est  le  développement  de  l’exponentielle  ar  en  série. 

228.  Contiquences.  — Si,  dans  cette  série,  on  suppose  x — 1,  elle 
devient 

1 î 4 . 4’  ■ 4*  . i 

0 = 1 + 1 + IT+TO+  1 .2.3.4  ' ' 
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d’où  l’on  voit  que  a est  exprimé  en  fonction  de  4 , de  même  que  la 
a — 1 (o  — 1 


1 


2 


donnait  4 en  fonction 


relation  4 
de  a. 

Cela  posé,  cherchons  la  valeur  particulière  de  a , qui  correspond 
à 4=1,  et  désignons  par  c cette  valeur  particulière  ; nous  trou- 
vons 


’-'+T 


î 


î 


. 2 . 3 . k + ' ' ’ ' ’ 


1.2  1 1.2. a 1 1 

série  décroissaule  (*),  dont  lus  11  premiers  termes  donnent  pour 
somme , 

2,7182818  à 0,0000001  près. 

La  comparaison  de  ce  résultat  avec  le  nombre  obtenu  n°226,  pour 
la  valeur  de  e,  base  du  système  népérien  , semble  indiquer  que  c et 
e sont  identique *;  or,  c’est  ce  qu’on  peut  démontrer  immédia- 
tement. 

' En  effet , soit  posé  dans  la  formule  (4) , kx  = 1 , d’où  ar  = i; 
elle  devient 

i i i 1 » 1 i 1 i J i 

“ — + T + 1.2  + 1.2.3  + 1.2. 3. 4 + ' * ‘ ’ 


ce  qui  donne  nécessairement  o1  =>  c. 

Prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  cette  dernière 
égalité  dans  le  système  qui  aurait  pour  base  c,  on  trouve 

j.la=l,  d’où  la  = 4, 

ou  , mettant  à la  place  do  4 sa  valeur  (n°  227) , 
a — 1 


I a ; 


(a-1)»  , (a  — 1 )5  (a-l)4 

1 3 


1 2*3  4 1 

ou  bien  encore , posant  a = 1 -j-  d’où  a — 1 = x, 


, , , , . x * i x x*  , 

1(1+*)  = -—  2 + 3-— y + 


(•)  l'oyez  la  première  uolc  placée  à la  fiu  de  ce  chapitre. 
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Or , cette  formule  est  précisément  celle  qu’on  a obtenue  (a0  228)  » 
pour  le  développement  du  logarithme  népérien  do  1 -J-  x. 

Donc  les  nombres  c et  e sont  identiques. 

229.  La  formule  (4)  du  numéro  227  peut  prendre  différentes 
formes  qu’il  est  bou  do  faire  connaître  ici. 

Considérons  de  nouveau  la  relation  a1  = c,  ou  plutôt  o1  = e 
(puisque  l’on  a c = e ) , et  prenons  les  logarithmes  des  deux  mem  - 
lires  dans  un  système  quelconque  ; il  vient  • 

-.lo  = lc,  dou  k =-j- . 


Ainsi  la  formule  (4)  se  change  en  celle-ci  : 
, . x la 

ax  = 1 -j-  T . -r-  • 

‘lie 


x 1 i x 3 /1«\»  î 

172'  Vw  + 17273  • 


C’est  la  forme  sous  laquelle  on  présente  ordinairement  le  dévelop- 
pement de  a',  les  logarithmes  étant  pris  dans  un  système  tout  à fait 
arbitraire. 

Cas  particuliers.  — 1°  Le  nombre  a peut  être  pris  pour  base  du 
système  de  logarithmes.  Comme  on  a,  dans  ce  cas,  lu  = 1 , et 


Jt  = 


1 

le’ 


la  formule  devient 


, , , * 1 , ** 
a =1+T'T7  + rT 


ibï 


1.2.3 


Tel  est  le  développement  d’un  nombre  quelconque  en  fonction  de 
son  logarithme  pris  dans  le  système  dont  la  base  est  a. 

2°  Soit  le  nombre  constant  c pris  à son  tour  pour  base  du  système. 
Comme  on  a alors  1b  = 1,  d’où  A = la,  ou  plutôt  A s l'a,  d’après 
la  notation  du  n°223,  il  résulte  de  cette  hypothèse 


x* 


'=H-;.iHïl.(i’«Hï:o.(i'«)1+  . 


3”  Enfin,  soit  posé  a = e,  ce  qui  donne  nécessairement 


La  formule  se  réduit  à 


*'=l+p-|- 


1.2 


1.2.3  r 1 .2.3.4 
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Celte  série  , qui  est  la  plus  usitée  , donne  le  développement  d’un 
nombre  en  fonction  de  son  logarithme  népérien. 

Nous  verrons,  dans  le  dernier  chapitre,  les  conséquences  que  l'on 
déduit  de  toutes  ces  formules.  Mais  nous  pouvons,  dès  à présent , 
faire  remarquer  comment  ledéveloppcinent  des  logarithmes  en  série 
se  déduit  du  développement  des  exponentielles. 


D’abord,  la  relation  k = , qui  se  réduit  à h = l 'a  lorsqu’on 

prend  e pour  base  du  système  de  logarithmes,  donne  (11°  227), 


l’a  = ■ 


( a — O’  , ( « — 1 )3 

2 I 3 


„ , . , , X X1  . X3  . 

1 {l  + *)-=T  — J + 3-7  + 


Celte  mémo  relation  donne  ensuite 


la  = k . le; 


d’où,  en  mettant  à la  place  de  k sa  valeur,  et  posant  encore 
a = 1 -j-  x, 


K1  + ‘>  = i*G-ï+Î-T  + 


Le  module  inconnu,  le,  peut  être  obtenu  facilement  (u°  226)  dès 
que  les  logarithmes  népériens  ont  été  calculés. 
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NOTE 


HOTE 


SUR  LES  SÉRIES  CONVERGENTES. 


Le  développement  d'uue  fonction  en  série  a principalement  pour  but  de  donner 
en  nombres  approchés  la  valeur  numérique  de  la  fonction',  lorsqu'on  attribue  des 
valeurs  particulières  à la  variable  qui  y entre.  Mais  pour  que  ce  but  puisse  être 
atteint , il  faut  que  la  série  soit  du  nombre  de  celles  que  l'on  nomme  conver- 
gentes. 11  est  donc  important  d'établir  les  caractères  de  ces  sortes  de  séries  : tel 
est  l'objet  qu’on  se  propose  dans  celle  note,  qui  servira  ainsi  de  complément,  tant 
aux  applications  que  nous  avons  faites  de  la  formule  du  binôme  à l'extraction  des 
racines  (n°*  175,  177),  qu'au  calcul  des  logarithmes  par  le  moyen  des  séries. 

1.  Une  série  indéfinie  est  dite  convergente,  lorsqu'on  peut  assigner  une  limite 
de  l'erreur  que  l’on  commet  en  prenant  les  n premiers  termes  de  la  série  ; celte 
limite  doit  d'ailleurs  être  susceptible  de  devenir  moindre  que  toute  graudeur 
donnée,  pourvu  que  l'on  prenne  n suffisamment  grand. 

Il  faut  avoir  reconnu  que  ces  conditions  sont  remplies  pour  pouvoir  affirmer  que 
la  série  est  convergente. 

Par  exemple,  toutes  les  séries  dont/*?/  termes , étant  alternativement  positifs 
et  négatifs  y décroissent  continuellement  et  indéfiniment , sont  des  séries  con- 
vergentes, puisqu'on  a vu  (n°  176)  que  la  différence  entre  la  valeur  numérique  de 
la  série  tout  entière  cl  la  valeur  numérique  de  la  somme  des  n premiers  termes  est 
moindre  que  le  ( n -f-  1 )iimt  terme,  lequel  peut,  par  hypothèse,  devenir  aussi 
petit  que  l'on  veut  quand  on  prend  n suffisamment  grand. 

De  même,  toute  progression  par  quotient  décroissante  à Vlnftnit  est  une 

série  convergente  , puisque  ( n°  195  ) la  différence  entre  la  somme  — ~ — 

1 — g 


de  tous  les  termes  et  la  somme  des  n premiers  termes,  est  exprimée  par 


<*9n 

1-V 


quantité  qui  peut  devenir  moindre  que  toute  grandeur  donnée,  pour  une  valeur 
de  n suffisamment  grande. 

Un  caractère  important  des  séries  de  la  première  espèce  dont  nous  venons  de 
parler,  est  que  le  rapport  d'un  terme  quelconque  à celui  qui  le  pt'écède  est 
une  quantité  négative,  constante  ou  variable  , mais  toujours  numériquement 
moindre  que  1 . 

Dans  les  séries  de  la  seconde  espèce,  le  rapport  est  une  fraction  positive  con- 
stante. 
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SUR  LES  SÉRIES  CONVERGENTES. 


2.  À ces  deux  espèce»  de  série»  qui  viennent  d'être  caractérisées  comme  de» 
séries  convergentes,  il  faut  en  joindre  deux  autres  qui  se  rencontrent  souvent  dan» 
les  application»  : 

1°  Une  série  dont  tous  le»  terfaes  sont  de  même  signe,  peut  être  regardée 
comme  convergente  , toutes  les  fois  que  le  rapport  d'un  terme  au  précèdent 
(pouvant  d'abord  être  plus  grand  que  1,  ce  qui  suppose  que  les  premiers  termes 
iraient  en  croissant)  finit  par  atteindre  une  valeur  moindre  que  1 . et  va  ensuite 
continuellement  en  décroissant. 

En  effet,  dès  que  l’on  est  arrivé  au  terme  dont  le  rapport  au  précédent  est  de- 
venu moindre  que  1,  si  Ton  fait  la  somme  de  tous  les  terme»  compris  depuis  le 
premier  jusqu'au  terme  en  question , ou  jusqu'à  un  autre  terme  plus  éloigné  , on 
obtient  la  limite  de  l'erreur  en  supposant  que  le  rapport  devienne  constant  à partir 
du  terme  auquel  on  s'arrête;  et  celte  limite  est  alors  la  somme  d'une  progression 
géométrique  décroissante  ayant  pour  premier  terme  celui  qui  suit  le  terme  où 
l’on  s'arrête,  et  pour  raison  le  rapport  supposé  constant;  limite  que  l'on  peut 
d'ailleurs  rendre  aussi  petite  que  l'on  veut,  en  prenant  un  nombre  de  termes  suffi- 

a 

samment  grand,  puisque  dans  l'expression- , a est  supposé  diminuer  indé- 


finiment. 

2°  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  de  même  signe  est  encore  convergente 
lorsque,  ses  termes  allant  en  décroissant , te  rapport  d'un  terme  à celui  qui  te 
précède  augmente  au  lieu  de  diminuer,  pourvu  toutefois  qu'il  ne  puisse  dé- 
passer une  certaine  valeur  numériquement  moindre  que  1 . 

Dans  ce  cas,  la  limite  de  l'erreur  est  une  progression  géométrique  décroissante 
dont  le  premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s’arrête,  et  qui  a pour 
raison  la  valeur  maximum  du  rapport. 

3.  Il  est  d'ailleurs  évident  qu’une  série  ne  saurait  être  convergente,  lo  Si  le 
rapport  d'un  terme  au  précédent  était  constamment  égal  à 1 ; car,  dans  ce 
cas,  tous  le»  termes  étant  égaux,  leur  somme  serait  égale  à l'un  d’eux  répété  une 
infinité  de  foi»,  et  serait  par  conséquent  infinie , quelque  petit  que  fût  chacun  de» 
termes  :l’erreurque  l’on  commettrait  en  prenant  n termes. serait  elle  même  infinie. 

2®  Si  te  rapport  d'un  terme  quelconque  au  précèdent  était  plus  grand 
que  1,  constant  ou  variable  ; car,  dans  ce  cas  , la  somme  de  tous  les  termes 
serait,  à plus  forte  raison,  infinie. 

Ainsi , aucune  série  croissante,  c'est-à-dire  dont  les  termes  vont  sans  cesse 
en  augmentant , ne  peut  être  convergente . 

4.  Il  y a même  des  séries  décroissantes  que  l’on  ne  saurait  regarder  comme 
convergentes , parce  qu'on  reconnaît  que  la  somme  de  tous  leurs  termes  est  infi- 
nie f et  que  par  conséquent  la  limite  de  l’erreur  est  aussi  une  quantité  infinie , 
ou  réciproquement. 

Considérons,  par  exemple,  la  série 


11111 

ï-â-s-ï-n--. 

connue  sous  le  nom  de  série  harmonique  ; et  prenons  le  rapport  de  deux  termes 
1 1 

consécutif»  quelconques,  — ■ — , -, 
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1 1 n— 1 1 

Il  vient  — : r = — 1 • 

n n— 1 n n 

Or,  on  voit  que  ce  rapport , qui  est  constamment  moindre  que  1 , augmente  à 
mesure  que  n augmente  et  se  rapproche  de  plus  en  plus  do  l'unité,  qui  peut  ainsi 
être  considérée  comme  la  limite  en  plus,  ou  comme  le  maximum  de  ce  rapport, 
il  y a donc  lieu  d’appliquer  à la  série  ci-dessus  ce  qui  a été  dit  pour  le  premier  cas 
du  numéro  précédent;  c'est-à-dire  que  la  limite  de  l’erreur  est  la  somme  des  termes 
d’une  progression  géométrique  ayant  pour  raison  l'unité  , somme  qui  est  néces- 
sairement Infinie  (n»  3).  Donc  enfin , ta  somme  des  termes  de  la  série  est  elle- 
même  Infinie. 

C’est , au  reste,  ce  qu’on  peut  vérifier  d’une  autre  manière. 

En  effet,  si,  dans  la  série  (5)  du  numéro  325,  on  pose  1 -t-  x r=  /•,  il  vient 

iv  -r--i  _ fr-1)’  tr-i)1  _ (•>•-*)* 

r 1 2 3 4 


— [¥ 


—r  , (f-rV‘  . (i- r)1  , (*— r)* 


Soit  fait  maintenant / = o dans  cette  égalité;  on  trouve 

Vo~~  i-*'!'*'  - • )* 

Or,  on  sait  (n°  213)  que,  dans  tous  les  systèmes  de  logarithmes  dont  la  base  est 
plus  grande  que  l’unité,  le  logarithme  de  ü a pour  valeur  Vin  fini  négatif  ; donc  la 

t 1111 

valeur  de  la  série  — I h - H K . . est  infinie. 

12  3 4 

Pour  peu  d'ailleurs  qu’une  série  Urée  de  (1)  décroisse  plus  rapidement  que  la 
série  harmonique,  elle  aura  nécessairement  une  valeur  finie;  car^,  quelque  petit 
qu’il  soit , a une  valeur  finie;  ainsi  il  doit  en  être  de  même  de  son  développement. 
Toutefois,  pour  reconnaître  si  la  série  est  véritablement  convergente,  il  faut  pou- 
voir assigner  la  limite  de  l’erreur  commise  lorsqu’on  s'arrête  à un  terme  de  rang 
quelconque. 

Or,  si  l’on  pose^*=  z pouvant  être  un  nombre  très-grand  , il  vient 


• L i 3 .*> 


(s-l)3  (=-1)4 


Le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est 


quantité  plus  petite  que  la  fraction  constante  , mais  qui  s’en  approche  de  plus 

eu  plus  à mesure  que  n augmcnlc. 

uu  a donc  (2e  cas,  u»  1)  pour  limite  de  l’erreur,  la  somme  d’une  progression 
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décroissante  dont  1 e premier  terme  est  celui  qui  suit  le  terme  auquel  on  s'arrête  , 

z—  1 

et  qui  a pour  raison  le  nombre  constant  — , 

Cette  fraction  est  d'autant  plus  petite,  et  par  conséquent  la  convergence  de  la 
série  est  d'autant  plus  sensible  que  z est  plus  petit. 

Soit,  par  exemple,  z = 3,  ce  qui  donne 


Ainsi,  la  limite  de  l’erreur  que  l’on  commet  en  prenant  les  5 premiers  termes 

1 

pour  la  valeur  de  la  série  totale,  cit  — - — = _L . 

1 —g  1 19î 

ï 

En  Général , la  limite  de  l’erreur  e«t , pour  cette  série,  le  double  du  terme  qui 
suit  celui  auquel  on  s'est  arrête. 

5.  Nous  allons  actuellement  revenir,  tant  sur  les  applications  numériques  de  la 
formule  du  binôme,  que  sur  les  séries  particulières  qui  ont  été  déduites  des  séries 
logarithmiques  ou  exponentielles  ; et  nous  ferons  voir  que  toutes  les  séries  obte- 
nues rentrent  dans  les  différents  cas  examinés  ci-dessus. 

D'abord  la  série  générale  du  numéro  174,  étant  telle  que  les  termes,  4 partir  du 
second,  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  il  faut  encore  s'assurer  si  les 
termes  vont  en  décroissant  et  peuvent  devenir  aussi  petits  que  l’on  veut. 

Or,  en  désignant  par  p le  rang  d'un  terme  quelconque,  il  est  facile  de  voir  que 
l’on  a pour  le  rapport  de  ce  terme  au  précédent , 


(p  — 1 ) « — la 

a étant  suppose  ' 

p.n  x 

ce  qui  prouve  que  chaque  terme  de  la  série  est  une  partie  du  précédent,  plu*  pé- 
ta 

tite  que  la  fraction  marquée  par  - . Ainsi  , les  termes  diminuant  indéfiniment , la 

série  rentre  dans  le  premier  cas  du  n»  1 de  celle  noie. 

Dans  la  série  du  n»  177,  tous 'les  termes  sont  de  même  signe  à partir  du  second. 

Mais  le  rapport  du  »■*"•  terme  au  précédent  étant  — 1 > * ~~ 

p.n  x’ 

quantité  que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme  ° — 1 . ^ ■ • - on  voit  que  ce 

x p n x' 

rapport  est  constamment  moindre  que  - , et  qu’à  mesure  que  p augmente,  ce 


rapport  approche  de  plus  en  plus  de  la  fraction^,  qui  enesl  par  conséquent  la  limite 

en  plus,  ou  la  valeur  maximum.  Ainsi , cette  série  tombe  dans  le  second  cas  «lu 
u«  3 ; c'est-à-dire  que  la  limite  de  l’erreur  commise  est  la  somme  d’une  progression  • 
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décroissante  ayant  pour  premier  terme  celui  qui  luit  le  terme  auquel  on  l'arrête, 

a 

et  pour  raison  le  rapport  maximum  -. 

En  appliquant  ce  principe  au  4«  exemple  propoié  n°_  1 77 , on  reconnaît  que 

les  5 premiers  termes  de  la  série  donnent  la  valeur  de  y 108  à moins  de  0,000U1 
prie. 

En  général , on  peut  démontrer  que  la  série  qui  représente  le  développement 
de  ( 1 -4-  ï)"  est  convergente  tant  que  z est  une  fraction  positive  ou  négative  , 
m étaul  d’ailleurs  différent  d’un  nombre  entier  et  poeitif.  Mais  cette  démonstra- 
tion , qui  n’offre  aucune  difficulté  d’après  les  principes  établis  ci-dessus , nous  en- 
traînerait trop  loin , et  nous  la  proposons  comme  exercice. 

6.  Passons  aux  séries  logarithmiques  et  exponentielles. 

La  série 


i'  (r-t- 1)  - »=“ 


i 

2rj 


1 

37* 


obtenue  n°  225,  rentre  dans  le  premier  cas  du  n«  1,  puisque  les  termes  étant  alter- 
nativement positifs  cl  uégalifs,  décroissent  indéfiniment. 

Quant  k la  série  du  même  numéro, 


1'  ( z 1 ) 


G 


5(2z‘-t-l)3  5(2z-t-l)5 


on  a pour  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  quelconques, 


2/1  — 3 1 1 

- — . ou  — 

2/t  — 1 (23  + l)1  (2z  -H  1)2 


ce  qui  prouve  que  le  rapport  est  comtamment  moindre  que  ^ ^ ^ , mais 

qu’il  s’en  rapproche  de  plus  en  plus  à mesure  que  n augmente,  et  qu’il  a cette 
fraction  pour  limite. 

La  série  se  trouve  donc  encore  dans  le  second  cas  du  n®  2.  Le  rapport  maximum 

serait  ici  - — , fraction  très-petite  si  z est  très-grand. 

(23  + 1)*’ 

Enfin , la  série  qui  donne  <zx  (n°  227)  finit  toujours  par  devenir  convergente, 

kx 

quels  que  soient  a et  xf  puisque  le  rapport  de  deux  termes  consécutifs  est  t 


fraction  qui  a zéro  pour  limite  relative  à l’accroissement  de  n. 

7.  Nous  terminerons  cette  note  par  une  remarque  sur  la  base  e du  sjstèmc 
népérien. 

On  a trouvé,  n®  228, 


J 1 1 

1.2  ■*"  1.2.3  1.2. 3. 4 


. . (O- 


Or,  il  est  ailé  de  démontrer,  J«  que  ccltc  série  est  le  développement  d’un  nom- 
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bre  incommensurable  ; 2»  qu'elle  est  convergente,  et  que  pourvhacune  des 
somme,  partielles  des  deux  premiers,  des  trois  premiers...  termes,  U limite  de 
l'erreur  peut  être  assignée. 

D'abord  e uc  peut  être  ud  nombre  entier,  car  on  a évidemment 
1 1 1 ^1  1 1 

5 + J.J  + !.«.». 4 ■***M^Ï  *4_  2’  "**  23  ”4""'î 

et  cette  seconde  série  est  une  progression  décroissante  qui  (n°  195)  a pour  somme 
l’unité. 

\ 1 1 

Il  suit  de  la  que  - -t-  ^ -l- ...  est  moindre  que  1 , et  par  consé- 

quent que  e est  un  nombre  compris  entre  2 et  3. 

Je  dis,  en  second  lieu , qu'aucun  nombre  fractionnaire  exact  ne  peut  exprimer 
la  valeur  de  e. 


En  effet , soit , s’il  est  possible,  e égal  4 — , ssi  et  n étant  deux  nombres 

fl 

entiers,  etn  ^ mt  mais^>1.  En  poussant  la  série  jusqu’à  ce  qu’on  parvienne  aux 
termes  dont  les  dénominateurs  renferment  le  facteur  nf  on  aura 


m 1 1 

_ =2-*- H 

n ^ 1.2  ^ 1.2. 

l 

ou  simplement 

(en  posant,  pour  abréger, 

1 


.2.3  “*1.2.3...n  1.13...n(n+1) 

m . „ 

-ss  «-H  4...  (2) 

n 


Ï7s  1.2.3  1.2.3...  (si  — l)si’ 

1 1 
C~  1.2.3  ...n(n  1)  ^ 1.2.3. ..  si(si  ■+■  1)  (si-t-2) 

Cela  posé , multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  (2)  par  1 . 2 . 3 ...  n ; il 
vient 

1.2.3...(n  — l).m  = 1.9.3...n.  «r-t-1  . 2 .3 . . .rtf .. . (3). 

Mais  le  premier  membre  de  l'égalité  (3)  est  évidemment  un  uombre  entier;  il  en 
est  de  même  de  la  première  partie,  1.2. 3. ..si. a,  du  second  membre,  puisque 
tous  les  termes  dont  se  compose  a sont  des  fractions  ayant  pour  dénominateurs  des 
sous-multiples  du  facteur  1 . 2.3.. . n,  par  lequel  on  a multiplié  m.  Donc,  pour 
que  l'égalité  (3)  subsistât,  il  faudrait  que  1.2.3...n.£  fût  aussi  un  nombre 
entier.  Or,  cela  est  impossible,  car  cette  expression  se  réduit,  lorsqu'on  remplace 
S par  sa  valeur,  à la  série' 

1 1 1 

n -f- 1 ( n -S-  1 ) ( st  -s-  2 ) (si  + 1 ) ( si  4-  2 ) (si  -+-  3 ) ’ 

laquelle  a évidemment  une  valeur  moindre  que  celle  de  la  progression 
1 1 1 
SI  -t-  1 "**  («  + 1)«  ‘+’  (B+  1)3 


dont  la  limité  (n°  195)  est—. 

fl 
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m 11 

Doue  enfin  , l’égalité  — = 2 — -t-  f g 3 h- . . . 

eut  elle-même  impossible,  et  la  base  e ne  saurait  être  égale  à un  nombre  commen- 
surable. 

Le  calcul  précédent  peut  servir  à faire  estimer  la  limite  de  l’erreur  que  l'on 
commet,  en  prenant  pour  la  valeur  de  e,  la  somme  des  n premiers  termes  de  la 
série. 

En  effet , l’erreur  commise  est  marquée  par 


1 .2 ,3.n(n  -4-  1)  l.S,3..,n(«  + l)(n  + 1) 


_ 1 / f 

^ 1 . 8 . 3 . . . n yn-l-1 


(ri  -t-  1)  (n  -t-  S) 


mais  on  vient  de  voir  que  la  série  entre  parenthèses  est  moindre  que On  a 

n 


e 

^1.2.3..  . n1 

Soit  n = 10,  ce  qui  revient  } prendre  les  11  premiers  termes  dans  U série 

1 ■*-  \ ri  +•  ’ - i on  lrouvc  <3tî2^ÔFÔ  < 0, 00000003. 

Donc  la  somme  des  11  premiers  termes  ne  diffère  de  la  vraie  valeur  de  e que 
d’une  quantité  moindre  que  0,0000001  {P oyez  le  n°  228). 

N.  B.  On  parvient  également  à la  limite 


f<iT¥^7T 


en  appliquant  directemcntà  la  série  (1)  le  premier  cas  du  n»  S. 

En  effet,  le  rapport  du  (n  -t-  l),im*  terme  de  la  série  au  «■*"*  est  évidemment 

— - — -,  quantité  qui  diminue  de  plus  en  plus  2 mesure  que  n augmente.  Donc, 
n -t-  1 

1 

la  limite  de  l’erreur  s'obtiendra  (n<>  3)  en  supposant  que  le  rapport reste 

n t 

constant  à partir  du  (n  H-  l)'i“«  terme;  et  l’on  aura  pour  cette  limite, 


1 — g 1 . 2 .3. . .n  — In(n-t-l)  ' n -t-  t ’ 


1.2.3...n  — In(n-t-l) 
ce  qu’il  fallait  trouver. 


1 .2.3.. .n’ ’ 
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HOTE 


SUR  LE  CALCUL  DE  L'ERREUR  A LAQUELLE  DONNE  LIEU  L’EMPLOI  DE  LA 
PROPORTION  QUE  PRESCRIT  L’USAGE  DES  TABLES  DE  LOGARITHMES 
(i ’Ofti  n»  214,  et  Aiutkuctiçue,  d°  267). 


Pour  calculer  les  logarithmes  de*  nombres  entiers  et  décimaux  qui  ne  sont  pas 
dans  les  tables  ordinaires,  el  pour  revenir  de  ces  logarithmes  aux  nombres  corres- 
pondants, on  suppose,  1“  que  let  différences  entre  tes  nombres  sont  propor- 
tionnelles aux  différences  entre  leurs  logarithmes  ; 2»  que  les  logarithmes 
placés  dans  les  tables  sont  tout  à fait  exacts. 

Or,  ces  deux  propositions  ne  sont  rigoureusement  vraies  ni  l’une  ni  l’autre.  Il  est 
donc  nécessaire,  après  avoir  fait  voir  d’abord  sur  quels  principes  repose  la  propor- 
tion ci-dessus,  de  calculer  ensuite  le  degré  d’approximation  qu’elle  fournit  et 
l’erreur  qu'elle  peut  produire  lorsqu'on  a égard  aux  deux  causes  d'inexactitude 
dont  elle  est  alfecléc. 

1.  Pni  xitn  pntscire.  — Soient  n -+-  1 et  n deux  nombres  entiers  consécutifs,  la 
différence  A,  ou  1 ( « — t-  1 ) — 1 n,  de  leurs  logarithmes,  diminue  à mesure  que  n 

augmente ; et  elle  esl  toujours  moindre  que  la  fraction  — . 

On  a en  effet  I (n  -t-  1)  — ln  = 1 

ce  qui  prouve  déjà  que  A diffère  d’autant  moins  de  1.  t,  ou  de  0,  que  le  nombre  n 
est  plus  grand. 

1 

Si  maintenant  on  fait , dans  la  formule  du  numéro  323 , x = — , on  trouve 


)-H). 


A,  ou  I fi  -t-  = A (\ ? 1-  — etc.^  , 

\ "/  \ 2nl  3"3  / 
série  qui  donnera  la  valeur  de  A avec  un  degré  d’approximation  d'autant  plus 
rapide  que  n sera  plus  grand, 

Comme  on  a d'ailleurs  (o»  226)  A = 0,43. ..  j,  et  que  la  série 

il  t 

_ — — --t- etc.,  esl  ( n<>  176)  moindre  que  — , il  en  résulte  nécessairement 
n 2/iJ  n 

A <"  — . Ce  qu’il  fallait  démontrer. 

2/1 
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Soit , par  exemple , n = 10000  ; il  vient 


A<-" 0,00005; 

^ 20000  ^ ’ 


c’ost-à-dire  que  la  différence  est  moindre  que  la  moitié  de  l’unité  de  l’ordre 
du  4»  chiffre  décimal. 

Ceci  explique  comment,  dans  une  seule  page  des  tables  de  Callet , et  à partir 
de  10000,  on  a pu  placer  un  aussi  grand  nombre  de  logarithmes.  Chaque  page 
renferme  60  lignes  horizontales,  chaque  ligne  10  logarithmes;  et  comme  il  résulte 
de  ce  qui  vient  d'élrc  dit , que  les  trois  premiers  chiffres  décimaux  sont  nécessaire- 
ment communs , même  à plusieurs  dizaines  successives  de  logarithmes , il  suffisait 
d’écrire  une  seule  fois  en  marge  ces  trois  chiffres , et  de  placer  ensuite  à part  les 
quatre  derniers  qui  correspondent  à la  variation  du  nombre. 

[ Comme  les  tables  de  Callet  s'étendent  jusqu’à  108000,  on  a placé  quatre 
chiffres  décimaux  en  marge,  pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  100000  (parce 
que  l’ona,  dans  ce  cas,  A <0,000005),  ce  qui  a permis  alors  de  présenter  les 
logarithmes  de  ces  nombres  avec  8 chiffres  décimaux  au  lieu  de  7,  sans  rien  chan- 
ger à la  disposition  adoptée  pour  les  nombres  compris  entre  10000  et  100000], 

3.  Secosn  gmitcipe.  — Soient  A , ou  I ( n -H  1 ) 1 n , et  A'  , ou 

; j)  — 1 (n  -t-  1),  deux  différences  consécutives  de  logarithmes;  je  dis 

que  ces  différences  peuvent  être,  regardées  comme  égales  toutes  les  fois  que 
n est  au-dessus  de  10000. 


On  a en  effet  A = l(n-t-l) — ln  — 1 ^ 

A'  = 1 (n  -t-  2)  — 1 (n  -+•  1)  = I ; 

A — A’  = l&ti\=,/ 

^ «'  + !»  / \ 

ou  bien,  posant  dans  la  formule  du  n»  335,  x = 

A — A'  = A T 

|_n  (n  -+-  3)  3 b 


d’où 


1 + 


n (n-t-3))’ 


’ n (n  •+■  3)’ 


> ( n -t-  3 ) 


et  par  conséquent , puisque  A = 0,43..,, 
Cela  posé,  soiln  = 10000;  il  en  résulte 
1 


3n3  (n 
A — A'< 


3)5 


’]• 


3n  (n  -4-  3)’ 


4 A ^ 200( 


20000  X 10002  ^ 200040000 


1 


- < 0,000000003  ; 


c'est-à-dire  que  la  différence  entre  deux  différences  consécutives  de  logarithmes  de 
nombres  au-dessus  de  10000  est  moindre  que  la  moitié  de  Punlté  de  l'ordre  du 
huitième  chiffre  décimal. 

On  voit  encore  pourquoi  l’on  a pu  placer  dans  les  tables,  pour  tous  les  nombre» 
au-dessus  de  10000,  les  différence»  entre  deux  logarithmes  consécutifs.  On  peut  rc- 
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garder  ces  différences  comme  constantes  pour  un  granit  nombre  de  logarithmes , 
puisque  la  variation  d'une  différence  A l’autre  ne  porte  que  sur  le  neuvième  chiffre 
décimal . et  que  les  tables  n'en  renferment  que  sept. 

3.  Conséquence  des  deux  propositions  précédentes.  — Admettons  pour  un 
Instant  que  , pour  tous  les  nombres  au-dessus  de  10000,  à des  accroissements 
égaux  de  nombres  correspondent  des  accroissements  égaux  de  logarithmes,  ce 
qui  est  sensiblement  ciacl,  d'après  cequ’on  vient  de  reconnaître  ; je  dis  qu'alors  les 
différences  de  logarithmes  sont  proportionnelles  aux  différences  de  nombres. 
En  effet,  soient  n,  n -4-  1,  deux  nombres  entiers  consécutifs  au-dessus  de  10000, 
p 

st  — un  nombre  fractionnaire  compris  entre  n et  si  -t-  1 ; on  peut  toujours  re- 

p 

garder  les  trois  nombres  st,  n -4-  -,  st  -4-  t, comme  faisant  partie  d'une  progression 
1 

t p 

par  différence,  ayant  si  pour  premier  terme,  - pour  raison,»  -4-  -pour(p-s- l)1'*"* 

<1  g 

q 

terme,  enfin,  st  H — ou  si  -t- 1 pour  dernier  terme;  c'est-A-dire  que  l'on  a 

g 

i 2 p g — 1 

4 n . /t  -4-  - . fl  -a — . . . . n -4-  -.  . . . n -4- . si  -t- 1 . 

g g g g 

Or,  on  a supposé  que  les  différences  entre  les  logarithmes  des  nombres  entiers 
sont  sensiblement  égales  ; donc , à fortiori,  les  différences  entre  les  logarithmes 
1 2 

de  si , n -t-  -,  si  -4-  - , . peuvent  être  regardées  comme  égales.  Ainsi , en  dé- 

-4-  t ] —l/i,  on  aura  pour  les  logarithmes  qui 

g) 

correspondent  aux  termes  de  la  série  ci-dessus, 

4 lst . I st  -t- 1 . \n  -4-  S»\...  lst-t-  pf. ...  In  -4-  gi,  ou  I (n  H-  1). 

De  IA  résulte  nécessairement  la  proportion 

(n  -4-  1)  — »t  : ^/t  -4-  — n ; : { I si  -4-  gf)  — ln  : (l/t  -t-pV)  — I st, 

puisqu’en  réduisant , on  trouve 

1 : - ::  OU  g P ::  g:p. 

g 

La  légitimité  de  la  proportion  étant  établie  pour  les  cas  où  les  nombres  sont 
très-grands  et  ont  entre  eux  une  différence  au  plus  égale  A 1,  nous  allons  passer 
au  calcul  de  l'erreur  qu’elle  occasionne,  erreur  qui,  comme  nous  l’avons  déjà  dit, 
résulte  de  deux  causes  que  nous  aurons  A considérer  successivement. 

4.  Calculons  d'abord  l'erreur  qui  résulte  de  l'inexactitude  de  la  proportion  (tes 
logarithmes  employés  étant  supposés  exacts). 

Soient  si  un  nombre  supérieur  A 1 0000,  t son  logarithme,  / - 4-4  celui  de  n -4- 1 ; 
soient  encore  n -4-  d un  nombre  compris  entre  netn-4-l,f-4-sst  A son  loga- 
rithme , d et  m représentant  ici  des  fraclions. 

AI.OtBRE.  33 


signant  par  J la  différence  I 
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(Tant  les  nombre)  n,  t,  A,  d,  m,  sont  suppôts  rapportas  à II  même  unité.) 

Cela  posé , la  quantité  x qu'il  Faut  ajouter  à I pour  avoir  le  logarithme  de  n -t-  d, 
te  détermine  (n»  31 4)  par  la  proportion  1 : d ; ; A : x , d’où  * = rf  A ; ce  qui 
donne  l-t-  d A pour  le  logarithme  de  n -4-  d,  tendit  qu’on  devrait  avoir  F -t-  m A. 

L 'erreur  commise  eat  donc  exprimée  par  ts(ti  — d)  A,  ou  e = (d—m)  A, 
tuivant  que  l'on  a m ou  d. 

De  même , la  quantité  y que  l’on  doit  ajouter  à n pour  avoir  le  nombre  correa- 
pondant  à l -+•  m A,  ett  fournie  par  la  proportion  A : m ; ; 1 :y,  d’oii  y = m, 
ce  qui  donne  n -t-  m pour  le  nombre  cherché,  landit  que  l'on  devrait  avoir  n -\-d. 

L'erreur  commise  cil  donc  exprimée  par  e'  — m — d,  ou  e’  — d — m. 

D'où  l'on  voit  que , dans  let  deux  ca«,  l'erreur  provient  de  ce  qu'on  prend  l'une 
pour  l’autre  les  deux  quanlités  m et  d.  Ainsi,  nous  sommes  conduits  à chercher  la 
différence  de  ces  déni  quantités. 

Or,  on  a (n°  309)  tes  égalités  fondamentales 

t l -4-  A / -4*  Pt  A 

10  =n,  10  = n -t-  1 , 10  =n-4-rf; 

d'où,  divisant  la  seconde  par  la  première , 


A n -1-  1 

10  = ; 

n 


10 


tttA 


-H)’ 


ou,  multipliant  celle-ci  parla  première  (10  as  n), 
/ -l-  m A 


Développons 


, ou  n -4-rf  = n ^1 
^1  -t-  par  la 


formule  du  binôme  démontrée  généralement 


n»  183,  multiplions  le  résultat  par  n,  et  retranchons  ensuite  n de  chaque  membre 
de  l’égalité  précédente  ; il  vient 

m m(l — m\  m (1  — m)  (3  — m) 
d = . „ _ 1-  — — — etc. 


1 .S.n 


I.2.3.H1 


Dans  cette  série , le  quotient  de  la  division  du  terme  qui  en  a r avant  lui , par  le 

terme  précédent  ( voy . le  n»  3 de  la  première  note),  eat  — — — ^ . I,  quantité  évi- 

r -4-  1 n 

dominent  négative  et  numériquement  moindre  que  Tunité , puisque  Ton  a 
m <C  1 et  n 1.  Ainsi , les  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs,  et 
décroissent  indéfiniment.  On  a donc  (n”  176) 

, ..  m (t  — m)  m (1  — m) 

^ 3 n x 3n 

Mais  on  sait  (n»  107)  que  le  produit  m (1  — m)  de  deux  fadeurs  m,  1 m 

J • /'V  1 ' 

dont  la  somme  est  1 , a pour  maximum  l-J  ou-.  Ainsi,  la  dernière  égalité 

se  réduit  enlln  à m — d <"  — . 

8n 
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il  est  aisé  maintenant  d'apprécier  Ica  deux  erreurs  e = (m  — 
pour  le  cas  de  n = ou  10000. 

1»  On  a,  en  vertu  de  l'inégalité  précédente, 


*< 

et  comme  on  a trouvé  (note  n»  fj  S 


80000 

0,0001 

2 ’ 


t 

il  en  résulte 


543 

ri)  â,  e'  =s  m — rf, 


«< 


0,0001  0,00000001 


160000  ^ 16 

L'erre»  e étant  moindre  que  le  seizième  de  l'unité  de  l'ordre  du  8*  chiffre 
décimal , ne  saurait  porter  sur  les  7 premières  décimales  du  logarithme  cherché. 


2°  On  a 


l 


C ^ 86808  ^ 


0,0001 


c’est-à-dire  que,  quand  on  réduit  en  décimales  le  4»  terme .r  = m,  pour  l'ajouter 
à n,  l’erreur  ne  peut  porter  sur  le  4»  chiffre  décimal  ; mais  on  ne  serait  pas  srtr 
de  l’exactitude  du  5«  chiffre  (*). 

S.  Calculons  actuellement  l’erreur  qui  résulte  de  l'Inexactitude  des  logarithmes 
(la  proportion  étant  supposée  exacte). 

Pour  cela,  nous  allons,  dans  ce  numéro , rapporter  le»  logarithme  t tabula  1res, 
alntl  que  leurs  différences , à l’unité  décimale  du  7*  ordre,  ce  qui  revient  à 
les  rendre  tous  18008000  fols  plus  grands,  ou  à les  regarder  comme  des  nombres 
entiers.  Cette  hypothèse  n'a  nul  inconvénient,  puisque  l’on  ne  considère , dans  la 
proportion , que  les  rapports  des  différences. 

Delà  il  résulte  que,  les  logarithmes  étant  généralement  fautifs,  en  plus  ou 
en  moins , d'une  quantité  qui  a pour  limite  supérieure  la  moitié  d'une  unité  dé- 
cimale du  dernier  ordre  (drith.,  voyez  le  N.  B.  n»  99),  cette  limite  se  trouvera 
1 

représentée  par  -. 

PnrxiÈac  quxsTiox.  Étant  donné  un  nombre , déterminer  son  logarithme. 

Soit  n -t-  2 un  nombre  dont  on  demande  le  logarithme,  nétant  la  partie  entière, 
et  d la  partie  fractionnaire;  soient  de  plus,  t,  l' , les  logarithmes  de  n,  n -t-  I,  tels 
qu'ils  sont  fournis  par  les  tahles.  Appelons  i et  l' les  quantités  qu’il  faudrait  ajouter 
aux  logarithmes  t et  l'  pour  les  rendre  exacts , ces  quantités  pouvant  être  positives 


En  supposant  la  proportion  exacte,  comme  nous  fe  faisons  ici,  on  trouverait  que 
le  logarithme  de  n •+-  d est  égal  à / -t-  I,  augmenté  d’une  quantité  x déterminée 
par  la  proportion. 

1 : d (/' -t- f7)  — (/ -t- i)  : a:;  d’où , en  posant /'—/=  d, 
x r=  d (d  -t-  i'  — I)  ) 

ce  qui  donnerait  log.  (n  -t-  d)  = l -t-  i -t-  d (A  -t-  f'  — I). 


p)  tri  ralenti  qui  Tiennent  d’être  établis  dane  ce  numéro,  sont  dna,  pour  le  tond,  à Bertrand 
de  Genève. 

22* 
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Mais,  au  lieu  de  cela,  ou  pote  la  proportion 

1 : rf  ; ; A : x,  d’où  z = rf  A ; 

puis  on  ajoute  d Ah  I,  en  rejetant  même  toute  la  partie  fractionnaire  du  produit 
dA,  sauf  h augmenter  le  dernier  chiffre  d'une  unité,  s'il  y a lieu , ce  qui  peut 

1 

occasionner  une  nouvelle  erreur  dont  la  limite  est^.  En  représentant  cette  erreur 

par  f,  on  prend  ainsi  l -t-  dA  — /'pour  le  logarithme  de  n -4-  rf.  Donc  l’erreur 
Anale  est 

F.  = / -4-  / -4-  rf  (A  -4-  i'  — i)  — t — rfA  -4-  f — l(  1 — rf)  -+-  f'rf-t- A 

Si  l'on  suppose  que  les  trois  erreurs  i,  i',  f,  atteignent  leur  limite  i,  ce  qui  est 
évidemment  le  cas  où  l’erreur  totale  E est  aussi  grande  que  possible,  il  en  résulte 

E=~(l  — rf-+-rf-4-1)=lj 


c’est-à-dire  que,  dans  la  recherche  du  logarithme  d’un  nombre,  l’erreur  prove- 
nant de  l’inexactitude  des  logarithmes  tabulaires  peut  s’élever,  soit  en  plus, 
soit  en  moins , jusqu’à  une  unité  décimale  du  ’•  ordre , ou  généralement,  du 
dernier  ordre  décimal  des  logarithmes  fournis  par  les  tables  que  l'on  emploie. 

6.  Seconde  çuestios.  Étant  donné  un  logarithme , déterminer  te  nombre 
qui  lui  correspond. 

Soit  I -4-  J un  logarithme  compris  entre  l et  l',  A désignant  toujours  l'  — /,  et 
étant  au  plus  égal  à A — 1 . 

f f 

On  prend  ordinairement  pour  le  nombre  cherché , n H — , la  fraction  — étant 

A A 


tirée  de  la  proportion 


«f  ::  i : r. 


Mais  d'abord  le  logarithme  donné  / -4-  d)  étant  poussé  seulement  jusqu’au  degré 
d’approximalion  des  logarithmes  tabulaires , est  passible  d'une  erreur  pusitivc  ou 

1 

négative  qu'on 'peut  représenter  par  •+-  i",  et  dont  la  limite  est  En  outre  , les 

deux  logarithmes  I,  t',  peuvent,  comme  ci-dessus,  être  fautifs  des  quantités  posi- 

1 

lives  ou  négatives  -4-  i,  -4-  i',  dont  la  limite  est  -, 

Ainsi , la  proportion  à établir  devrait  être 

(A -4- n -(/-»-<)  : (/ -4- 1 -4-  ï") -(/-+-#)  ::  1 .y. 

f + i"  — I • 

ou  A-4-r-f  : <f-4-i"-f  ::  1 :y,  d'où.r  = à ^ r _ r- 

ce  qui  donnerait  pour  le  nombre  cherché, 

f -4-  i"  — / 


n -+• 


r 
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Donc , l'erreur  que  l’on  commet  en  prenant  n -+-  — au  lieu  de  cette  exprès- 

A 


sion  eat  représentée  par 

a"  -t-  r — i 


t i f + i"  — l 

ou  - - 


■•(*), 


A -t-  V — ! A ’ ' ' “ A A -4-P  — i" 

t + r - i-  -t 

suivant  que  I on  a — „ . > ou  < 

A -t-  i — i ^ ^ A 

Premier  cas.  Pour  obtenir  la  limite  enplus  de  la  différence  (I),  il  faut  lâcher 
a' 


d'avoir  le  maximum  de 


i'  — f 


Or,  la  quantité  i te  trouvant  à la  fois  au  numérateur  et  au  déoominateur,  si  l'on 
se  rappelle  (Alg.,  nn  6)  que  toute  fraction  augmente  de  valeur  quand  on  ajoute 
uu  même  nombre  a ses  deux  termes,  il  «'ensuit  qu’on  obtiendra  d’abord  le  maximum 

1 

de  1a  fraction  ci-dessus  en  posant  — i = -t-  - qui  est  la  plus  grande  valeur  que 
puisse  recevoir  celte  quantité  i,  ce  qui  donne 

f+i  + P 

2 

A -t-  J -t-  P 

Actuellement,  pour  avoir  le  maximum  relatif  aux  variations  de  i" et  de  i',  il 
suffit  de  rendre  le  numérateur  le  plus  grand  et  le  dénominateur  le  plus  petit  pos- 
sible, ce  qui  se  fait  en  posant  l"  = -+-  1-,  i'  = — i. 

Ainsi,  le  maximum  résultant  des  variations  de  i,  est  nécessairement 

ou  — ■ — . 


1’ 

a 


Donc,  le  maximum  de  la  différence  (1)  est 
-+-  t 0% 


1 


— - — — —,  ou 
A A A 

Second  cas.  Pour  obtenir  la  limite  en  plus  de  la  différence  (2),  il  faut  avoir  le 
i -t-  I"  — I 
a -v-  r — /• 


minimum  de 


Or,  on  peut  prouver  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent,  mais  inverse, 
que  le  minimum  résultant  des  variations  des  trois  quantités  i,  t',  i",  est 


A — - 


f — I 


Digitized  by  Google 


CALCUL  DE  L’ERREUR 


146 

Honc,  le  maximum  de  la  différence  (2)  est 


1 

c’est-à-dire  que,  dans  les  deux  cas,  la  limite  de  l'erreur  commise  est 

Celle  quantité  croit  de  plus  en  plus  à mesure  que  l’on  avance  dans  ta  table  , 
puisqu'on  sait  (o°  1)quc  A diminue  de  plus  en  plus. 

7.  Maintenant , il  est  facile  de  prouver  que  des  deux  causes  d'erreur  qui  ont  été 
signalées  au  commencement  de  celte  note,  la  seconde  est  celle  à laquelle  on  doit 
définitivement  s’arrêter,  sans  avoir  aucun  égard  à la  première. 

La  effet,  dans  la  question  qui  a pour  but  de  déterminer  le  logarithme  d’un 
nombre  donné,  puisque  l'on  a reconnu  (n°  4)  que  l'inexactitude  de  la  proportion 
ne  peut  influer  sur  le  dernier  chiffre  des  logarithmes  tabulaires,  on  doit  considérer 
la  proportion  comme  tout  à fait  exacte  , et  ne  tenir  compte  que  de  l’inexactitude 
des  logarithmes,  en  observant  (n°  5)  que  te  dernier  chiffre  décimal  peut  être 
fautif  d’une  unité,  en  plus  ou  en  moins. 

Dans  la  seconde  question  ( trouver  le  nombre  auquel  appartient  un  loga- 
rithme donné),  la  limite  de  l'erreur  qui  résulte  de  l'inexactitude  des  logarithmes 
tabulaires  ne  dépendant  (n«  6)  que  de  la  différence  tabulaire  A.  et  par  suite,  des 
derniers  chiffres  de  ces  logarithmes,  chiffres  sur  lesquels  l’inexactitude  de  la  pro- 
portion n’a  aucune  influence,  il  s’ensuit  encore  que  ta  première  cause  d’erreur 
peut  être  tout  à fait  négligée. 

8.  Il  ne  nous  reste  plus  qu'à  faire  l'application  de  la  théorie  précédente  aux 
tables  dont  on  fait  usage  ordinairement , c’est-à-dire  aux  tables  de  Callcl. 

Première  question.  La  proportion  1 : d ;î  A : *,  d’on  x — rfA , donne 
(n°S)les7  premiers  chiffres  décimaux,  d une  unité  du  7 « ordre  décimal 
pris. 

Ainsi , une  somme  de  logarithmes  ou  de  compléments  arithmétiques  peut  être 
fautive  d’une  quantité  dont  la  limite  est  exprimée  par  autant  d’unités  décimales 
du  7«  ordre,  qu’il  y a de  parties  dans  celle  somme.  De  même,  si,  dans  la  vue 
d’obtenir  une  puissance  d’un  nombre,  on  multiplie  son  logarithme  par  l'exposant 
de  la  puissance,  le  logarithme  résultant  peut  être  fautif  d autant  d'unités  déci- 
mâtes du  7'  ordre,  qu'il  y a d’unités  dans  l’exposant  de  la  puissance.  Mais  U 
n’en  est  pas  de  même  quand  il  s’agit  d’une  extraction  de  racine,  parce  que  les 
erreurs  qui  affectent  les  logarithmes  sont  divisées  par  les  indices  des  racines. 

cf 

Seconde  question.  La  proportion  A : î \ Z 1 ! X 9 X = donne  la 

valeur  du  nombre  cherché , d une  fraction  près  manquée  par  — . 

Mois  comme  il  est  d'usage  de  coavcrtir  - en  décimales,  voyons  à quel  ordre  de 

A 

décimales  il  convient  d'arrêter  l'opération. 

Pour  cela,  soit  « la  puissance  de  JO  qui  doit  exprimer  le  dénominateur  de  la 

fraction  décimale  obtenue.  Observons  que,  dans  la  transformation  de  - en  déci- 
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malea , on  a'cipoac  encore  à commettre  une  erreur  dont  la  limite  eat  la  moitié  de 
l’unité  de  l’ordre  du  dernier  chiffre  décimal,  c'eat-à-dire  On  doit  donc  aa- 

2cc 

lisfaire  à l’inégalité 


1 -,  d’où  “ <C  ct  Par  conséquent  A 2*. 


2« 


Donc,  A doit  être  au  moins  le  double  de  la  puissance  de  10  à laquelle  on 
s’arrête. 

Cela  posé , il  résulte  de  l’inspection  des  tables  de  Callet  que,  jusqu’au  nombre 
21809,  la  différence  tabulaire  n’est  pas  plus  Paible  que  200.  Donc,  pour  tous  les 

«P 

nombres  compris  entre  10000  et  21809,  on  peut,  en  réduisant  — en  décimales  , 

A 

pousser  l’opération  jusqu’aux  10Û‘^M",  et  l’on  est  certain  de  l’exactitude  du  der- 
nier chiffre  décimal. 

Passé  ce  terme  et  jusqu'à  100000,  nombre  pour  lequel  la  différence  tabulaire 
est  44 , on  ne  peut  compter  que  sur  l’exactitude  du  chiffre  des  10 

Depuis  100000  jusqu’à  108000 , comme  la  différence  se  trouve  encore  exprimée 
par  3 chiffres  (dont  le  premier  à droite  représente  des  unités  du  8«  ordre),  on  peut 
de  nouveau  compter  sur  l'exactitude  du  chiffre  des  lOO^0*",  puisque  celte  diffé- 
rence va  de  434  à 403,  nombres  plus  grands  que  200. 

Les  nouvelles  tables  à 7 décimales,  publiées  par  MM.  Marie  et  Kcyftaud , ont 
l’avantage  de  donner,  sous  un  format  plus  commode,  à peu  près  les  mêmes  ap- 
proximations que  celles  de  Callet.  .Nous  n’osenons  cependant  pas  affirmer,  à cause 
de  leur  peu  d’étendue  (elles  ne  s’étendent  pas  au  delà  de  J 0000),  que  les  deux  causes 
d’erreur  signalées  ci  dessus  ne  donnent  pas  plus  d’une  unité  d'erreur  sur  le 
7»  chiffre  décimal  lorsqu’on  cherche  le  logarithme  d’un  nombre,  et  plus  de  deux 
unités  d’erreur  sur  le  chiffre  des  millièmes  lorsqu’on  cherche  le  nombre  corres- 
pondant à un  logarithme.  Mais  l’emploi  de  ces  tables  , dans  leur  état  actuel,  u’en 
mérite  pas  moins  d’élre  recommandé , en  raison  de  la  petitesse  de  leur  format. 
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DIVISIBILITE 


CHAPITRE  VII. 

Théorie  générale  des  Equations. 


Introduction.  — Les  plus  célèbres  analystes  se  sont  occupés  du  pro- 
blème de  la  résolution  générale  des  équations  d’un  degré  quelcon- 
que à une  seule  inconnue  ; mais  jusqu’ici  leurs  efforts  ont  été  infruc- 
tueux par  rapport  aux  équalionsd'un  degré  supérieur  auqualricme. 
Cependant  les  recherches  qu’ils  ont  faites  à ce  sujet  les  ont  conduits 
à des  propriétés  communes  aux  équations  de  tous  les  degrés,  et  dont 
ils  ont  ensuite  tiré  parti,  soit  pour  résoudre  certaines  classes  d’é- 
quations, soit  pour  ramener  la  résolution  d’une  équation  donnée  a 
celles  d’autres  équations  plus  simples.  Nous  nous  proposons  , dans 
cc  chapitre,  de  faire  connaître  ces  propriétés,  et  leur  usage  pour 
faciliter  la  résolution  des  équations. 


§ Ier.  Divisibilité  des  Fonctions  entières.  Propriétés  générales 
des  Equations.  Théorie  complète  du  plus  grand  commun  di- 
viseur. 


DIVISIBILITÉ  DES  FOKCTIOXS  ESTItSES. 

230.  Le  développement  des  propriétés  relatives  aux  équations  de 
tous  les  degrés  nous  conduira  à des  polynômes  d’une  nature  par- 
ticulière et  toute  différente  de  celle  des  polynômes  que  nous  avons 
eu  occasion  de  considérer  dans  le  premier  chapitre.  Ce  sont  des 
expressions  de  lu  forme 

A*"  -f-  Bx"-1  -f-  C*“— 1 -f-  . . . . -j-  Ta:  -(-  II. 

dans  lesquelles  m est  un  nombre  entier  positif,  mais  dont  les  coef- 
ficients A,  B,  ,C  ....  T,  li,  désignent  des  quantités  quelconques, 
c’est-à-dire  des  quantités  entières  ou  fractionnaires,  cominensura- 
ldes  ou  incommensurables.  Or,  dans  la  division  algébrique,  telle 
que  nous  l’avons  exposée  ( chap.  Ier  ),  on  a pour  but,  étant  donnes 
deux  polynômes  eut  iers  par  rapport  à toutes  les  lettres  et  aux  noiu- 


i. 
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bres  particuliers  qui  y entrent,  de  Irouter  tin  troisième  polynôme  de 
même  espèce,  qui,  multiplié  par  le  second,  reproduise  le  premier. 

Mais,  si  l’on  a deux  polynômes 

Kx  + Bar"—  + Car"—  + . . . -f  Tx  + ü, 

À' j*  -f  B'x—«  -f-  CV—  . -f-  T'j  -f  u'> 

qui  ne  soient  nécessairement  entiers  que  par  rapport  à x,  et  dont  les 
coefficients  A,  B,  C . . . A',  B',  C',  . . . soient  quelconques , on  peut 
se  proposer  de  trouver  un  troisième  polynôme,  de  même  forme  et  de 
meme  nature  que  les  deux  précédents,  qui,  multiplié  par  te  second, 
reproduise  le  premier. 

Le  procédé  pour  effectuer  cette  division  est  analogue  à celui 
de  la  division  ordinaire  ; mais  il  y a cette  différence  que  dans  celle- 
ci  , le  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  doit  être  exactement 
divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur;  au  lieu  que,  dans  la 
nouvelle  espèce  de  division  , on  divise  le  premier  terme  de  chaque 
dividende  partiel  (c’est-à-dire  la  partie  affectée  de  la  plus  haute 
puissance  de  la  lettre  principale),  par  le  premier  terme  du  diviseur, 
sans  s’inquiéter  si  le  coefficient  du  quotient  partiel  correspondant 
est  entier  ou  fractionnaire  ; et  l’on  continue  l’opération  jusqu’à  ce 
que  l’on  obtienne  un  quotient  qui,  multiplié  par  le  diviseur,  anéan- 
tisse le  dernier  dividende  partiel,  auquel  cas  la  division  proposée  est 
dite  exacte  ; ou  bien,  jusqu'à  ce  que  l’on  parvienne  à un  reste  de  plus 
faible  degré  que  celui  du  diviseur,  par  rapport  à la  lettre  principale, 
auquel  cas  la  division  est  regardée  comme  impossible,  puisqu’en 
poussant  plus  loin  l’opération,  on  obtiendrait  des  quotients  renfer- 
mant lu  lettre  principale  avec  des  exposants  négatifs,  ou  cette  même 
lettre  en  dénominateur;  ce  qui  serait  contre  la  nature  de  la  ques- 
tion, puisque  le  quotient  doit  être  do  même  forme  que  les  poly- 
nômes proposés,  c’est-à-dire  composé  d’un  nombre  limité  de  termes 
affectés  d’exposants  entiers  et  positifs. 

Pour  distinguer  les  polynômes  entiers  par  rapport  à une  lettre, 
x par  exemple,  mais  dont  les  coefficients  sont  quelconques  ,dcs  po- 
lynômes ordinaires,  c’est-à-dire  des  polynômes  entiers  par  rapport 
à toutes  les  lettres  et  aux  nombres  particuliers  qui  y entrent,  nous 
conviendrons  de  désigner  les  premiers  sous  la  dénomination  de 
fonctions  entières  de  x ; et  nous  appellerons  diviseurs  relatifs  de  ces 
polynômes,  d’autres  fonctions  entières  de  x qui  les  divisent  exacte- 
ment dans  le  sens  que  nous  venons  d’établir. 
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231.  Il  résulte  de  ces  définitions  que,  si  une  fonction  entière  a 
pour  diviseur  relatif  une  autre  fonction  entière,  le  produit  de  ce  di- 
viseur par  un  facteur  quelconque,  indépendant  de  la  lettre  principale , 
est  encore  un  diriseur  relatif  de  la  première  fonction. 

En  effet,  supposons  que  Ton  ait 


Ax»  -f-  B-r"- ‘ -f-  U 

AV  BV-  + . . .+  U' 


A "V*  -{- 


Soit  K un  facteur  quelconque  indépendant  de  x;  on  a nécessai- 
rement 


A*”  + B.r—  « + 4- U A"  . B''  , , ü" 

K(AV-j-BV-‘  -f  . ..+U')~~  K ‘ 1 k ’ 


or,  le  second  membre  de  cette  identité  est  une  fonction  entière 
du  x ; donc  K (AV  -|-  BV-’  -}-...)  est  diviseur  relatif  de 
\xm  -f-  B-r"-1 

Ce  qu’il  fallait  prouver. 

Cela  pose,  nous  allons  d’abord  établir  sur  la  divisibilité  des  fonc- 
tions entières,  quelques  principes  analogues  à ceux  qui  ont  été  dé- 
montrés^» Arithmétique,  sur  lesDorabres  entiers,  parce  qu’ils  nous 
seront  très-utiles  dans  la  recherche  des  propriétés  relatives  aux 
équations. 

, 232.  Prexier  principe. — Toute  fonction  entière  px-J-q,  du  premier 

degré  en  x,  qui  divise  exactement  le  produit  A X B de  deux  autres 
fonctions  entières,  divise  nécessairement  l'une  d’elles. 

Eu  effet,  si  l’on  divise  A et  B par  px  -J-  q,  suivant  le  procédé  or- 
dinaire, on  parviendra  à deux  restes  qui  ne  contiendront  plus  x. 
Soient  Q et  Q'  les  quotients  de  la  division,  ü et  R'  les  restes,  on  a 
les  équations  identiques 

A » ( px  -f-  q ) Q -f-  R,  B = ( px  -1-  q ) Q'  -j-  R' , 
lesquelles,  multipliées  membre  À membre,  donnent 
A X B=(^+îy.QQ'+(|w  + î)(QR'  + RQ')-J-RR'. 

Or,  par  hypothèse,  AX  Beat  divisible  par  px  -J-  ? ! ainsi  le  second 
membre  doit  se  réduire  à une  fonction  entière  de  x,  ce  qui  exige 
que  BR'  soit  divisible  par  px  -f-  q.  Mais  cela  est  impossible,  puisque 
RR'  est  indépendantde  x ; donc,  pour  que  l’égalité  précédente  sub- 
siste, il  faut  que  Ton  ait,  ou  R = 0,  ou  R'  = 0,  c’est-à-dire  que  A 
ou  B soit  divisible  par  px  -j-  q.  C.  Q.  F.  1). 
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233.  Conséquence.  — Toute  fonction  entière,  D,  du  premier  degré  en  x, 
qui  divise  exactement  le  produit  AX^X^X^X.'-den  fonc- 
tions entières,  divise  nécessairement  l'une  de  ces  fonctions. 

Car,  si  Due  divise  pas  A,  il  doit  diviser  le  produit  B X C X EX  • • 
en  vertu  de  ce  qui  vient  d’être  dit;  s’il  ne  divise  pas  B,  il  doit  divi- 
ser C X E X • • • > el  ainsi  de  suite.  D'où  l’on  voit  que  D,  ne  divi- 
sant pas  les  ( rn  — 1 } premiers  facteurs,  doit  du  moins  diviser  le 
sm1'*'*  facteur. 

On  déduit  de  là,  comme  cas  particulier,  que  D ne  peut  diviser 
A"  sans  diviser  A ( D étant  un  diviseur  relatif  du  premier  degré,  et 
A une  fonction  enlièro  quelconque). 

234.  Second  ratsctra.  — Soit  une  fonction  entière  P,  résultant  de  la 
multiplication  d’un  nombre  quelconque  de  fonctions  entières 
P',  P",  P"',  . . . (dont  quelques-unes  peuvent  être  égales).  Cette 
fonction  entière  P ne  saurait  avoir  (n°  232)  pour  diviseurs  relatifs  du 
premier  degré  eu  x , que  ceux  qui  entrent  dans  les  fondions 
Iy , P" , P'" , ...  ou  (n°  231)  des  produits  de  ces  diviseurs  relatifs  par 
des  facteurs  indépendants  de  x. 

Nous  pouvons  actuellement  passer  à l’exposition  des  propriétés 
communes  à toutes  les  équations. 

PEOPEIÉTÉS  GEstlELES  DES  ÉQC ETIONS. 

238.  Toute  équation  complète  du  degré  m (m  étant  un  nombre 
entier  et  positif)  peut,  par  la  transposition  des  termes  et  après  la 
division  des  deux  membres  par  le  coefficient  de  xm,  être  ramenée 
à la  forme 

xm  -f-  P*—1  -j-  Q*— * T.r  -f  U s=  0 ; 

P,  Q,  R,  ...  T,  II,  étant  des  coefficients  pris  dans  le  sons  algé- 
brique le  plus  général. 

Cela  posé,  l’on  appelle  racine  de  cette  équation  (voy.  n°  97), 
toute  expression , de  quelque  nature  qu’elle  soit,  c’cst-à-dire  numé- 
rique ou  algébrique , réelle  ou  imaginaire , qui , substituée  à la  place 
de  x dans  l’équation,  rend  son  premier  membre  égal  à 0. 

230.  Une  équation  pouvant  toujours  être  considérée  comme  la 
traduction  algébrique  des  relations  qui  existent  entre  les  données 
et  l’inconnue  d’un  problème,  on  est  conduit  naturellement  à ce 
principe , que  toute  Equation  e au  nous  uni  necine.  A lu  vérité,  les 
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conditions  do  l’énoncé  peuvent  être  incompatibles  ; mais  alors  on 
doit  supposer  que  l’on  en  serait  averti  par  quelque  symbole  d'ab- 
surdité, tel  qu’une  formule  renfermant,  comme  opération  neces- 
saire, l’extraction  d’une  racine  de  degré  pair  d’une  quantité  né- 
gative; et  il  n’en  existerait  pas  moins  une  expression  qui  , mise  à 
la  place  de  x dans  l’équation , y satisferait.  Nous  admettrons  donc 
ce  principe,  que  nous  aurons  d’ailleurs  occasion  de  vérifier  par  la 
suite,  pour  la  plupart  des  équations  (*). 

Voici  maintenant  une  nouvelle  proposition  que  l’on  peut  regar- 
der comme  la  propriété  fondamentale  de  la  théorie  des  équations. 

237.  Prexière  rtoraiÉTÊ.  Si  a est  racine  de  l’équation 

x1"  -J-  Px"’-1  -(-  Qx1”"’  — {—  ...  — {—  U = 0 , te  premier  membre  de  cette 
équation  est  divisible  par  x — a;  et  réciproquement,  si  un  facteur 
de  ta  forme  x — a divise  le  premier  membre  de  la  proposée  , a est 
racine  de  cette  équation. 

En  effet , essayons  la  division  , et  voyons  ce  qui  doit  avoir  lieu 
quand  on  pousse  l’opération  jusqu’à  ce  quo  l’exposant  de  x de- 
vienne 0 dans  le  premier  terme  du  dividende. 

(Cette  opération  est  de  la  nature  de  celle  dont  nous  avons 
parlé  n°  230 , puisque  a,  P , Q sout  de  nature  quelconque.) 


i“*— x — et 

-{-a  X"-1 

1 

+Pa 

-j-Pa"-> 

-j-«»  1 
-fPa 

+Q 

+Q 

-j-Qam-3 

+T 

Pour  peu  qu'on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  s’obtiennent  les 
quotients  partiels , on  reconnaît  d’abord  par  analogie,  et  ensuite 
par  un  moyen  déjà  employé  plusieurs  fois  (u“*  31  et  86) , une  loi  do 
formation  pour  les  coefficients  de  ces  divers  quotients  ; et  l’on  peut 
conclure,  1°  qu’on  doit  avoir  m quotients  partiels  ; 2°  que  lecorffi- 


{•)  M.  Cauchy  a donné , dans  »c*  leçon»  à l'École  Polytechnique  , une  démonstration 
complète  de  cotte  proposition;  mai»  nous  nu  la  croyons  pus  de  nature  à trouver  pUcç 
daiiv  le*  Éléments. 
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cicnt  du  m’'"‘  quotient , c’est-à-dire  de  x°,  doit  être 

o—*  -j-  Pa"-’  -f-  Qo"-*  — (—  ...  — T, 

T étant  le  coefficient  de  l’avant-dcrnier  terme  de  la  proposée. 

Donc , en  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient , et  soustrayant 
le  produit  du  dividende  , on  obtient  pour  reste 

am  -j-  Pa"  -j-  Qa"-’  -f-  Ta  -|-  U. 

Or,  par  hypothèse,  a est  racine  de  l’équation  ; donc  e*  reste  est 
nul , puisqu’il  n’est  autre  chose  que  le  résultat  de  la  substitution  de 
a à la  place  de  x dans  l’équation  ; ainsi , la  division  se  fait  exacte- 
ntent. 

Réciproquement,  six  — a est  diviseur  exact  de  x™  Px"-1 
le  reste  am  -f-  Pa"- 1 -j- . . . doit  être  nul;  ainsi  (n°  235)  a est  racine 
de  l’équation. 

238.  Remarque.  — En  jetant  les  yeux  sur  le  quotient  de  la  divi- 
sion effectuée  dans  le  numéro  précédent,  on  aperçoit  pour  lescoef-  . 
Rcicnls  la  loi  suivante  : Chaque  coefficient  s’obtient  en  multipliant 
celui  qui  le  précède  par  la  racine  a,  et  ajoutant  an  produit  le  coeffi- 
cient de  ta  proposée,  qui  occupe  le  même  rang  que  celui  du  terme  qu’on 

r eut  obtenir  dans  le  quotient. 

Ainsi,  le  coefficient  du  3”  terme,  a’  -j-  Pa  -{-  Q , est  égal  à 
( a P ) a -J-  Q,  ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a -j-  P , 
par  la  racine  a,  augmenté  du  coefficient  Q du  3°  terme  de  la  pro- 
posée. 

I.e  coefficient  du  4e  terme  serait 

( a1  -j-  Pa  -(-  Q ) a -|-  R , ou  a5  -J-  Po’  -J-  Qa  -j-  R. 

Nous  aurons  quelquefois  besoin  de  rappeler  cette  loi , qui  d’ail- 
leurs est  facile  à retenir. 

239.  Seconde  propriété.  — Toute  équation  à une  seule  inconnue  a 
autant  de  racines  qu’il  y a d’unités  dans  l’exposant  de  son  degré,  et  ne 
peut  en  avoir  davantage. 

Soit  x"  -j-  Px"— 1 -|-  Qx"-’  -j-  . . . Tx-{-ü  = 0,  l’équation 
proposée. 

Puisque  (n°  236)  toute  équation  a au  moins  une  racine,  si  l’on 
désigne  par  a la  racine  que  l’équation  précédente  comporte  néces- 
sairement , son  premier  membre  est  (n°  237)  divisible  par  x — a; 
et  l’on  a l’identité 

x"  -J-  Px"-'  x — o)(  xm~t  ■-{-  P'x™-’  -j-  . (1). 
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Mais,  en  posant  a'"-'  -f-  P'a™-1  -{-  . . . sas  0 , 

on  obtient  une  autre  équation  qui  a au  moins  une  racine.  Soit  h 
cotte  racine,  on  a (n°237) 

a**— 1 -f  Fa"-’  -j-  ...=«(  a — b ) (a"-’  -f-  F'a”*~3  + 
égalité  qui,  multipliée  membre  à membre  par  l’égalité  (1),  donne 
a"1-)-  Pa"- 1 -f-  ...  =*=(a  — a)  (a  — fc)(a“~’  -J-  P"a"‘*'3  -f-  (2). 

Raisonnant  sur  le  polynôme  a*-*  -f-  P'a**-3  comme 

sur  le  précédent , on  a encore 

a— -j-F'a— 3 + ...==(  a — c)  ( a»-3  + FV—4  + . . .), 
égalité  qui , multipliée  par  l’égalité  (2) , donne 
a”  -{-  Pa"-1  -j-  ...  = ( a — a )(a  — b)  (a  — c)  ( a“-3  ...  ) ...  (8). 

Remarquons  maintenant  que  , pour  chaque  facteur  du  l*r  degré 
en  a,  rois  en  évidence,  le  degré  deadans  lepolynome-quotient  dimi- 
nue d’une  unité.  Ainsi  , lorsqu’on  aura  fait  ressortir  m — 2 facteurs 
du  Ier  degré , l’exposant  de  a sera  réduit  à »»  — (m  — 2),  ou  2; 
c’est-à-dire  qu’on  obtiendra  un  polynôme  du  second  degré  en  a, 
qui  (n°  97)  est  lui-même  décomposable  dans  le  produit  de  deux  fac- 
teurs du  1er  degré,  (a  — A ) ( a — / ).  Or,  comme  on  aura  déjà  mis 
en  évidence  m — 2 facteurs  du  1"  degré,  il  s’ensuit  que  finalement 
on  a l’identité 

a"-f-  Pa"-'-f-  ...  = ( a — a ) (a  — b)  (a — c) ...  (a  — A)  (a — /), 

dont  le  second  membre  est  le  produit  de  m / acteurs  du  premier  degré 
en  x. 

Cela  posé  , puisqu'à  chaque  diviseur  du  premier  degré  en  a cor- 
respond nécessairement  (n°  237)  une  racine  de  la  proposée,  il  s’en- 
suit que  les  m facteurs  du  premier  degré  a — a , a — b,  a — c... 
donnent  pour  la  proposée,  m racines  a , b , c . . . Donc  , etc. 

Il  résulte  d’ailleurs  évidemment  du  principe  établi  h”  234,  que  le 
polynôme  a"  -{-  Pa"-'  ne  peut  avoir  d’autres  diviseurs  re- 

latifs du  premier  degré  , que  a — a,  a — 6 , . . . a — A,  a — I,  ou 
le  produit  de  l’un  de  ces  diviseurs  relatifs  par  un  facteur  quelconque 
indépendant  de  a.  Donc  l’cquation  elle-même  ne  peut  avoir  pour 
racines  que  a , b , c , . . . k , /,  qui  sont  les  seules  qu'on  puisse  tirer 
des  équations 

a—  «a=0,  a — A = 0,...  a — A =r  0 j a— / = 0, 
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on  , plus  généralement,  des  équations 

M(x  — a)  = 0,  JT  ( * — 4)  = 0,  . . . 

(M,  M',  M",  . . . étant  des  facteurs  indépendants  de  x). 

Donc,  enfin  , toute  équation  du  degré  m a ni  racines , et  ne  saurait 
en  avoir  davantage. 

240.  Remarque.  — Il  existe  des  équations  qui , en  apparence , 
admettent  moins  de  racines  qu’il  n’y  a d’unités  dans  l’exposant  de 
leur  degré.  Ce  sont  celles  dont  le  premier  membre  a plusieurs  fac- 
teurs égaux  : telle  serait  l’équation 

[x  — a)  4 {x  — h f ( x — c )>  ( * — d)  = 0, 

qui  n’a  que  4 racines  différentes,  a,  b , c,  d,  quoiqu’elle  soit  dn 
1 0e  degré. 

H est  évident  qu’auoune  quantité  a différente  de  a , b,  c,  d,  ne 
peut  la  vérifier.  Car  l’existence  de  celle  racine  a entraînerait  celle 
du  diviseur  x — a,  dans  le  premier  membre,  ce  qui  est  impossible 
en  vertu  du  principe  établi  n°  234. 

Mais  la  proposée  n’en  a pas  moins  10  racines,  dont  4 sont  égales 
à o,  3 égales  à Z>,  2 égales  à c,  et  1 égale  à d. 

Nous  verrons  par  la  suite  que  ces  sortes  d’équations  sont  plus  fa- 
ciles à résoudre  que  celles  dont  les  racines  n’ont  entre  elles  aucune 
relation  déterminée. 

241.  CosstQtiHcs  de  la  seconde  propriété. 

Le  premier  membre  de  toute  équation  du  degré  m ayant  m divi- 
seurs du  premier  degré  , de  la  forme 

x — a,  x — b,  x — c,  . . , x—k,  X—l, 

si  l’on  multiplie  ces  diviseurs  deux  à deux,  trois  à trois, . * . . on 
obtiendra  ainsi  autant  de  diviseurs  relatifs  du  second,  du  troi- 
sième , , . , degré  en  x , que  l’on  peut  former  de  combinaisons  dif- 
férentes avec  m quantités  prises  deux  à deux,  trois 4 trois  ....  Or, 
ces  nombres  de  combinaisons  sont , comme  on  l’a  vu  n°  147,  expri- 

, m — I m — • 1 ut  — 2 . , 

mes  par  m . — ^ — , m . — ^ ^ — . . . . ; et  les  produits 

obtenus  Sont  d’ailleurs  (n»  234)  les  seuls  diviseurs  du  même  degré, 
que  le  premier  membre  de  la  proposée  puisse  atoir,  à moins  que 
l’on  ne  considère  ensuite  les  produits  de  ccs  diviseurs  relatifs  par 
des  facteurs  indépendants  de  x. 
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Ainsi,  la  proposée  renferme  bi  . — î diviseurs  du  second  de- 

gré,  tn.m  * . m . ^ diviseurs  du  troisième  degré;  et  ainsi 

m e> 

de  suite. 

2-42.  Composition  dis  {qcitioss.  — Si,  dans  l’équation  identique 
Xm  -j-  Px™-1  -|-  . . . = ( X — a)  (*  — b)  (a:  — c ) ...  (x  — l), 
on  effectue  la  multiplication  des  m facteurs  du  second  membre 
(voyez  n*  148),  et  que  l’on  compare,  terme  à terme,  les  deux  mem- 
bres , on  parviendra  aux  relations  suivantes  entre  les  coefficients 
P,  Q,  R, ....  T,  U,  et  les  racines  a,  b,  c,  . . . k,  l,  de  la  proposée , 
savoir  : 

— a — b — c.... — k — /=  P,  ou  o-j-6-J-c. . . — P; 

ab  -}-ac  — {—  ....  — À/  ==  Q , 

— abc  — abd  ....  — ikl  = R , ou  abc  -J-  abd  ikl  = — R ; 


± abcd  . ...  kl  = U,  ou  abcd  . ...  kl  = dh  U. 

( On  a placé  un  double  signe  dans  la  dernière  relation,  parce  que 
le  produit  — s X — 6 X — c . . . X — I,  est  -j-ou  — abcd  . . . kl 
suivant  quel’équation  est  de  degré  pair  ou  impair.) 

Donc  , 1°  La  somme  algébrique  des  racines,  prises  en  signes  con- 
traires, est  égale  au  coefficient  du  second  terme;  on  bien,  la  somme 
algébrique  des  racines  elles-mêmes  est  égale  au  coefficient  du  second 
terme , pris  en  signe  contraire. 

2°  La  somme  des  produits  deux  à deux  des  racines,  prises  avec  leurs 
signes  respectifs , est  égale  au  coefficient  du  troisième  terme. 

3°  La  somme  des  produits  trois  à trois  des  racines,  prises  en  signes 
contraires,  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme;  ou  bien,  le 
coefficient  du  quatrième  terme,  pris  en  signe  contraire,  est  égale  à la 
somme  des  produits  trois  à trois  des  racines  prises , avec  leurs  signes. 

Et  ainsi  de  suite. 

Enfin  , le  produit  de  toutes  les  racines,  prises  en  signes  contraires, 
est  égal  au  dernier  terme;  ou  bien  , le  produit  de  toutes  les  racines, 
prises  avec  leurs  signes  respectifs,  est  égal  au  dernier  ternie  de  l’équa- 
tion, pris  arec  son  signe  si  l’équation  est  de  degré  pair,  et  avec  un 
signe  contraire  si  l'équation  est  de  degré  impair. 

Les  propriétés  démontrées  n°  98,  par  rapport  aux  équations  du 
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second  degré,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  qui  vien- 
nent d'èlre  établies.  Le  dernier  terme  , pris  avec  son  signe  , est 
égal  au  produit  des  racines  elles-mêmes  , parce-que  l’équation  est 
de  degré  pair. 

N.  B.  On  a supposé  , dans  tout  ce  qui  précède,  le  coefficient  du 
premier  terme  égal  à l’unité.  S’il  en  était  autrement,  il  faudrait, 
avant  d’établir  les  relations  ci-dessus  entre  les  coefficients  et  les 
raciues,  diviser  toute  l’équation  par  co  coefficient. 

THÉOSIS  COMPLÈTE  DD  FLD8  GRAND  COMIGN  DIVISEDB. 

248.  En  réfléchissant  sur  les  propriétés  précédentes,  on  aperçoit 
une  très-grande  analogie  entre  la  recherche  des  diviseurs  relatifs 
du  premier  degré  d’une  fonction  entière  dei,  et  la  résolution  d’une 
équation.  En  effet,  il  résulte  de  la  propriétédu  n°  239  que  tout  po- 
lynôme Ai"  -J-  Bi"— ‘ Ci"-’  -J-  . . . -}-  Tl  -(-  U est  décomposa- 

ble  en  m facteurs  du  premier  degré  en  x;  or,  pour  obtenir  cette 
décomposition,  il  suffirait  d’égaler  le  polynôme  à 0 et  de  résoudra 
l’équation  par  rapport  à x ; et  réciproquement,  si  l’on  connaissait 
les  facteurs  du  premier  degré  en  i qui  composent  ce  polynôme , oïl 
connaîtrait  par  là  même  les  racines. 

Si  l’on  a besoin  de  savoir  résoudre  une  équation  pour  obtenir  les 
diviseurs  relatifs  d’un  polynôme,  cela  n’est  pas  nécessaire  pour 
obtenir  ce  qu’on  appelle  te  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de 
deux  fonctions  entières.  Les  analystes  ont  même  tiré  parti  de  cette 
dernière  question  pour  la  résolution  de  certaines  classes  d’équa- 
tions. Ainsi,  avant  de  pénétrer  davantage  dans  la  théorie  des  équa- 
tions, il  est  nécessaire  que  nous  complétions  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur;  question  qui  n’a  été  qu’ébauchée  dans 
le  l”r  chapitre. 

Nous  traiterons  d’abord  le  cas  de  deux  fonctions  entières  de  i, 
après  quoi  nous  considérerons  celui  où  les  deux  polynômes  sont  en- 
tiers par  rapport  à toutes  les  lettres  et  aux  coefficients. 

Du  plus  grand  commun  diviseur  relatif. 

244.  Le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  denx  fonctions 
entières  de  i est  le  polynôme  de  plus  haut  degré  en  i,  qui  divise  à 
la  fois  les  deux  polynômes  proposés. 

algèbre.  25 
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Il  résulte  évidemment  de  celte  définition  que,  lorsque  les  deux 
polynômes  ont  été  divisés  par  leur  plus  grand  commun  diviseur, 
les  quotients  résultants  ne  doivent  plus  renfermer  aucun  facteur 
commun  en  x;  car,  s’il  en  existait  un,  le  produit  do  en  facteur 
par  le  diviseur  déjà  considéré  serait  do  degré  plus  élevé  en  x que 
ce  diviseur,  et  serait  encore  diviseur  relatif  des  deux  polynômes. 

Cela  posé,  soient  d,  d , d" , les  seuls  facteurs  du  premier  degré 
en  x,  communs  à deux  fonctions  entières,  et  supposons  que  n,  p,  q, 
soient  les  exposants  des  puissances  de  ces  facteurs,  communes  aux 
deux  polynômes.  Il  est  évident  que  le  produit  d ",  d'p,  d"s,  est  un 
diviseur  relatif  commun  aux  deux  polynômes.  Je  dis  de  plus  que 
c’est  leur  plu  i grand  commun  diviseur;  car  il  résulte  du  principe 
établi  numéro  234  que  les  autres  diviseurs  relatifs  communs  ne 
peuvent  être  que  des  combinaisons  2a2,3à3,....  des  diver- 
ses puissances  de  d,  d , d" , dont  les  exposants  sont  tout  au  plus 
égaux  à n,  p,  q. 

Nous  pouvons  donc  établir,  comme  prexier  principe  , 1°  que  le 
plut  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions  entières  est  le 
produit  des  plus  hautes  puissances  de  tous  les  diviseurs  du  premier 
degré  en  x,  communes  aux  deux  polynômes;  2°  que  tout  diviseur 
relatif  commun  à deux  fonctions  entières , divise  nécessairement  leur 
plus  grand  commun  diviseur  relatif. 

N.  U.  On  pourrait  encore  former  une  infinité  de  diviseurs  rela- 
tifs communs,  de  même  degré  que  d*  X d'r  X d''7;  mais  ce  serait 
(n°  231)  en  multipliant  celui-ci  par  des  facteurs  indépendants  de  x. 

245.  Second  principe.  — Le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de 
deux  fondions  entières  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  le  poly- 
nôme de  plus  faible  degré  et  le  reste  de  leur  division,  ou,  du  moins, 
n’en  diffère  que  par  un  facteur  indépendant  de  x. 

En  effet,  soient  A et  B les  deux  polynômes,  D leur  plus  grand 
commun  diviseur  relatif,  Q le  quotient,  R le  reste  de  leur  divi- 
sion , D'  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  B et  de  R;  on  a 
l’égalité 

A = BXQ  + ll, 

d’où  l’on  déduit , en  divisant  successivement  par  D et  D', 

A _ BQ  R A _ BQ  R 
1)  D'D  Ct  D'  D'  ‘ D’’ 
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D’alxird  , D étant  diviseur  relatif  de  A et  de  R,  il  s'ensuit  que 
g et  ^ sont  des  fonctions  entières  de  x;  ainsi,  il  doit  en  être 

de  même  de  -g;  c’est-à-dire  que  D est  diviseur  relatif  de  R et  de  R. 


Donc , d’après  le  premier  principe  , D doit  diviser  D'  qui  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  D et  R. 

De  même,  D',  diviseur  relatif  de  B et  de  R , l’est  aussi  de  BQ  et 
de  R , et  par  conséquent  de  BQ  -f-  R , ou  de  A.  Ainsi , D' , diviseur 
relatif  de  A et  de  B , doit  diviser  D , qui  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre  A et  B. 

Les  deux  polynômes  D et  IV  sont  donc  réciproquement  divisibles 
l’un  par  l’autre,  ce  qui  exige  qu’ils  soient  de  même  degré,  et  par 
conséquent  (n°  244)  qu’ils  soient  identiques.ou  ne  diffèrent  l’un  do 
l’autre  que  par  un  facteur  indépendant  de  x. 

240.  De  ces  deux  principes  résulte  le  procédé  suivant  pour  trou- 
ver le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions  en- 
tières : 

Divisez  le  polynôme  de  plus  haut  degré  en  x par  le  second  ; si  la  di- 
vision se  fait  exactement,  le  second  polynôme  est  le  p.  g.  c.  d.  cherché. 
Si  roui  obtenez  un  reste,  divises  le  second  polynôme  par  le  reste  ; en 
supposant  que  cette  division  se  fasse  exactement,  le  reste  est  le  p.  g.  c. 
d.  entre  ce  reste  lui-même  et  le  second  polynôme,  et  par  conséquent 
aussi  entre  les  deux  polynômes  proposés.  Si  vous  obtenez  un  second 
reste,  divisez  le  premier  reste  par  le  second,  et  continuez  ainsi  l’opé- 
ration jusqu’à  ce  que  vous  parveniez  à un  reste  qui  divise  exactement 
le  reste  précédent,  et  qui  sera  alors  le  plus  grand  commun  diviseur 
cherché. 

Lorsqu’en  appliquant  le  procédé  ci-dessus,  on  parvient  à un  resta 
indépendant  de  x,  on  peut  conclure  que  les  deux  polynômes  propo- 
sés sont  premiers  entre  eux,  en  ce  sens  qu’ils  n’admettent  aucun  di- 
viseur commun  en  x;  car  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif 
divisant  (n°248  ) lereste  de  chaque  division , devrait  aussi  diviser  le 
reste  indépendant  des;  auquel  on  est  parvenu,  ce  qui  est  impossible. 

Nous  verrons  ( n°  200)  les  modifications  que  l’on  peut,  dans  la 
pratique,  apporter  à ce  procédé , lorsqu’on  l’applique  à une  cer- 
taine classe  de  polynômes. 

247.  Soit  maintenant  à déterminer  le  plus  grand  commun  diviseur 
relatif  de  plusieurs  fonctions  entières  A,  B,  C,  £ . . . 

23* 
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Appelons  1)  le  p.  g.  c.  d.  entre  À et  B,  D' le  p.  g.  c.  d.  entre  D 
et  C ; je  dis  que  D'  est  aussi  le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B,  C. 

En  effet,  le  p.  g.  c.  d.  de  A,  B,  C,  devant  diviser  A et  B,  divise 
leurp.  g.  c.  d.  D;  d’ailleurs,  il  divise  aussi  C;  ainsi  il  doit  diviser  D', 
qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de  D et  de  C ; il  ne  peut  donc  être  d’un  degré 
plus  élevé  que  D'.  Mais  D'  est  évidemment  commun  aux  trois  poly- 
nômes A,  B,  C ; donc  enfin,  D'  est  leur  p.  g.  o.d. 

On  prouverait  d’une  manière  analogue,  que  le  p.  g.  c.  d.  D"  en- 
tre D'  et  E,  est  le  p.  g.  c.  d.  entre  A,  B,  C,  E ; et  ainsi  de  suite. 

A.  B.  Dans  les  applications,  on  commence  par  chercher  le  p.  g.  c.d. 
entre  les  deux  polynômes  de  plus  faible  degré,  puis  entre  celui 
qu’on  a ainsi  obtenu  et  le  troisième  polynôme  le  plus  simple,  etc. 

248.  En  résumant  les  règles  précédentes,  on  voit  que,  par  une 
suite  de  divisions  algébriques,  on  peut  toujours  obtenir  le  plus 
grand  commun  diviseur  relatif  entre  deux  ou  plusieurs  polynômes 
en  x,  quelle  que  soit  la  nature  des  coefficients  des  diverses  puissan- 
ces de  cette  lettre  principale. 

On  peut  encore  remarquer  que,  toutes  les  fois  qu’on  opère  sur 
des  polynômes  rationnels,  c’est-à-dire  sur  des  polynômes  qui  ne 
renferment  aucun  signe  d’extraction  de  racine  , l’application  du 
procédé  conduit  à des  quotients  et  des  restes  qui  peuvent  être  en- 
tiers ou  fractionnaires,  mais  qui  sont  essentiellement  rationnels. 
Ainsi  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  auquel  on  parvient  par 
ce  procédé,  ne  peut  être  que  rationnel. 

Du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  ordinaire. 

249.  Les  polynômes  que  nousallons  maintenant  considérer  seront 
de  la  nature  de  ceux  sur  lesquels  nous  avons  opéré  dans  le  premier 
chapitre,  et  nous  les  appellerons  des  polynômes  rationnels  et  entiers, 
parce  que  leur  caractère  consiste  en  ce  que,  composés  d’un  nombre 
limité  de  termes,  comme  les  fonctions  entières,  ils  ne  renferment 
dans  leur  expression  aucun  des  deux  signes  de  la  division  ou  de 
l’extraction  des  racines;  c’esl-â-dire  que  les  coefficients  numériques 
ou  algébriques  sont  entiers,  et  qu’il  n’entre  dans  ces  polynômes  que 
des  exposants  entiers  et  positifs  pour  toutes  les  lettres. 

Un  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  facteur  ou  diviseur  d’un 
second  polynôme  de  même  nature,  lorsqu’il  existe  un  troisième  po- 
lynôme rationnel  et  entier  qui,  multiplié  par  le  premier,  peut  repro- 
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duire  le  second;  et  c’est  par  le  procédé  de  la  division  algébrique  ordi- 
naire qu’on  reconnaît  si  le  premier  polynôme  est  facteur  du  second. 

Tout  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  fresier,  lorsqu’il  n’a 
pas  d’autre  diviseur  rationnel  et  entier  que  lui-mème  et  l’unité  qui 
est  diviseur  de  toute  quantité  entière  ; et  deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers  sont  dits  premiers  e.vtre  ecx  , lorsqu’ils  n’adinetlent 
d’autre  facteur  commun,  rationnel  et  entier,  que  l’unité. 

250.  Ces  définitions  étant  bien  comprises,  nous  regarderons 
comme  démontré  la  proposition  suivante  (*)  : Tout  polynôme  pre- 
mier P ( ratiossel  et  ESTiiR  ) qui  ditise  exactement  te  produit  ix». 
de  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers,  doit  nécessairement  di- 
viser l’un  de  ces  polynômes  ; et  voici  les  conséquences  qu’on  peut  en 
tirer  : 

Premièrement . Concevons  qu’un  polynôme  rationnel  et  entier  A 
soit  déjà  décomposé  dans  le  produit  de  plusieurs  facteurs  premiers, 
numériques  ou  algébriques,  mais  rationnels  et  entiers,  et  que  l’on  ait 

A = P . P'  . P"  . P"' P(") 

( plusieurs  de  ces  facteurs  premiers  pouvant  être  égaux  entre  eux). 

Il  résulte  de  la  proposition  qui  vient  d’ètrc  énoncée,  qu’aucun  po- 
lynôme premier/),  différent  de  P,  P',  P"  , . . P("),  no  peut  diviser 
A ; car,  pour  diviser  A,  il  faut  que  p divise  P X P'  P"  ...  . P(")  ; or, 
s’il  est  différent  du  P,  il  ne  peut  le  diviser  ( puisque  P est  premier  ), 
et  il  doit  par  conséquent  diviser  P'  P"  . ...  P (").  Par  la  même 
raison,  si  p est  différent  de  P',  il  doit  diviser  P”  P'"  ....  P(»),  et 
ainsi  de  suite  ; d’où  l’on  conclurait  que  p doit  être  égal  au  dernier 
facteur  P(*),  ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

Ainsi,  les  seuls  fadeurs  rationnels  et  entiers  que  A. puisse  renfermer, 
sont  les  facteurs  P,  P',  P” , . . . PC),  dans  lesquels  A est  déjà  décom- 
posé, ou  les  produits  de  ces  facteurs  deux  à deux,  trois  à trois,  etc. 

251.  Secosdcrest.  Soient  A et  B deux  polynômes  rationnels  et 
entiers,  D leur  plus  grand  commun  diviseur,  c’est-à-dire  ( n°  34) 
le  polynôme  te  plus  grand  par  rapport  aux  exposants  et  aux  coefficients, 
qui  dirise  exactement  les  deux  polynômes  donnés.  Si  l’on  désigue  par 
A'  et  B'  les  quotients  respectifs  de  leur  division  pur  D,  on  a ( même 
numéro  ) A = A'D,  B = B'D,  A'  et  B'  étant  premiers  entre  eux. 

Cela  posé,  tout  diviseur  premier  d,  commun  aux  deux  polynômes 
ne  pouvant  diviser  en  meme  temps  A'  et  B',  doit,  eu  vertu  de  la 

(*)  T oy es,  pour  U démonstration,  la  note  qui  est  4 la  fin  du  8*  chapitre. 
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proportion  fondamentale  ( u°250  ),  diviser  D.  Il  est  d'ailleurs  évi- 
dent que  tout  facteur  premier  p qui  divise  A sans  diviser  B,  uu  ré- 
ciproquement, ne  saurait  diviser  D. 

Donc,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  rationnel» 
et  entiers  contient,  comme  facteurs,  tous  les  diviseurs  particuliers  cons- 
ul uns  aux  deux  polynômes,  et  ne  peut  renfermer  d’ autres  facteurs. 

C’est  le  premier  principe  du  numéro  35  appliqué  à deux  poly- 
nômes rationnels  et  entiers. 

252.  Troisièmes  es  t.  Soient  A et  B deux  polynômes  rationnels  et 
entiers;  d,  d',  d",  . . . des  facteurs  premiers  ( rationnels  et  entiers  ) 
communs  aux  deux  polynômes;  n,  p,  q,  ...  les  exposants  des  puis- 
sances de  ces  facteurs,  communes  aux  deux  polynômes  ; et  suppo- 
sons, pour  fixer  les  idées,  que  ces  facteurs  soient  au  nombre  de 
quatre.  On  a les  deux  égalités 

A ==  d„  . d’e  . d"i  . d"’r  . A",  B = d»  . d>  . d"s  . d . B", 

A"  et  B"  étant  premiers  entre  eux,  car  s’il  en  était  autrement,  c’est 
que  l'on  n’aurait  pas  mis  en  évidence  tous  les  facteurs  premiers 
communs. 

Cela  posé,  je  dis  que  l’on  n , en  désignant  par  D le  plus  grand 
commun  diviseur  entre  A et  B, 

D = d-  . d*  . d"i  . d’"r. 

En  effet,  il  est  évident  d’abord  que  ce  produit  d"  . cfr  . d"t  . d"'rest 
diviseur  commun  des  deux  polynômes.  De  plus  , c’est  le  plus  grand 
qu’on  puisse  obtenir,  puisque  (n°  Î5Q)  les  autres  facteurs  ne  peu- 
vent être  que  les  produits  , 2 à 2 , 3 à 3 . . . des  diverses  puissances 
ded,  d',  d",  d‘" , dont  les  exposants  sont  tout  au  plus  égaux  & 
« , p , q,  r.  (C’est  la  même  proposition  démontrée  numéro  244  pour 
le  plus  grand  commnn  diviseur  relatif.) 

11  résulte  de  là  qu e deux  polynômes  rationnels  et  entiers  ne  peu- 
vent avoir  qu’un  seul  plus  grand  commun  diviseur,  c’est-à-dire  un 
seul  diviseur  commun  dans  lequel  les  coefficients  et  les  exposants 
soient  les  plus  grands  possibles;  tandis  que  deux  fonctions  entières 
ont  une  infinité  de  plus  grands  communs  diviseurs  relatifs  (n°  244). 

253.  QcstMèxexekt.  On  peut , sans  aucun  inconvénient , intro- 
duire ou  supprimer , dans  l’un  des  polynômes  A ou  B , tel  facteur  ra- 
tionnel et  entier  que  l’on  juge  d propos  , pourvu  que  ce  facteur  ne  se 
trouve  pas  déjà  dans  l'autre  polynôme.  Car  il  est  évident  que  le  plus 
graud  commun  diviseur  entre  les  deux  nouveaux  polynômes  reste 
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le  même  qu’entre  le»  polynômes  proposés , puisqu’il  doit  se  compo- 
ser des  mômes  facteurs. 

S54.CisQvitusF.aT.  Passons  à la  démonstration  du  second  prin- 
cipe établi  numéro  35. 

Observons  d’abord  que  les  deux  polynômes  A et  B peuvent  tou- 
jours être  supposés  tels  qu'nprès  les  avoir  ordonnés  par  rapport  à 
une  de  leurs  lettres  communes,  a , et  avoir  divisé  le  polynôme  de 
plus  haut  degré,  A par  exemple,  par  le  second  B , on  ail  obtenu 
un  quotient  entier  et  un  reste  de  mémo  nature , dans  lequel  le  plus 
liant  exposant  do  a soit  moindre  que  celui  du  diviseur. 

En  effet,  pour  que  , dans  chacune  des  opérations  partielles  , le 
quotient  soit  fractionnaire,  il  faut  que  le  coefficient  du  premier 
terme  de  chaque  dividende  partiel  ne  soit  pas  exactement  divisible 
par  le  coefficient  du  premier  terme  du  diviseur;  et  alors  le  déno- 
minateur du  quotient  partiel  est  ce  dernier  coefficient  lui-inème  , 
ou  l’un  des  facteurs  de  ce  coefficient.  Or , il  peut  se  présenter  trou 
ca»  : ou  ce  coefficient  divise  en  même  temps  les  coefficients  des 
autres  puissances  de  a qui  entrent  dans  le  diviseur;  ou  il  a des 
facteurs  communs  avec  tous  ces  coefficients;  ou  bien  il  a avec  quel- 
ques-uns seulement  des  facteurs  commuus  qui  n’entrent  pas  dans  les 
autres.  (On  dit,  dans  ce  dernier  cas,  que  tous  les  coefficients  sout 
premiers  entre  eux.) 

Dans  les  deux  premiers,  B contiendrait  comme  facteur  ce  coeffi- 
cient, ou  l’un  des  facteurs  de  cc  coefficient;  et  ce  facteur  nu  se 
trouvant  pas  dans  le  dividende  , il  ne  saurait  (u°  251)  faire  parlia 
du  plus  grand  commun  diviseur  entre  A et  B.  Ainsi  (n°  253)  on 
pourrait  le  supprimer  d’avance  dans  B;  et  Ja  question  serait  rame- 
née à rechercher  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  A et  leré- 
sultat  B’  provenant  de  la  suppression  de  cc  facteur. 

Dans  le  troisième  cas  , on  pourrait  multiplier  le  dividende  A par 
le  multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  quotients  fraction- 
naires obtenus  , lequel  multiple  serait  nécessairement  premier 
avec  B.  Le  produit  de  A par  ce  multiple  ayant  ( n°  253)  avec  B le 
même  plus  grand  commun  diviseur  que  celui  qui  existe  entre  A et  B, 
on  pourrait  alors  opérer  sur  ce  produit  A’  et  sur  B , comme  sur  les 
deux  polynômes  primitifs;  et  l’on  serait  alors  certaiu  d’avoir  des 
quotients  entiers. 

Nous  pouvons  donc  admettre  à priori  que  les  polynômes  A et  B 
satisfassent  à la  condition  ci-dessus  énoncée. 
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Cela  posé  , je  dis  que  le  p.  g.  c.  d.  entre  A et  B est  le  même  que  le 
p.  g.  c.  d.  entre  B ef  R , R désignant  le  reste  de  leur  division  poussée 
jusqu’à  ce  que  le  reste  soit  de  degré  moindre  que  B par  rapport  à la 
lettre  principalo  a. 

En  effet,  soient  D lo/>.  g.  c.  d.  entre  A et  B,  D' le  p.  g.  c.  d.  entre 
B et  R ; on  u l’égalité 

A = B X Q + R 

( Qct  R étant  des  polynômes  entiers);  d’où,  divisant  d’abord  par  D 
et  ensuite  par  D', 

A B X Q i R .A  11  XQ,  R 
D D D ’ D'  ~ I)  "i-  D'- 

Ces  deux  dernières  égalités  prouvent,  1°  que  D divisant  A , B,  et 
par  conséquent  B X Q,  divise  aussi  R;  ainsi  D,  diviseur  commun 
de  B,  R,  divise  (n°  231)  D'  qui  est  lep.  g.  c.  d.  de  B et  de  R. 

2°  Que  D'  divisant  R,  B,  et  par  conséquent  11  XQ,  divise  aussi 
A ; ainsi  1T,  diviseur  commun  de  A,  B,  divise  D qui  est  lep.  g.  c.  d. 
entre  A et  B. 

Puisque  D et  D',  divisés  réciproquement  l’un  par  l’autre,  doivent 
donner  un  quotient  entier,  ce  quotient  ne  peut  être  que  l’unité  ; 
et  l’on  a 

D = D' C.q.f.d. 

233.  Il  nous  reste  encore  à faire  une  remarque  propre  à nous 
guider  dans  la  question  qui  nous  occupe. 

Soit  A un  polynôme  rationnel  et  entier  que  nous  supposons  or- 
donné par  rapport  à l’une  des  lettres  qui  y entrent,  a par  exemple. 

Si  ce  polynôme  n’est  pas  premier  (n°  249) , c’est  à-dire  s’il  est 
décomposablc  en  facteurs  rationnels  et  entiers,  il  peut  être  regardé 
comme  le  produit  de  trois  facteurs  principaux  , savoir  : 

1°  D’un  mono  me  A,,  commun  a tous  les  termes  de  A (ce  facteur 
sc  compose  du  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre  tous 
les  coefficients  numériques,  multiplié  par  le  produit  des  facteurs 
littéraux  communs  a tous  les  termes)  ; 

2”  D’«n  polynôme  A » indépendant  de  a , lequel  doit  (n°  30)  se 
trouver  facteur  commun  à tous  les  coefficients  des  diverses  puissan- 
ces de  a,  dans  1rs  polynômes  ordonnés. 

3“  D’h»  polynôme  Aj  dépendant  de  a,  et  dans  lequel  les  coeffi- 
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cientt  des  diverses  paissances  de  a sont  premiers  entre  eux  (n°  254), 
en  sorte  que  l’on  n 

A = A.  X *■  X Ai. 

Quelquefois,  l’an  des  facteurs  A, , A, , ou  tous  les  deux,  se  ré- 
duisent à l’unité;  mais,  du  moins,  telle  est  la  forme  la  plus  géné- 
rale d’un  polynôme  rationnel  et  entier  ordonné  par  rapport  à a. 

Il  résulte  de  là  que,  quand  il  existe  un  plus  grand  commun  divi- 
seur D entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A et  B , on  a 
également 

D ==  D,  . D,  . D,; 

U,  désignant  le  plus  grand  facteur  monome  commun,  D,  le  plus 
grand  facteur  polynôme  indépendant  d’une  lettre  commun  a,  et  D« 
le  plus  grand  facteur  polynôme  dépendant  de  cetto  lettre. 

Voici  d’ailleurs  le  moyen  d’obtenir  D.  : 

On  cherche  d’abord  le  facteur  monome  A.  commun  à tous  les  termes 
de  A.  Ce  facteur  est  eu  général  composé  de  facteurs  littéraux  qui  se 
découvrent  à la  simple  inspection  des  termes,  puis  d’un  coefficient 
numérique  que  l’on  obtient  en  appliquant  aux  divers  coefficients 
numériques  de  A le  procédé  établi  en  Arithmétique  (n°  156)  pour 
trouver  le  p.  g.  c.  d.  entre  plusieurs  nombres  à la  fois. 

On  cherche  de  même  le  facteur  monome  B.  commun  à tous  les  termes 
de  B ; puis  on  détermine  le  plus  grand  facteur  de  D,  commun  à A. 
et  d B,. 

Ce  facteur  D.  est  mis  à part,  comme  formant  la  première  partie 
du  commun  diviseur  cherché.  On  supprime  d’ailleurs  les  facteurs 
A , et  B.  dans  les  deux  polynômes  proposés  ; et  la  question  est  rame- 
née à chercher  le  p.  g.  c.  d.  entre  deux  nouveaux  polynômes  K'  et  B' 
débarrassés  de  tout  facteur  monome.  C’est  donc  à deux  polynômes 
de  cette  espèce  qu’il  convient  d’appliquer  le  procédé  dont  nous 
allons  donner  le  développement. 

Procédé  du  plus  grand  commun  diviseur. 

256.  Il  peut  se  présenter  plusieurs  circonstances,  eu  égard  au 
nombre  des  lettres  que  A'  et  B'  renferment. 

1°  A'  ET  B'  SE  REXFERVAST  Qu’cSK  SEULE  LETTRE  O. 

Si  l’on  ordonne  A'  et  B'  par  rapport  à a,  les  coefficients  seront 
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nécessairement  premiers  entre  eux,  puisqu’ils  sont  numériques  et 
qu’on  a déjà  retiré  les  facteurs  raonomes.  Ainsi,  dans  ce  cas,  il  n’y 
a lieu  à rechercher  que  le  plus  grand  facteur  commun  dépendant 
de  a,  savoir,  Di  (11°  263). 

Pour  l’obtenir,  on  commence  (n°  284)  par  préparer  le  polynôme 
de  plus  haut  degré,  de  manière  que  son  premier  terme  soit  exacte- 
ment divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur.  Cette  préparation 
consiste  à multiplier  tout  le  dividende  par  le  coefficient  du  premier 
terme  du  diviseur , on  par  un  facteur  de  ce  coefficient , ou  (n“  36)  par 
une  certaine  puissance  de  ce  coefficient , afin  de  pouvoir  exécuter  plu- 
sieurs opérations  de  suite  sans  de  nouvelles  préparations. 

On  effectue  alors  la  division ; et  l'on  pousse  l'opération  jusqu’à  ce 
qu’on  obtienne  un  reste  déplus  faible  degré  que  le  polynôme  qui  a servi 
de  diviseur. 

On  cherche  si,  entre  les  coefficients  de  ce  reste  (qui  ne  peuvent  élro 
quo  des  nombres) , il  n’existerait  pas  un  facteur  commun  qu'on  aurait 
soin  de  supprimer , comme  ne  pouvant  faire  partie  du  p.  g.  c.  d. 
cherché  ; après  quoi,  l'on  opère  sur  le  second  polynôme  et  sur  le  reste, 
comme  on  a opéré  sur  les  deux  polynômes  A'  et  B'. 

On  continue  cette  série  d'opérations  jusqu’à  ce  que  l’on  soit  parvenu 
A un  reste  diviseur  exact  du  reste  précédent , auquel  cas  ce  reste  divi- 
seur est  le  p.  g.  c.  d.  D,  qui  existe  entre  A'  et  B'  ; et  D.  X D»  ex- 
prime alors  le  p.  g.  c.  d.  entre  A et  B ; ou  bien , jusqu’à  ce  qu'on 
trouve  un  reste  indépendant  de  a,  c’est-à-dire  numérique  ; et  c’est  un 
Signe  certain  que  les  deux  polynômes  A'  et  B'  sont  premiers  entra 
eux. 

2"  A'  ET  B'  R ESFEUX AST  DEIX  LETTRES  O Ct  b. 

Après  avoir  ordonné  ces  polynômes  par  rapport  à a,  il  faut  d’a- 
bord procéder  à la  recherche  du  facteur  polynôme  D>  indépendant 
de  a (n°  283). 

Pour  cela,  on  détermine  d’abord  le  plus  grand  commun  diviseur  A, 
entre  tous  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a dans  le  polgnome 
A'.  Ce  commun  diviseur  s’obtient  en  appliquant  le  procédé  (11°  247) 
relatif  à la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  entre  plusieurs  polynômes  à la 
fois,  ainsi  que  la  règle  qui  a été  établie  dans  le  cas  précédent, 
puisque  ccs  coefficients  11e  renferment  que  la  seule  lettre  b.  On  dé- 
termine de  même  le  plus  grand  commun  diviseur  B,  entre  tous  les  coef- 
ficients de  B'.  Comparant  ensuite  A,  et  B, , on  met  à part  leur  plus 
grand  commun  diviseur  D. , comme  faisant  purlie  du  p.  g.  c.  d. 
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cherché  ; et  l’on  supprime  d’ailleurs  les  facteurs  A . et  B . dans  A'  et  B'; 
ce  qui  donne  lieu  à deux  nouveaux  polynômes  A"  et  B”  dont  les 
coefficients  sont  premiers  entre  eux,  et  auxquels  on  peut  par  consé- 
quent appliquer  ce  qui  a été  dit  dans  le  premier  cas. 

Toutefois , il  faut  avoir  soin,  pour  chaque  reste , de  s’assurer  si  les 
coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  a ne  renferment  pas  un 
facteur  commun , qu'on  supprimerait  alors  comme  étant  étranger  au 
commun  diviseur.  Nous  avons  déjà  fait  voir  (u°  38)  que  ces  suppres- 
sions sont  absolument  indispensables. 

On  obtient  ainsi  pour  A"  et  B"  le  commun  diviseur  Dj  ; et  pour 
les  deux  polynômes  A cl  B,  le  p.  g.  c.  d.  est  D<  X D.  XDj. 

N.  B.  En  appliquant  à A"  et  B”  le  procédé  indiqué  dans  le  pre- 
mier cas,  on  reconuaitencorequcces  deux  polynômes  sont  premiers 
entre  eux  à ce  signe,  qu’on  obtient  un  reste , soit  numérique , soit 
fonction  de  b , mais  indépendant  de  a.  Alors  A et  B n’ont  pour  p.  g. 
c.  d.  que  D.  X B,. 

3°  A'  et  B'  rksperxaxt  trois  lettres  a,  b,  c. 

Les  deux  polynômes  étant  ordonnés  par  rapport  à a,  on  déter- 
mine d’abord  le  p.  g.  c.  d.  indépendant  de  a,  ce  qui  se  fait  en  appli- 
quant aux  coefficients  des  diverses  puissances  de  a,  dans  les  deux 
polynômes,  le  procédé  du  n°  237  et  la  règle  du  second  cas,  puisque 
ces  coefficients  polynômes  ne  renferment  que  les  deux  lettres  b,  c. 

Le  polynôme  indépendant  D.  étant  ainsi  mis  en  évidence,  et  les  fac- 
teurs A»  elB.  qui  l’ont  donné,  étant  supprimés  dans  A'  et  B',  il  en  ré- 
sulte deux  polynômes  A"  et  B"  dont  les  coefficients  sont  premiers 
entre  eux,  et  auxquels  on  peut  par  conséquent  appliquer  ce  qui  a 
été  dit  dans  les  deux  cas  précédents. 

Et  ainsi  de  suite. 

Nous  engageons  les  jeunes  gens  à se  pénétrer  du  procédé  que  nous 
venons  d’établir,  et  à tâcher  d’en  bien  saisir  l'esprit. 

Nous  allons  en  foire  l’application  à quelques  exemples. 

257.  Soient  les  deux  polynômes 

a’da  — c’d1  — a’e’  -{-  cl  et  ia,d  — 2uc’  -{-  2c3  — 4acd. 

Le  second  polynôme  est  le  seul  qui  renferme  un  facteur  monorae  : 
ce  facteur  est  2.  En  le  supprimant  et  ordonnant  par  rapport  à d, 
on  obtient  les  deux  nouvelles  expressions 

( a*  — - c’  ) d'  — o5 c’  -J-  cl  et  ( 2«’  — 2ac  ) d — «c1  -j-  cJ, 
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Il  faut  d’abord  procéder  à la  recherche  du  commun  diviseur  in- 
dépendant de  la  lettre  d. 

Or  ,si  l’on  considère  les  coefficients  a’  — c’  et  — aV-f-c*,  du  pre- 
mier polynôme,  on  observe  que  — a’c’  -(-  c*  peut  se  mettre  sous  la 
forme  — c’  ( a’  — c’J  ; d'où  l’on  voit  que  a’  — c’  est  facteur  com- 
mun entre  les  deux  coefficients  du  premier  polynôme.  De  racine, 
les  coefficients  du  second,  2a*  — 2ac  et  — ■ ac’  -{-  c5,  reviennent 
à 2a  (a  — c ) et  — c’  ( a — c ) ; donc  a — c est  facteur  commun 
entre  ces  coefficients. 

Comparons  maintenant  les  deux  facteurs  a’  — c’  et  a — c. 
Comme  ce  dernier  divise  l’autre,  il  s’ensuit  que  a — c est  un  fac- 
teur commun  aux  deux  polynômes  proposés;  et  c’est  le  plus  grand 
diviseur  indépendant  de  d. 

Supprimons  d’ailleurs  a*  — c’  dans  le  premier  polynoiue  , et 
a — c daos  le  second  ; on  obtient  pour  les  résultats  de  cette  sup- 
pression d ’ — c*  et  2 ad  — c’ , polynômes  auxquels  il  faut  appliquer 
le  procédé  ordinaire. 

d’  — c’  ) 2 ad  — c’ 

4a’d*  — 4a’c’  j 2 ad  -}-  c’ 

-J-  2 ae’d  — 4a’c’ 

— 4a’c’  -j-  c* 

Explication.  — Après  avoir  multiplié  le  dividende  par  4a’, 
et  effectué  deux  divisions  consécutives,  on  obtient  pour  resta 
— 4a’c*  -}-  ci,  polynôme  indépendant  de  la  lettre  principale  d; 
donc,  les  deux  polynômes  d*  — c’  et  2 ad  — c’  sont  premiers  entre 
eux.  Ainsi  le  plus  grand  commun  diviseur  des  polynômes  proposés 
est  a — c. 

Reprenons  le  même  exemple  en  ordonnant  par  rapport  à a ; il 
vient,  après  la  suppression  du  facteur  2 dans  le  second  polynôme, 

( d’  — c*  ) a*  — c’d’  -f-  c4  et  2da*  — ( 2cd  -{-  c’  ) a -{-  c3. 

En  jetant  les  yeux  sur  le  second  polynôme,  on  reconnaît  facile- 
ment que  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  a sont  premiers 
entre  eux.  Quant  nu  premier  polynôme,  ou  observe  quo  le  coeffi- 
cient, — c’d’ -j-  c*,  du  second  terme  ou  de  a°,  revient  à — c’(d’  — c*)  ; 
d’où  il  suit  que  d’ — c’  est  facteur  commun  aux  deux  coefficients;  et 
comme  ce  facteur  n’entre  pas  dans  le  second  polynôme,  on  peut 
le  supprimer  dans  le  premier  sans  en  tenir  aucun  compte  , comme 
ne  faisant  pas  partie  du  commun  diviseur. 
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Opérant  celle  suppression , et  prenant  le  second  polynôme  pour 
dividende,  le  premier  pour  diviseur  (afin  d’éviter  la  préparation) , 
on  a 


1°  2rfa1  — 2 cd  a -f-  c3  o1  — c* 

— c»  )~U 

reste — 2 cd  a -J-  2de’ 

— c*  -j-  cî 


ou  bien  , a — c , 

(en  supprimant  le  facteur  commun  — 2cd  — c’)  ; 

2°  a'  — c’  ) a — c 

-|-  ac  — c * ) o-fc 

0 

Explication.  — Après  avoir  effectué  la  première  division  , l’on 
obtient  un  reste  qni  renferme  le  facteur  — 2 cd  — c’ , dans  ses  deux 
coefficients;  car  2dc*  -f-  c3  = — c ( — 2 cd  — c*).  Ce  facteur  étant 
supprimé,  le  reste  se  réduit  à a — c,  polynôme  qui  divise  exacte- 
ment a’  — c*. 

Donc  a — e est  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché.  Les 
commençants  feront  bien  de  reprendre  le  même  exemple  en  ordon- 
nant par  rapport  à c. 

258.  11  existe  un  cas  assez  remarquable , dans  lequel  on  peut 
obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  plus  aisément  que  par  le 
procédé  général;  c’est  celui  où  l’u»  des  deux  polynômes  renferme 
une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  l’autre. 

Dans  ce  cas , comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  commun 
diviseur  doit  être  indépendant  de  celte  lettre,  il  s’ensuit  que,  si  l’on 
ordonne  le  polynôme  qui  la  renferme,  par  rapport  à cette  lettre, 
le  plus  grand  commun  diviseur  cherché  sera  le  même  que  celui  qui 
existe  entre  les  coefficients  des  direrses  puissances  de  la  lettre  ordon- 
natrice et  le  second  polynôme , qui , par  hypothèse , en  est  indépendant. 

A la  vérité,  on  sera  conduit,  par  ce  moyen  , à déterminer  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  un  plus  grand  nombre 
de  polynômes;  mais  ceux-ci  seront  beaucoup  plus  simples  qne  les 
polynômes  proposés.  Souvent  même  il  arrive  que  quelques-uns  des 
coefficients  du  polynôme  ordonné  sout  des  monoraes;  ou  bien  , on 
reconnaît  à leur  seule  inspection  qu’ils  sont  premiers  entre  eux  ; et, 
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Hans  ce  cas  , on  est  certain  que  les  polvnoraes  proposés  sont  aussi 
premiers  entre  eux. 

Ainsi,  dans  l’exemple  du  n°  257,  traité  par  le  premier  moyen  , 
après  avoir  supprimé  le  facteur  a — c commun  aux  deux  polynô- 
mes, ce  qui  a donné  pour  résultats  , 

d ’ — c1  et  2 ad  — c’ , 

on  reconnaît  immédiatement  que  ces  deux  nouveaux  polynômes 
sont  premiers  entre  eux  ; car  le  second  renfermant  |a  lettre  a qui 
n’entre  pas  dans  le  premier,  il  résulte  de  ce  qui  vient  d’être  dit , 
que  le  plus  grand  commun  diviseur  doit  se  trouver  entre  les 
coefficients  2<f  et — c’ ; or,  ces  deux  quantités  sont  évidemment 
premières  entre  elles  ; donc,  etç. 

Soient,  comme  application  du  cas  que  nous  examinons,  les  deux 
polynômes 

8 l>cq  -J-  80mp  -j-  lflie  -{-  S mpq, 
et  iadq — 42 fg  -j-  24ad — 7/ÿj. 

Comme  q est  la  seule  lettre  commune  à ces  deux  polynômes  (qui 
d’ailleurs  ne  renferment  pas  de  facteurs  monomes),  on  pourrait 
les  ordonner  par  rapport  à cette  lettre,  et  suivre  le  procédé  ordi- 
naire. Mais  observons  que  b se  trouve  dans  le  premier  polynôme  et 
non  dans  le  second;  donc,  si  l’on  ordonne  le  premier  par  rapport 
à b,  ce  qui  donne 

( 3 cq  -j-  1 Oc  ) b -j-  ZOmp  -{-  3 mpq , 

on  peut  assurer  que  le  p.  g.  c.  d.  cherché  est  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  le  second  polynôme  et  les  deux  coefficients 

3 cq  -j-  18c,  30mp  -{-  5 mpq. 

Or,  le  premier  de  ces  deux  coefficients  peut  se  mettre  sous  la  forme 
Sc(g-f-O),  et  l’autre  revient  à Bmp ( q -|-  6 ) ; d’où  il  suit  que 
q 6 est  le  seul  facteur  commun  à ces  deux  coefficients.  11  suffit 
alors  de  voir  si  9 — (—  0 , qui  est  un  diviseur  premier,  est  facteur  du 
second  polynôme. 

Or,  ce  polynôme  , ordonné  pur  rapport  à q,  revient  à 
( 4 ad  — 7/ÿ  ) q — 42 fy  -j-  2 4ad; 

et  comme  la  seconde  partie  24nd  — 42 fg  est  égale  à 0 ( 4 ad  — 7 fg  ), 
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il  s’ensuit  que  ce  polynôme  est  divisible  par  j-J-6,  et  donne  pour 
quotient  4 ad  — 7 fg.  Donc  enfin,  q -j-  6 est  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  deux  polynômes  proposés. 

259.  Nous  terminerons  cette  théorie  par  un  rapprochement  entre 
le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  relatif  cl  celui  du  plus 
grand  commun  diviseur  ordinaire,  en  traitant  successivement  par 
les  deux  procédés,  un  exemple  dans  lequel  les  deux  polynômes  sont, 
non-seulement  entiers  par  rapporta  *,  mais  encore  par  rapport  aux 
autres  nombres  qui  y entrent  j parce  que,  dans  la  suite,  nous  aurons 
à opérer  sur  beaucoup  d'exemples  de  ce  genre. 

Soient  proposés  les  deux  polynômes 

6*5  — 4*4  — 1 l*3  — 3*’  — 3*  — 1 , 
et  4*4  + 2x3  — 18*’  -f  8*  — 8.  . 


Tableau  des  Calculs  par  le  procédé  du  p.  g.  c.  d.  relatif 


1°  6x5 — 4*4  — lia:1 — 3*’  — 3*  — 
15  , 0 


1 1 4*4  -J-  2j 
. 3 7 


2*3— 18*’ 4- 3*  — 8 


_7*4+l6*3-£*’4|*-l  J-*-i 

, 39  , , 39  89 

+ jjf*1  — 39*’  4-4-* 4» 


2»  4*4  4-  2*3  — 18*’  4-  3*  — 5 
-f  10*3  — 20*’  4-  5*  — 5 


?»,3_39*’4-!-fl*-^ 

2 ' 4 4 

~8  ~20 

*+39 


39 


1.  39  , on  1 99  39  , 

Donc  — *3  — 39*’  -j-  — * — est  lep.  g.  c.  d. 


Tableau  des  Opérations  par  la  méthode  ordinaire. 

1°  Multiplication  par  16.  1 

98*5—  84*4— 170*3 — 48*’ — 48* — 16  *4*4_j_  2*3— 18*’-[-8*— 5 
— 1 1 2*44-256*3—  1 20*’4-72*  -16  ) 24*  - 28 

Reste  -j-812*3— 624*4-156*— 156, 

ou  bien  2x3  — 4*“  —J—  a;  — — 1 . 
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2° 

4x4  4.  2x’  — 18x’  -f-  3x  — 8 j 

i 2x3  — 4x*  -f“  * — 1 

+ 10x3  — 20x’  + 5x  — 8 | 

i 2x  + 5 

O 


Donc  2x3  — 4xa  -f-  x — 1 est  le  p.  g.  c.  d. 

En  appliquant  le  procédé  do  n°  246  sans  faire  subir  aucune  pré- 
paration , on  parvient , comme  on  le  voit  dans  le  premier  des  deux 
tableaux  de  calcul , au  résultat 


^x3  — 89*’  + ^ x — 

2t  4 


39 

4 5 


tandis  que  si  l’on  suit  le  procédédu  n°  250  avec  toutes  ses  modifica- 
tions , on  obtient 

2x3  — 4x’  4"  x — 1 


pour  le  plus  grand  commun  diviseur  des  deux  polynômes. 

Or,  ce  dernier  résultat  ne  diffère  du  précédent  que  par  le  fac- 

39 

teur  -j-,  qui  est  commun  à tous  les  termes  de  celui-ci , et  que  l’on 
peut  mettre  en  évidence. 

D’où  l’on  voit  que  l’effet  produit  par  l’application  du  procédé 
sans  préparation,  est  de  donner  le  commun  diviseur  ordinaire  qui 
existe  entre  les  deux  polynômes  (qu’on  suppose  rationnels  et  entiers), 
de  le  donner,  dis-je,  embarrassé  de  facteurs  étrangers,  mais  indé- 
pendants de  la  lettre  principale. 

Or , comme  nous  verrons  par  la  suite  que  le  principal  objet  qu’ou 
se  propose  lorsqu'on  est  parvenu  au  plus  grand  commun  diviseur  de 
deux  fonctions  entières,  est  de  l’égaler  à 0 pour  en  tirer  des  valeurs 
de  la  lettre  principale,  on  conçoit  que  l’introduction  de  ces  facteurs 
étrangers  dans  le  résultat  ne  peut,  en  aucune  manière,  influer  sur 
les  racines  de  l'équtition  obtenue,  puisque  ces  facteurs,  étant  indé- 
pendants de  la  lettre  principale,  peuvent  toujours  être  supprimes 
dans  cette  équation. 

Ainsi , dans  ce  cas , il  est  tout  à fait  indifférent  d’employer  ou  do 
ne  pas  employer  les  modifications  ; et  lorsqu’on  les  emploie,  c’est 
seulement  dans  la  vue  de  simplifier  les  calculs. 

Nous  proposerons  encore  d’appliquer  les  deux  procédés  aux  exem- 
ples suivants  : 

J x«  -f  4x5  _ Sx4  _ 10x3  llx’  4-  12x  — 9, 

I 6x5  4-  20xi  — 12x’  — 48x*  + 22x  -j-  12  ; 

p.  g.  c.  d.  simplifié  — x}  -{-  x’  — 5x  -)-  3. 
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) 20x6  — 12x*  -j-  10j:4  — lSx1  + 14r’  — 18*  + 4 , 

1 | 18x4  — 9xJ  -f  — 2,-r  + 28  ; 

p.  g.  o.  d.  simplifié  = 8 x’  — Sx  -j-  4. 

§ II.  Transformations  des  Équations.  Première  partie 
de  l’Elimination. 

Nous  nous  proposerons  de  réunir  dans  ce  paragraphe  les  princi- 
pales transformations  dont  le  but  est  de  ramener  la  résolution  d’une 
équation  donnée,  à celle  d'une  autre  équation  plus  facile  à traiter. 

260.  PimtsE  trassfokiatio.s.  Évanouissement  du  second  terme  dt 
toute  équation. 

On  conçoit  qu’une  équation  d’un  degré  donné  est  d'autant  plus 
aisée  A résoudre,  qu’elle  renfermo  moins  de  puissances  de  l’in- 
connue ; c’est  ainsi  que  l’équation  x*  = q donne  sur-le-champ 
x = db  j/  q,  tandis  que  l'équation  complète  x’  -j-  px  — q a besoin 
d’une  préparation  pour  être  résolue. 

Or,  une  équation  quelconque  étant  donnée,  on  peut  toujours  la 
transformer  en  une  autre,  c’cst-à-dirc  ramener  sa  résolution  a celle 
d’une  autre  équation  privée  de  second  terme. 

Soit  en  effet  l’équation  générale 

x"  -j-  Px"-*  -f-  Qx— * + . . . -f-  Tx  + U = 0. 

Posons  x = u x',  u étant  une  nouvelle  iuconnue,  et  x'  une 
indéterminée  dont  nous  pouvons  disposer  à volonté;  il  rient 

(u  +x'),n-j-  Pfu-j-x')”-'  -f  Q(u-f  x')“-*  +•••-{- T(m-(-x')-{-U=  0, 

ou  , développant  d’après  la  formule  du  binôme,  et  ordonnant  par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  d eu, 

, , , m — 1 , , , , 

u"  -)-  mx  u"-3  -f-  m . — xJ  y „ 

P -f(m  — 1 ) Px'  +Px'«- 

+ Q -j-  Qx'"*- * 

+ *.. 


-}-Tx' 

+ u 

Puisque  x'  est  tout  à fait  arbitraire,  nous  pouvons  en  disposer 

ALGfeBItE.  21 
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p 

de  manière  que  l’on  ait  mx'  — |—  P = 0 j d’où  l’on  tire  x'  . 

Wl 

Portant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  on  parviendra, 
tout  calcul  fait,  à une  transformée  telle  que 

u"  -{-  Q’u'"- 5 -j-  R'u"~ 3 — ...  — Tu  -j-  U'  = 0, 

privée  de  second  terme.  Cette  équation  une  fois  résolue,  on  obtien- 
dra les  valeurs  de  * qui  correspondent  aux  valeurs  de  u,  en  rempla- 

p 

çant,  dans  la  relation  x = u -j-  x',  ou  x = u — — , la  lettre  « 

par  chacune  de  scs  valeurs. 

D’où  l’on  peut  conclure  celte  règle  générale  : 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  d’une  équation,  remplaces 
l’inconnue  par  une  nouvelle  inconnue  augmentée  du  coefficient  du  se- 
cond terme,  pris  en  signe  contraire  et  divisé  par  le  degré  de  l’équation. 

On  peut  reconnaître  o posteriori  que  cette  substitution  doit  rem 
plir  le  but  qu’on  s’était  proposé. 

Eu  effet,  soient  a,  b,  c,  d,  . . . les  in  racines  de  l’équation  donnée  ; 

P P 

il  résulte  de  la  relation  x = u — —,  qui  donne  u = x-\-  —,  que 

les  valeurs  de  u sont 

.P.  .P  , P , , P 
„ = a + -,  i + -,  c d + - ; 

la  somme  des  nouvelles  racines  est  donc 

p 

a b c -J-  d 4—  -j-  m . — / 

mais  on  a ( n°  242  ) a 4"  i -f-  c 4”  ^ *f"  • ••  • — — P;  la  somme 
précédente  se  réduit  donc  à — P 4*  P,  ou  à 0 ; ainsi,  le  coefficient 
du  second  ternie  de  la  transformée  doit  être  nul  de  lui-iuème. 

JV.  B.  On  a supposé  le  coefficient  du  premier  terme  de  l’équation 
égal  à l’unité  ; mais  si  l’équation  était  do  la  forme 

Ax - 4-  Par—  4-  . . . 4-  T*  4-  U = 0, 

en  posant  x = u x' , on  obtiendrait  pour  le  coefficient  de  um~‘ , 

p 

mkx'  4-  P,  expression  qui,  égalée  à 0,  donnerait  x'  = 

f/i  A. 

c’est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  le  dénominateur  de  la  valeur  de  x' 
serait  le  produit  du  degré  de  l’équation  par  le  coefficient  A du  premier 
terme. 


Digitized  by  Google 


nu  SECOND  TERME.  578 

Appliquons  la  règle  précédente  à l’équation  x'  px  — q. 
Si  l’on  pose  x=u — clic  devient  -{-/>  ^«» — £j  = qt 

ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, «’ — = a. 

4 

Cette  équation  transformée  donne  . ...  u = ± \/ï+« 
par  conséquent,  on  obtient  |>our  les  deux  valeurs  des;  correspon- 


dantes   x 


=?=v? 


+ q. 

261.  Aulien  de  faire  disparaître  le  second  terme,  on  peuldcmaii- 
der  que  l’équation  soit  privée  du  troisième,  quatrième.  . . ; il  suffit 
pour  cela  d’égaler  à 0 le  coefficient  de  u"-’,  s"'1 . . . Par  exemple, 
pourchasser  le  troisième  terme,  on  posera,  dans  l’équation  trans- 
formée ci-dessus, 

m . m y»  -f  ( m — 1 ) Px’  + Q = 0, 


d’où  l’on  déduira  pour  x'  deux  valeurs  dont  chacune,  substituée 
dans  la  transformée,  la  réduira  à la  forme 

Um  ....  -J-  T'u  -j-  U'  ==  0. 

Au-delà  du  troisième  terme  , il  faudrait  résoudre  des  équations  de 
degré  supérieur  au  second  pour  obtenir  la  valeur  de  x’ ; ainsi, 
pour  opérer  la  disparition  du  dernier  terme,  on  aurait  à résoudre 
l’équation 

xm  -|-  -}-....  -f-  Tj' -j-  U = 0 , 

qui  n’est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle  on  a remplacé 
x par  x". 

p 

Il  peut  arriver  que  la  valeur  x'  = — — , qui  (n°  260)  fait  dis- 
paraître le  second  terme,  donne  également  lieu  à la  disparition  du 
troisième  ou  d’un  tout  nutre  terme.  Par  exemple , pour  que  le  se- 
cond terme  et  le  troisième  disparaissent  à la  fois , il  faut  que  l’é- 
P 

quation  x!  = puisse  s’accorder  avec  celle-ci  : 

m . m ^ x'3  (ni  — 1 ) Px'  -f-  Q = 0. 

ai* 
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Or,  si  l’on  remplace  dans  cette  dernière  , x par  — — , il  vient 

w*  • i + Q = 0>  ou  p>  ~ 2mQ==  0 ; 

ainsi,  toutes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux  coef- 
ficients P et  Q,  la  disparition  du  second  terme  donnera  lieu  à celle 
du  troisième. 

265.  Remarques  sur  la  transformation  précédente.  — Loi  de  eom- 

J4ATIOS  DIS  POLYSOMES  DtMVtS. 

La  relation  x = u -\-x',  dont  nous  nou9  sommes  servi  dans  les 
deux  numéros  qui  précèdent  , indique  que  les  racines  de  la  trans- 
formée sont  égales  à celles  de  la  proposée,  diminuées  ou  augmen- 
tées d’une  même  quantité.  Tantôt  cette  quantité  est  introduite  dans 
le  calcul,  comme  une  indéterminée  dont  la  valeur  est  ensuite  fixée 
de  manière  à remplir  une  condition  donnée;  tantôt  c’est  un  nom- 
bre particulier  et  donné  à priori , qui  exprime  une  différence  con- 
stante entre  les  racines  d’une  première  équation  et  celles  d’une 
autre  équation  que  l’on  veut  former. 

En  un  mol,  la  transformation  qui  consiste  à remplacera:  par 
u -j-  x dans  une  équation , est  d’un  usage  très-fréquent  dans  la 
théorie  des  équations.  Or,  il  existe  un  moyen  assez  simple  d’obte- 
nir, dans  la  pratique,  la  transformée  qui  résulte  de  cette  substi- 
tution. 

Pour  cela,  intervertissons  l’ordre  des  termes  dans  u-^-x'  ; c’est- 
à-dire  remplaçons  x para:'  -J-  « dans  l’équation 

xm  -J-  PaT”-1  -J-  Qx"-’  -J-  RaT"-3  -j-  . . . . Ta:  -}-  U ■==  0 ; 

on  trouve,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  aux  puissan- 
ces ascendantes  de  » , 

. . . i (m — 1)  , I . 

x ”-j- mi'"-1  «-}-»«- — - — ■ xM-*  ti’-J-, ,,w“=0 

-j-py— ■-}-(»«— 1)  Par'—’  +(«~1)  P*'— 3 

4-  — 2)  Q*'-- 3 -f-  (m— 2) 

Jé 

4- . * » . • 4*  • • • . 4- . • • • 

4-T*'  4-T 

4-u 
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Si  l’on  fait  attention  à la  manière  dont  se  composent  les  coeffi- 
cients des  diverses  puissances  de  u , on  verra  que  le  coefficient  de  u“ 
n’eut  autre  chose  que  le  premier  membre  de  la  proposte , dans  lequel 
on  a remplacé  x par  x'  ; nous  désignerons  dorénavant  ce  coefficient 
par  X'. 

Que  le  coefficient  du  u1  se  forme  au  moyen  du  précèdent  ou  de  X' , 
en  multipliant  chacun  des  termes  de  X'  par  l’exposant  de  x'  dans  ce 
terme,  et  diminuant  cet  exposant  d’ une  unité:  nous  appellerons  Y' 
ce  coefficient. 

Que  le  coefficient  de  u’  se  forme  au  moyen  de  Y',  en  multipliant  cha- 
cun des  fermes  de  X'  par  l’exposant  de  x'  dans  ce  terme,  divisant  le 
produit  par  2 , et  diminuant  ensuite  l’exposant  de  x'  d’une  unité.  Si 
V 

l’on  appelle  — ce  coefficient,  il  est  clair  que  Z' se  forme  au  moyen 

Je 

de  Y'  comme  Y' se  forme  au  moyen  de  X'. 

En  général,  un  coefficient  de  rang  quelconque,  dans  la  transformée 
ci-dessus,  se  forme  au  moyen  du  précèdent , en  multipliant  chacun  des 
termes  de  celui-ci  par  l’exposant  de  x'  dans  ce  terme , divisant  le  pro- 
duit par  le  nombre  des  coefficients  qui  précèdent  celui  que  l’on  consi- 
dère, et  diminuant  ensuite  l’exposant  de  x’  d’une  uniié. 

i’  y 

Celte  loi,  d’après  laquelle  les  coefficients  X',  Y',  — , - — 7.  . . . 

2 2 . o 

dérivent  les  nns  des  autres,  est  évidemment  une  conséquence  immé- 
diate de  celle  qui  régit  les  différents  termes  de  la  formule  du  bi- 
nôme (voyez  n"  149). 

Les  expressions  Y',  Z',  V',  W' . . . . sont  appelées  les  polynômes 
dérivés  de  X',  parce  que  Z'  se  déduit  ou  dérive  de  Y'  comme  Y'  dérive 
de  X'  ; V'  dérive  de  Z'  comme  Z'  dérive  do  Y'  ; et  ainsi  de  suite.  Y' 
est  dit  le  premier  polynôme  dérivé,  Z’  le  second  . , . . ; rappelons- 
nous,  d’ailleurs,  que  X'  n’est  autre  chose  que  le  premier  membre  de 
la  proposée,  dans  lequel  on  a remplacé  x par  x'. 

JV.  B.  On  a supposé  lecoefficient  du  premier  terme  de  la  proposée 
égal  à 1 ; s’il  était  quelconque,  la  loi  deformation  des  coefficients 
de  la  transformée  serait  absolument  la  même;  et  le  coefficient  de 
um  serait  égal  à celui  <lexm. 

263.  Pour  faire  connaître  l’usage  de  cotte  loi  dans  la  pratique, 
proposons-nous  de  faire  évanouir  le  coefficient  du  second  terme  de 

l’équation  .r*  — 12j5  -f-  17*’  — 9*  -f-  7 =0. 
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II  faut , d’après  la  règle  n°  260 , poser  x = u -] — -j- , ou 

* =s  S -f-  »,  co  qui  donnera  une  transformée  du  4°  degré  et  de  la 
forme 

X'  -j-  Y'u  + ~ u’  + j— g u3  -j-  “4  ~ 0 i 


et  tout  se  réduit  à calculer  X',  Y', 

Or , on  a , en  vertu  de  la  loi  précédente , 


X’  = (8)1  — 12.  (3)3.— {—  17  . (3)’  — 9.(«t)>-f-7,  ou  X'  = — 110  ; 

Y'  = 4 . (3)3  — 86  . (3)’ -j- 84  . (8)'  — 9,  ou  ...  . Y'  = — 123; 

\ =6.(8)>-36.(3)'  + 17 | = - 37; 


_=4.(3),_12. 


Ainsi , la  transformée  devient  «1  — 37u*  — 123u — 110  = 0. 

Soit  encore  proposé  de  transformer  l’équation 
4a?1  — 5a:'  -j-  7x  — 9 = 0, 

en  une  autre  dont  les  racines  surpassent  de  l’unité  chacune  des  ra- 
cines de  la  proposée. 

Posons  la  relation  u = x -J-  1 ; il  en  résulte  x = u — 1 , 

V 

ce  qui  donne  la  transformée  X'  -j-  1”  u -J-  — »*  -f-  4m5  = 0. 


= 4.(-l)3- 
= 12. (—1)’  — 

B.(-l)*  + 7. 
10.(-l)'-|-7 

(—!)■  — 9,  ou  bien  X’  = — 23 ; 

ù.  Il 

►— * 

v kS 

: T 

h-* 

: \ 

8 

4 17; 

,-v-  -• 

Ainsi  la  transformée  devient  4u}  — 17u*  29u  — 26  = 0. 


On  peut  s’exercer  sur  les  exemples  suivants  : 


Faire  rranouir  le  second  terme  dam  les  équations 

1°  ar5  — lOarl  -j-  7a^  -j-  4#  — 9 = 0? 

( Résultat . «s  — 38u3  — 1 10»*  — 132»  — 73  = 0.) 
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2»  3x5  -f  15*'  + 25*  — 3 = O? 

1K4 

[Résultat.  Su3 ÿ—  = 0.)  \J'oy.  n°  2Gt.] 

Transformer  l’équation  8x4  — 1 8.r3  -f-  7x’  — 8x  — 9=0,  en  une 
autre  dont  les  racine»  soient  plus  petites  que  chacune  des  racine#  de  la 

proposée,  de  la  fraction 

O 

( Résultat . 3 ué  — 9n3  — 4»’  — ~ u — 0.) 

U U 

Nous  aurons  souvent  occasion  de  rappeler  la  loi  de  formation  des 
polynômes  dérivés. 

264.  Ces  polynômes  jouissent  d’une  propriété  très-remarquable 
que  nous  pouvons  faire  connaître  des  à présent. 

Soient  X ou  -f- Pr"-1 -j- Qx,"_, -j-  . . . . =0,  une  équation 
proposée,  et  a,  b,  c,  ...  I,  les  m racines  de  celle  équation  ; on  a 
(n°  254)  l’équation  identique 

x"  -J-  Px“-*  ..  . = ( x — a ) ( x — b)  ( x — c).  ..  . ( x — l). 

Cela  posé,  remplaçons  xparx'  -f-  u,  ou  plutôt  par  x-j-  u (pour 
éviter  les  accents)  ; il  vient 

(*+“)“+P(jr  + M . = (x-}-i»  — a)  (x-j-u — b)..., 

on  bien  , changeant  dans  le  second  membre  l’ordre  des  termes,  et 
regardant  chacun  des  binômes  x — a,  x — b,  . . . . comme  une 
seule  quantité , 

(x-j- P(x-f. ...  ==(«-)-x-a)  (»-}-x — b) ...  (w  -j-x — /)• 

Or , si  l’on  effectue  les  multiplications  dans  chacun  des  deux 
membres,  on  obtiendra  d’abord  pour  le  premier,  en  vertu  de  ce  qui 
a été  dit  dans  le  numéro  precedent , 

X + Y»  + j “’  + + «*"» 

X étant  le  premier  membre  de  la  proposée,  et  Y,  Z,  ....  les  po- 
lynômes dérivés  de  ce  premier  membre. 

Quant  au  second  , il  résulte  du  n°  242,  1°  que  la  partie  affectée 
de  ua,  ou  le  dernier  terme,  est  égal  au  produit  (x  — a)(x  — b),.  . . 

( * — l ) des  facteurs  de  la  proposée  ; 
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2°  Que  le  coefficient  de  u'  est  égal  à ln  somme  des  produits 
m — 1 à m — 1 de  ces  m facteurs; 

3°  Que  le  coefficient  de  u1  est  égal  à la  somme  des  produits 
m — 2 à m — 2 de  ces  m facteurs;  et  ainsi  de  suite. 

D’ailleurs,  il  y a identité  entre  les  deux  membres  de  la  dernière 
équation;  ce  qui  veut  dire  (n°  180)  que  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi,  1°  l’on  a X = (x  — a)  ( x — b)  ( x — c)  ...  ,(x  — /); 
ce  que  l’on  sait  déjà. 

2°  Y ou  le  premier  polynôme  dérivé  est  égal  à la  somme  des  pro- 
duits m — Ion  — 1 des  m facteurs  du  premier  degré  de  la  proposée  ; 
ou  bien  encore,  égal  à la  somme  des  quotients  que  l’on  obtient  en  di- 
visant X par  chacun  des  ni  facteurs  du  premier  degré  de  la  proposée ; 
c’est-à-dire,  algébriquement, 


3°  — ou  le  second  polynoine  dérivé  (pris  avec  le  diviseur  2)  est  égal 

2 

à la  somme  des  produits  ra  — 2 à m — 2 des  m facteurs  de  la  propo- 
sée; ou  bien  encore,  égal  à la  somme  des  quotients  que  l’on  obtient  en 
divisant  X par  chacun  des  facteurs  du  second  degré  ; c’est-à-dire 


Z X . X X 

2 (x — o)(x — h)  (x — a)(s — c)  (x  — A)  (x  — l)’ 


et  ainsi  de  suite. 

268.  Seconde  tsàssfosxatios.  Faire  disparaître  les  dénominateurs 
d’une  équation. 

Une  équation  étant  donnée,  on  peut  toujours  la  transformer  en 
une  autre  dont  les  racines  soient  égales  à un  multiple  ou  à un 
sous-multiple  donné  de  celles  de  la  proposée. 

Reprenonsl’équation  x”*-j-  Px"-,-j-Qx”~*-j-. . .-j-Tx-j-b  =0, 
et  désignons  par  y l'inconnue  d’une  nouvelle  équation  dont  les  ra- 
cines soient  k fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Si  l’on 


pose  y = kx,  il  en  résulte  x — d’où,  substituant  et  chassant  le 
dénominateur  km  du  premier  terme. 


ym PAy™-'  — }—  * -J-  UA3y”'-3-f-  . . . -{-  TA”  - 'y  UA"  = 0, 
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équation  dont  les  coefficients  sont  égaux  à ceux  delà  proposée,  mul- 
tipliés respectivement  par  A0,  A',  A*,  A’,  . . . . A". 

Cette  transformation  est  principalement  utile  pour  faire  dispa- 
raître les  dénominateurs  d’une  équation  sans  donner  au  premier  terme 
d’autre  coefficient  que  l’unité. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  l’équation  du  A”  degré, 

*4  + I*3  + 5**  + 7*  + i==0; 


si  l’on  fait  dans  cette  équation,  x 


y 

A’ 


y étant  une  nouvelle  in- 


connue et  A une  indéterminée,  il  vient 


, cA’  , eA1  , <7 A 4 

+ -zy  + 7»+V 


= o. 


Cela  posé,  il  peut  arriver  deux  cas  : 

Ou  les  dénominateurs  b,  d,  f,  A,  sont  premiers  entre  eux;  dans 
cette  hypothèse  , comme  A est  tout  à fait  arbitraire  , posons 
A = bd fh,  produit  de  ces  dénominateurs  ; il  vient 


y < + adfh  . y » + cb'df'k'  . y » eb'rPf’V . y -f-  gb*d*/W  = 0, 


équation  dont  les  coefficients  sont  entiers  et  dont  le  premier  terme 
a pour  coefficient  l'unité. 

On  a,  d’ailleurs,  pour  déterminer  les  valeurs  de  x qui  corres- 


pondent aux  valeurs  de  y,  la  relation  x = — . 

bdfn 

Ou  bien,  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  communs; 
et  l’on  rendra  évidemment  les  coefficients  entiers  en  prenant  pour 
A le  plus  petit  multiple  de  tous  les  dénominateurs.  Mais  on  peut  en- 
core simplifier  davantage  en  observant  que  tout  se  réduit  à déter- 
miner A de  manière  que  A',  A%  A\  . . . contiennent  les  facteurs  pre- 
miers qui  composent  b,  d,  f,  h,  à des  puissances  au  moins  égales  à 
celles  qui  entrent  dans  ces  différents  dénominateurs. 


Posons 


SA 
6 ‘ 


5 

r*  

7 13 

12 

. 8A> 

ISO 1 9000 

7 A5  13A4 

^ 12 J 

Tsôy  9000 

=0. 


= 0; 


soit  fait  d'abord  A égal  à 8000  qui  est  multiple  de  tous  les  autre* 
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dénominateur*  ; il  est  clair  que  les  coefficients  deviendront  des 
nombres  entiers. 

Mais  si  l’on  décompose  6,  13,  ISO,  et  0000,  en  leurs  facteurs, 
on  trouve 


6=2X3,  12  = 2’ X 3,  180  = 2X3X3’,  9000=23X3’X  B3  ; 

et  en  faisant  simplement  A = 2 X 3 X 3,  produit  des  facteurs  sim- 
ples différents,  ou  obtient 

A*  = 2’  X 3’  x 8’,  A’  = 2’ X 3’  x 83,  A4  =21  X 34X84; 


d’où  l’on  voit  quo  les  valeurs  de  A,  A’,  A3,  A4,  contiennent  les  facteurs 
premiers  2,  3,  6,  à des  puissances  au  moins  égales  à celles  qui  en- 
trent dans  6,  12,  180,  et  0000. 

Donc,  l’hypothèse  i = î X3  X 8 = 30,  suffit  pour  opérer  la 
disparition  des  dénominateurs.  11  vient  en  effet,  par  la  substitution, 


y4 


8. 2.3. 8 , . 5.2’.3’.5* 

-273-*+— 2^3 


y’— 


7 . 23 . 33 . B3  18.24.34.S4_n 
— 3.3.8*  'J  23 . 3* . 53 


ou, réduisant,  y4  — B.S.y’-j-S.S.S’.y*  — 7.2’. 3’. S. y — 13. 2. 3’.  8=0, 
ou  bien  enfin,  y4  - 23y3  -f  375y*  — 1260y  — 1 170  = 0. 

Il  y a des  circonstances  où  l’on  est  oblige,  dans  l’expression  de  A, 
d’augmenter  l’exposant  de  l'un  des  facteurs  premiers,  d’une  ou  de 
plusieurs  unités.  Mais  on  doit  sentir  la  nécessité  de  ne  prendre  pour 
A que  le  plus  petit  nombre  possible  ; autrement,  on  obtiendrait  une 
transformée  dont  les  coefficients  seraient  extrêmement  grands  , 
comme  on  en  peut  juger  en  calculant  la  transformée  résultant  de  la 
supposition  de  A = 9QOO  dans  l’équation  précédeute. 

Voici  de  nouvelles  applications  : 


, 7 , 11 

+ M * 


^=0; 

72 


*=  l,  d’où  y3  — 14y>  -f  Uy  — 78  = 0. 


, 13  . , 21  32  , 

j5 X*  -4-  — x1  — x 

12  ^ 40  225 


43  1 

600  X 800  ’ 


X — 


2’. 3. 5’  °U  * 60’ 


d’où  y5  — C5y4  -f-  1890y3  — 30720y’  — 928800y  -f  972000  = 0. 
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268.  Le*  transformations  précédente*  sont  celles  dont  l’usage 
est  le  plus  fréquent;  il  en  est  encore  d’autre9  assez  usitées,  dont 
nous  ne  parlerons  que  lorsque  l’occasion  s’en  présentera , parce 
qu’elles  sont  trop  simples  pour  être  traitées  séparément. 

Eu  général,  le  problème  des  transformations  doit  être  regardé 
comme  une  application  du  problème  de  Véliminalion  entre  deux 
équations  d’un  degré  quelconque  à deux  inconnues.  F.n  effet,  une 
équation  étant  donnée,  supposons  qu’on  veuille  la  transformer  en 
une  autre  dont  les  racines  aient  avec  celles  de  la  proposée  une  rela- 
tion déterminée. 

Désignons  par  F [x)  = 0 l’équation  proposée  ( elle  s'éuonce/onc- 
tion  de  x égale  0),  cl  par  F'  (x,  y ) = 0 l’expression  algébrique  de 
la  relation  qui  doit  exister  entre  la  première  inconnue  x et  la  nou- 
velle y;  la  question  se  réduit  à tâcher  d’ubtenir,  nu  moyen  de  ces 
deux  équations,  une  nouvelle  équation  en  y , qui  sera  alors  l’équa  - 
tion  demandée.  Lorsque  l’inconnue  x n’entre  qu’au  premier  degré 
dans_  F'  { x,  y ) = 0,  la  transformée  est  facile  à obtenir  ; mais  si  elle 
y est  élevée  à la  seconde,  troisième  ....  puissance,  il  faut  avoir 
recours  aux  méthodes  d’élimination. 

Donnons  une  première  idée  de  cette  théorie  qui  joue  un  si  grand 
rôle  dans  l’analyse  algébrique. 

Elixisatiox.  Première  partie. 

267.  Eliminer,  entre  deux  équations  d’un  degré  quelconque  à deux 
inconnues,  c’est  parvenir,  après  uno  suite  d’opérations  exécutées 
sur  ces  équations,  à une  seule  équation  qui  ne  renferme  que  l’une  des 
inconnues,  et  qui  donne  toutes  les  valeurs  de  cette  inconnue,  pro- 
pres â vérifier  les  deux  équations  en  mémo  temps  que  des  valeurs 
correspondantes  de  l’autre  inconnue. 

L’équation,  fonction  de  l’une  des  inconnues,  à laquelle  on  parvient, 
se  nomme  «erATiov  nsale  ; et  les  valeurs  de  l’inconnue,  tirées  do 
cette  équation,  sont  appelées  valeurs  convenables. 

De  toutes  les  méthodes  d’élimination  connues,  la  méthode  par  le 
plus  grand  commun  diviseur  est,  en  général,  la  pins  expéditive; 
aussi  c’est  celle  que  nous  allons  développer  ici. 

Soient  deux  équations  d’un  degré  quelconque  à deux  inconnues 

F(*>y)  = °i  F'{*,y)  = 0, 
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ou  plus  simplement  encore , 

A = 0,  Il  = 0. 

Supposons  Véquation  finale  en  y obtenue,  et  tâchons  de  reconnaî- 
tre quelque  propriété  des  mcincs  de  cette  équation , qui  puisse  nous 
servir  à former  cette  équation. 

Soit  y = C l’une  des  râleurs  conrenables  de  y.  Puisque  cette  va- 
leur renâcles  deux  équalionscnnjointement  avec  une  certaine  valeur 
de  x,  elle  doit  être  telle  que , si  on  la  substitue  à la  fois  dans  les  deux 
équations,  qui  ne  renfermeront  plus  alors  l'inconnue  y,  r es  équations 
admettent  au  moins  une  râleur  commune  pour  x;  et  à celte  valeur 
coinrauue  doit  nécessairement  (n°  237)  correspondre  nn  commun 
diviseur  en  x.  Ce  commun  diviseur  sera  du  premier  degré  en  x ou 
d’un  degré  supérieur,  suivant  qu’à  la  valeur  particulière  y = C , il 
correspondra  une  ou  plusieurs  valeurs  de  x. 

Réciproquement,  toute  râleur  de  y,  qui , substituée  dans  lesdenx 
équations  , leur  donne  un  commun  diviseur  en  x,  est  nécessairement 
une  râleur  conrenable ; car  alors  elle  vérifie  évidemment  les  deux 
équations  en  même  temps  que  la  valeur  ou  les  valeurs  de  x tirées  de 
ce  commun  diviseur  égalé  à 0. 

208.  Remarquons  d’ailleurs  qu’oranf  aucune  substitution,  les  pre- 
miers membres  des  équations  ne  peur  ont,  en  général,  avoir  de  commun 
diviseur,  fonction  des  deux  inconnues  ou  de  l’une  d’elles  seule- 
ment. 

Supposons  en  effet,  pour  un  instant,  que  les  équations  A = 0, 
B =0,  soient  de  la  forme 

A'  X D ==  0,  B'  X D « « , 

D étant  fonction  de  x et  de  y. 

En  posant  séparément  D = 0 , on  obtient  une  seule  équation  à 
deux  inconnues  , qui  peut  être  satisfaite  par  une  infinité  de  systèmes 
do  valeurs.  D'ailleurs,  tout  système  qui  anéantit  D rend  également 
nuis  A'D,  B'û,  et  satisfait  par  conséquent  aux  équations  A =0, 
B = 0. 

Ainsi  l’hypothèse  de  l’existence  d’un  commun  diviseur  en  x et  y 
entre  les  deux  polynômes  A et  B entraîne  la  conséquence  que  les 
équations  proposées  sont  indéterminées , c’est-à-dire  susceptibles 
d’étre  satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  de  x cl  do 
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y.  Dès  lors,  il  n'y  a pas  lieu  à déterminer  une  équation  finale  en  y, 
puisque  le  nombre  des  valeurs  de  y est  infini. 

Si  D était  fonction  de  x seulement,  on  concevrait  l’éqnation 
D = 0 résolue  par  rapport  à x ; ce  qui  donnerait  une  ou  plusieurs 
valeurs  pour  cette  inconnue.  Chacune  do  ces  valeurs,  substituée 
dans  A'  X D = 0 et  B'  X ® = 0 . en  même  temps  qu’une  valeur 
de  y,  tout  à fait  arbitraire,  vérifierait  ces  deux  équations , puisque 
D devient  nul  par  l’effet  seul  de  la  substitution  de  la  valeur  de  x. 
Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  équations  proposées  admettraient  bien 
un  nombre  fini  de  valeurs  pour  x,  mais  une  infinité  de  valeur s pour  y, 
et  il  ne  pourrait  alors  exister  d’équation  finale  en  y. 

Donc,  toutes  les  fois  que  deux  équations  A = 0,  B=0,  seront 
déterminée «,  c’est-à-dire  toutes  les  fois  qu’elles  n’admettront  qu’un 
nombre  limité  de  systèmes  de  valeurs  pour  x et  y,  leurs  premiers 
membres  ne  pourront  avoir  de  commun  diviseur  fonction  des  in- 
connues, avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour  l’une 
d’elles. 

N.  B.  Le  cas  où  A et  B auraient  un  diviseur  commun  en  y,  ne 
fait  pas  exception  à la  conséquence  précédente;  puisqu’alors  il  y 
aurait  une  infinité  de  valeurs  do  x qui  correspondraient  à chacune 
des  valeurs  de  y tirées  de  ce  commun  diviseur  égalé  à 0. 

269.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  un  procédé  pour  obtenir  Yéqua~ 
lion  finale  en  y. 

Puisque  la  propriété  caractéristique  de  toute  valeur  convenable 
de  y,  est  que,  substituée  dans  les  premiers  membres  des  deux  équa- 
tions , elle  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x qu’ils  n’avaient  pas 
auparavant  (à  moins  que  les  équations  ne  soient  indéterminées,  ce 
qu’on  ne  suppose  pas),  il  s’ensuit  que  si,  aux  deux  polynômes  propo- 
sés et  ordonnés  par  rapport  à x,  on  applique  le  procédé  pour  trouver  te 
plus  grand  commun  diviseur , on  n’en  trouvera  généralement  pas  ; mais, 
en  continuant  l’opération  convenablement , on  parviendra  à un  reste 
indépendant  de  x et  fonction  de  y,  qui,  égalé  à 0,  donnera  l’équation 
finale  demandée  ; car  toute  valeur  de  y,  tirée  de  cette  équation,  rend 
nul  le  dernier  reste  do  l’opération  du  commun  diviseur;  elle  est 
donc  telle  que,  substituée  dans  le  reste  précédent,  elle  rend  ce  reste 
diviseur  commun  des  premiers  membres  A et  B.  Ainsi  chacune  dis 
racines  de  l’équation  ninsi  formée  est  une  valeur  convenable  de  y. 

270.  En  admettant  que  l’équation  finale  fût  complètement  réso- 
lue, ce  qui  donnerait  toutes  les  valeurs  convenables,  il  faudrait 
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ensuite  obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  x.  Or , il  est  évident 
qu’il  suffirait,  pour  cela,  de  substituer  les  di/fcrenles  valeurs  de  y dans 
l'atant -dernier  reste,  d'égaler  successivement  à 0 les  polynômes  en  x 
qui  en  résulteraient , et  d’en  tirer  tes  valeurs  de  x ; car  ces  polynômes 
ne  sont  autre  chose  que  les  diviseurs  en  x qui  deviennent  communs 
à A et  B. 

Mais,  comme  l’équation  finale  est,  en  général,  d’un  degré  supé- 
rieur au  second,  nous  sommes  forcé  de  renvoyer  à un  autre  cha- 
pitre la  seconde  partie  de  la  théorie  de  l’élimination,  laquelle  partie 
a pour  objet  de  déterminer  tous  les  ststesis  de  valeurs  propres  à vérifier 
deux  équations  d’un  degré  quelconque  à deux  inconnues. 

ISous  nous  proposons  également  de  revenir  sur  la  méthode  qui 
vient  d’ètre  exposée,  parce  qu'elle  a quelques  inconvénients  aux- 
quels il  faut  obvier.  Mais  noire  but  était  principalement  ici  de  faire 
voir  comment  deux  équations  d’un  degré  quelconque  étant  données, 
on  peut,  sans  supposer  la  résolution  d’aucune  équation , parvenir  A 
une  autre  équation  ne  renfermant  plus  que  l’une  des  deux  inconnues 
qui  entrent  dans  les  proposées. 

271.  Si  l’on  avait  trois  équations  (1),  (2),  (3),  renfermant  les 
inconnues  x,  y,  et  %,  pour  obtenir  1 équation  finale  en  s,  c’csl-à-dire 
l’équation  qui  admettrait  toutes  les  valeurs  de  l’inconnue  *,  suscep- 
tibles de  vérifier  les  trois  équatious  en  même  temps  que  certaines 
valeurs  de  x et  de  y,  il  faudrait , en  regardant  y comme  connu , éli- 
miner x entre  les  équations  (1)  et  (2),  puis  entre  ( I ) et  (3),  d’après  la 
méthode  du  numéro  260;  ro  qui  conduirait  à deux  équations  en 
y cl  x , auxquelles  on  appliquerait  la  même  méthode  pour  élimi- 
ner y. 

Même  raisonnement  pour  A équations  à 4 inconnues,  etc. 

Pour  le  moment,  nous  nous  bornerons  à une  seule  application 
générale  de  la  méthode  d'élimination. 

272.  Soit  proposé  le  problème  suivant  : 

Une  équation  du  degré  m à une  seule  inconnue  étant  donnée,  on 
demande  une  autre  équation  dont  les  racines  soient  une  combinaison 
DtTisxistE  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée. 

Soit  xm  Px**-*  -|-  Qxm- -J- Tx-fU  = 0, 

l’cqualion  proposée;  appelons  x',  x",  x'"  ....  les  racines  de  cette 
équation,  et  désignons  par  « l'inconnue  de  l’équation  qu’on  veut 
former. 
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Si  nous  considérons  deux  quelconques  des  racines  de  la  proposée, 
par  exemple,  x'  et  x",  ou  doit  avoir,  par  hypothèse, 

u = F ( *',  x")  ....  (1) 

[La  lettre  F , qui  s’énonce  fonction  de  , exprimant  ici  un  cer- 
tain système  d’opérations  qu’il  faut  effectuer  sur  les  deux  racines 
x'  et  x"  pour  obtenir  la  valeur  de 

D’un  autre  côté,  puisque  at  et  x"  sont  des  racines  de  l’équaliou 
donnée,  on  doit  avoir  les  deux  relations 

x’m -}-  Px'1*-1  -{-  Q*'"-2  —J—  ....  — T/  -f-  U *=  0 . . . (2) , 
x"m  -J-  Px""-1  -j-  Qx''— * -f-  . ..  . -j- Tx" II  = 0 . ..(3). 

Les  équations  (1),  (2),  et  (3),  peuvent  donc  être  regardées  comme 
les  équations  du  problème  ; et  toutes  les  fois  que  la  nature  de  la 
combinaison  ou  fonction , exprimée  par  la  lettre  F,  sera  connue  et 
définie,  il  suffira  d’éliminer  x'  et  x"  entre  ces  trois  équation;. 
L 'équation  finale  en  u sera  l’équation  demandée.  Eu  effet,  le  ré- 
sultat ne  renfermant  plus  aucune  trace  des  deux  racines  particu- 
lières x' et  x",  puisqu’on  les  aura  éliminées,  conviendra  a toutes 
les  racines  x',  x",  x"' . . . . , et  aura  par  conséquent  pour  racine 
une  combinaison  (exprimée  par  le  caractère  F)  de  deux  quelcon- 
ques des  racines  de  la  proposée. 

273.  Cherchons,  comme  cas  particulier  de  la  question  précé- 
dente, une  équation  dont  les  racines  soient  les  différences  entre  deux 
quelconques  des  racines  d’une  équation  donnée . C’est  ce  qu’on  appelle 

l’ÉQl’ATION  Al' X DIFFÉRENCES. 

Solution.  Soient  x“  -J-  Px”-'  -(-  . . . = 0 , l’équation  proposée, 
x',  x",  x"' ....  ses  m racines  ; et  appelons  u la  valeur  d’une  quel- 
conque des  différences 

fr  / ///  / / •/  ' r>t 

x ~ f ^ x >r  j x x | x 1 1 x » • • • 

On  a d’abord,  en  vertu  de  l’énoncé,  cette  première  relation 
w = x"  — £ ....  (1). 

D’aillcürs,  / et  x"  étant  des  racines  de  la  proposée,  doivent  y 
satisfaire , et  donnent , par  conséquent , 

x'-  -}-  Px'--1  -j-  . . . . = 0 (2) , 

+ Px”*—  ° (3); 
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et  il  s’agirait  (a°  272)  d’éliminer  x' , x" , entre  les  équations  (1)  , 

(2),  «l  (3). 

Mais,  comme  de  la  relation  (1) , on  déduit  x"  = x'  -J-  u,  d'où  , 
substituant  dans  l’équation  (8) , 

(*'  -f-  u)"  + P(^  + v)—'  + ....  = 0 ....  (4) , 

il  s’ensuit  que  la  question  est  ramenée  à éliminer  x entre  les  équa- 
tiens  (2)  et  (4). 

Or , l’équation  (4)  développée  prend  (n°  263)  la  forme 

x'  + ï'-  + |«’  + -...  + «-  = o; 

et  si  l’on  observe  que  X'  n’est  autre  chose  que 
x'm  -j-  Par'1”-'  -J-  .... , 

expression  qui  doit  être  nulle  d’après  la  relation  (2),  la  dernière 
équation  , débarrassée  du  terme  X'  et  divisée  ensuite  par  u (roy,  le 
N.  B.  du  numéro  actuel),  se  réduit  à , 

Y+f«  +^g«’  + -*--+«‘"-  = 0- 

Donc  enfin,  l’équation  cherchée  résulte  de  l’élimination  de  x'  entre 
les  deux  équations 

Z'=  0, 

Y + \ « + 2^-3  «*  4 + «— ' = 0. 

Ainsi , règle  générale  : Pour  former  l’équation  aux  différences  des 
racines  d’une  équation  proposée,  il  faut  éliminer  x'  entre  l’équation 
X'  = 0 qu’on  déduit  de  la  proposée  en  y remplaçant  x par  x' , et 
l’équation  qui  résulte  de  la  substitution  de  x’  u à la  place  de  x , 
cette  résultante  étant  d’abord  débarrassée  de  son  dernier  terme  X', 
et  divisée  ensuite  par  u. 

N.  B.  1°  Dans  la  pratique,  ou  se  dispense  de  mettre  l’accent 

sur  la  lettre  x , c’est-à-dire  qu’on  élimine  directement  x entre  la 

proposée  X = 0,  ou  x”  -j-  Par"-*  -j-  . . . = 0,  et  l’équation 

Z Z 

Y + ^ *+  • • . + «"-I  = 0,  dans  laquelle  Y,  ^ . . . ,sontcom- 

Z' 

posés  en  x comme  Y , -ç , . . . . sont  composés  en  x'. 
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Le  résultat  de  1 élimination  est  évidemment  le  même. 

2°  Apres  avoir  posé  dans  l'équation  X ==  0,  x -f  u à la  place  do 
x>  ce  qui  donne 


Z 

x-H«  + g«’  + — |-«"  = o, 

on  omet  le  terme  X,  comme  formant  le  premier  membre  de  la  pro- 
posée, et  Ton  obtient  une  nouvelle  équation 

Y«  + |«’  + ..  . + «-  = 0, 

dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  u,  ou,  ce  qui  revient  au 
meme,  qm  est  satisfaite  par  u = 0.  Cela  doit  être,  puisque  parmi 
les  différences  entre  les  racines,  il  faut  compter  celle  qui  existe 
entre  chaque  racine  et  elle-mémo  ; mais  si  l’on  supprime  ce  fac- 
teur u,  l’équation  ne  renferme  plus  alors  que  les  différences  entre 
l’une  quelconque  des  racines  et  toutes  les  autres.  Or,  cesont  les  seules 
iffcreuces  que  nous  ayons  besoin  déconsidérer  par  la  suite. 

274.  Soit,  par  exemple,  à déterminer  l’équation  aux  différences 
des  racines  de  l’équation  a:3  — Ox  — 7 = 0. 

On  a d’abord  , en  vertu  de  la  loi  de  formation  (n°203), 


X = *3_  flx  — 7,  Y=3x’  — 0,  | = 3x, 
ce  qui  donne  les  deux  équations 


V 

2 . 3 


= 1 


x3  — ex  — 7=0, 

3x»~  0 +3x.u-f  tt’  = 0, 


entro  lesquelles  il  faut  éliminer  x. 

Si  I on  applique  à ces  deux  équations  le  procédé  du  n°  201 
obtient  pour  l’équation  8uale  en  u , 


on 


us  — - 30«4  .J,  324uj  -f-  489  = 0. 

C’est  l’équation  aux  différences  des  racines  de  la  proposée. 

278.  Composition  et  forme  de  l'équation  aux  différences. 

On  peut  reconnaître  à priori,  pour  toute  équation  du  degré  ni 

la  forme  et  la  composition  de  J 'équation  aux  différences  des°racinès 
de  cette  équation. 

AllïtSRE.  „„ 


Digitized  by  Google 


300  ÉQUATION  AUX  CARRÉS  DES  DIFFÉRENCES. 

Désignons  toujours  par  x,  x" , x"  . . . , les  racines  de  la  propo- 
sée , par  u l’une  quelconque  des  différences;  et  remarquons  que , si 
l’une  des  différences  est  x"  — x' , il  en  existe  nécessairement  une 
autre,  x'  — x" , qui  ne  diffère  de  celle-là  que  par  le  signe  ; c’est-à- 
dire  que  , si  a est  une  valeur  de  « , — a en  est  nécessairement  une 
autre;  de  même,  fêtant  une  racine  , — f en  est  une  autre,  etc.... 

Donc  le  premier  membre  de  l’équation  en  u peut  être  rais  sous 
la  forme 

(u  — a)  (u-j-a)  (u  — f)  (u-j-ff)  (u  — ?)  («-}-?)•  • • • —0, 
on , multipliant  les  facteurs  deux  à deux  , 

(a’  — a’)  (u5  — f1)  («’—?’)  . . . . = 0. 

Donc  cette  équation  est  de  degré  pair,  et  de  plus,  ne  renferme 
que  des  puissances  de  degré  pair  de  l’inconnue  ; c’est-à-dire  qu’elle 
est  de  la  forme 

_|_  PV"-*  QV"-4  —J—  ....  TV  -f-  U = 0. 

Le  degré  2 n est  d’ailleurs  égal  à ni  (»n  — 1) , ou  bien  (n°  148)  au 
nombre  d’arrangements  deux  à deux  que  l’on  peut  faire  avec  un 
nombre  m de  lettres. 

Si,  dans  l'équation  précédente,  on  pose,  pour  simplifier,  u’=s, 
elle  devient 


s"  -f-  P'*"-'  -f  QV-*  -f-  . . . . + T'a  -f  U'  = 0. 


équation  d’un  degré  sous-double,  n,  ou  ni 


dont  les  racines 


sont  les  carrés  des  différences  entre  les  racines  x',  x",  x'",...;  car, 
en  mettant  dans  la  relation  u*  = z,  à la  place  do  u,  ses  différentes 
valeurs  x"  — x,  x"  — x,..  . , on  obtient 


s — ( x"  — x'  y,  < i"  — x y, .. . . 

L’équation  en  s,  à laquelle  on  est  parvenu  tout  à l’heure,  s’ap- 
pelle, pour  cette  raison,  l’équation  aux  carrés  det  différences  ; et  on 
la  considère  ordinairement  de  préférence  à l’équation  aux  diffé- 
rences, comme  étant  d’un  degré  sous-doublc.  * 

Ainsi,  dans  l’exemple  du  numéro  précédent,  l’qqualion  aux  dif- 
férencesesldu  6*  degré,  c’est-à-dire  d’un  dcgréiuar(jPwppi'3  (3  — 1), 
ou  par  6.  Elle  ne  renferme  que  des  puissances  de  degré  pair;  et  si 
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l’on  pose  «=  s,  elle  détient 

a}  _ 36a>  -f  324*  + 459  = 0, 

équation  dont  les  racines  sont  les  carrés  des  différences  des  racines  de 
la  proposée. 

L’équation  aux  différences,  ou  aux  carrés  des  différences,  nous 
sera  très-utile  par  la  suite. 

§ III.  Des  Équations  susceptibles  d’abaissement. 

On  comprend  sous  ce  titre  toutes  les  équations  dont  deux  ou  plu- 
sieurs racines  ont  entre  elles  des  relations  particulières,  parce  qu’en 
général  on  peut  faire  dépendre  la  résolution  de  ces  équations  de 
celle  d’autres  équations  de  degré  moindre.  Telles  sont  les  équations 
qui  ont  des  racines  égales,  c’est-à-dire  dont  le  premier  membre 
( n,,240  ) contient  des  facteurs  égaux. 

Les  méthodes  qui  se  rapportent  à ces  classes  d’équations  s’appel- 
lent méthodes  d'abaissement,  et  doivent  être  regardées,  jusqu’à  un 
certain  point,commeunebranchcdcla  transformation  des  équations, 
puisque  le  but  général  de  cette  théorie  est  de  ramener  la  résolution 
d’une  équation  à celle  d’une  équation  plus  simple. 

MÉTHODE  DES  RACINES  ÉGALES. 

276.  Dire  qu’une  équation  a des  racines  égales,  c’est  dire  (n°  240) 
que  son  premier  membre  a des  facteurs  égaux  ; dès  lors,  le  premier 
polynôme  dérivé,  qui  est  ( n"  264  ) la  somme  des  produits  ( m — I ) 
à ( m — 1 ) des  »i  facteurs,  contient  dans  chacune  de  ses  parties  au 
moins  une  fois  le  facteur  qui  entre  plusieurs  fois  dans  la  proposée. 
Donc,  il  doit  exister  un  commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de 
la  proposée  et  son  premier  polynôme  dérivé. 

Mais  de  quelle  manière  cc  commun  diviseur  se  compose-t-il  an 
moyen  des  facteurs  égaux  de  la  proposée?  c’est  ce  qu’il  s'agit  main- 
tenant d’examiner. 

277.  Une  équation  étant  donnée,  on  demande  de  reconnaître  si  elle 
a des  racines  égales,  et,  s’il  est  possible,  de  déterminer  ces  racines. 

Désignons  par  X le  premier  membre  de  l’équation 

xm  -j-  Par*- * -j-  Q*"1" 1 -J—  ....  -j-  Tx  -|-  U = 0j 

25* 
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supposons  qu’il  renferme  n facteurs  égaux  à x — a,  W facteurs 
égaux  à x — b,  n"  facteurs  égaux  à x — c . . . , et  qu'il  contienne 
en  outre  les  facteurs  simples  x — p,  x — q,  x — r ...  ; en  sorto 
que  l’on  ait 

X = (x— a)-(x  — b)”  (s—  c)*" (x— p)(x  — ç)  (x  — r).... 

Si  l’on  considère  Y,  ou  le  polynôme  dérivé  de  X,  011  a vu  ( n°20-4  ) 
que  ce  polynôme  est  la  somme  des  quotients  de  la  division  de  X par 
chacun  des  m facteurs  dis  premier  degré  de  la  proposée.  Or,  comme  X 
renferme  n facteurs  égaux  à r — a,  on  aura  d'abord  n quotients 

X 

partiels  égaux  à ; même  raisonnement  pour  chacun  des  fac- 

x — a 

leurs  égaux,  x — b,  x — c ...  ; d’ailleurs,  on  ne  peut  former 

XXX 

qu’nn  seul  quotient  égal  à , , • . . . . Ainsi, 

x — p x — q x — r 

Y est  nécessairement  de  la  forme 


Y= 


D’après  cette  composition  du  polynôme  Y , il  est  visible  que 
f x — a )"_I,  ( x — b (x  — c . . . sout  des  facteurs 

communs  à toutes  les  parties  de  ce  polynôme;  donc  le  produit 
( x — a )"~*  ( x . — b ( x — c ...  est  un  diviseur  rela- 
tif de  Y;  d’ailleurs  X renferme  aussi  évidemment  ce  diviseur; 

ainsi,  X et  Y ont  pour  commun  diviseur  relatif 

( x — a )*-  * ( x — b f-'  ( x — c ...  , ; je  dis  maintenant 
que  c’csl  leur  plus  grand  commun  diviseur.  En  effet,  les  facteurs 
premiers  de  X sont  x — a,  x — b,  x — c,  . . . et  x — p,  x — q, 
x — r,  . . . ; or,  Y ne  peut  avoir  pour  diviseur,  x — p,  x — q, 
x — r,  . . . . puisque  chacun  d’eux  entre  comme  facteur  dans  tou- 
tes les  parties  de  Y,  excepté  dans  une  seule. 

Donc  enfin  le  plus  grand  commun  diviseur  de  X et  de  Y est 


D = ( x — a }— * ( x — b T-  ( x — c )•"-«  ...  ; 


c’est-à-dire  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  est  le  produit  des  fac- 
teurs qui  entrent  plusieurs  fois  dans  la  proposée,  élevés  respectivement 
à une  puissance  moindre  d’une  unité  que  dans  la  proposée. 

278.  Delà  on  peut  conclure  la  méthode  suivante  : 

Pour  reconnaître  si  une  équation  X = 0 renferme  des  racines 
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égales,  formes  Y ou  le  polynôme  dérivé  de  X ; puis  cherches  ( n°  246) 
le  plue  grand  commun  diriteur  relatif  entre  X et  Y ; si  vous  n’en  trou- 
ve* pas,  l’équation  n’a  pas  de  racines  égales  ou  de  facteurs  égaux. 

Si  vous  en  trouvez  un,  et  que  ce  commun  diviseur  D soit  du  pre- 
mier degré,  ou  de  la  forme  x — h,  poses  x — h = 0,  d’où  x = h ; 
vous  pouvez  alors  conclure  que  l’équation  a deux  racine t égale i à h, 
et  n’a  qu’une  seule  espèce  de  racines  égales,  dont  vous  pouvez  la  dé- 
barrasser en  divisant  X par  ( x — h )V 

Si  D est  du  second  degré  en  x,  résolves  l’équation  D = 0 ; il  peut 
arriver  deux  cas  : ou  les  deux  racines  sont  égales,  ou  elles  sont  in- 
égales. 1°  Si  vous  trouvez  D = ( x — h )%  vous  pouvez  conclure 
que  l’équation  a trois  racines  égales  à h,  et  n’admet  qu'une  seule  es- 
pèce de  racines  égales , dont  vous  pouvez  la  débarrasser  en  divisant 
X par  ( x — h f ; 2°  si  D est  do  la  forme  ( x — A ) ( x — A'),  c’est 
que  la  proposée  a deux  racines  égales  à h,  et  deux  racines  égales  à h', 
dont  on  la  débarrasse  en  dirisant  X par  ( x — h )’  ( x — A')%  ou 
par  D’, 

Supposons  maintenant  que  D soit  d’un  degré  quelconque  ; il  faut, 
pour  connaitre  les  espèces  de  racines  égales,  et  le  nombre  des  ra- 
cines de  chaque  espèce,  résoudre  complètement  l’équation  D = 0; 
et  toute  racine  simple  de  D = 0 sera  double  dans  la  proposée  ; toute 
racine  double  de  D = 0 sera  triple  dans  la  proposée  ; et  ainsi  de  suite. 

279.  Appliquons  celte  méthode  à quelques  exemples. 

On  demande  si  l'équation  2*4  — 12 x3  19*’  — 6x-{-  9 = 0 
a des  racines  égalas. 

On  a ( n°  262  ),  pour  le  polynôme  dérivé, 

8»»  — 36*’  + 38*  — 6. 

Or,  en  cherchant  ( n°  239  ) le  plus  grand  commun  diviseur  re- 
latif entro  ces  deux  polynômes,  on  trouve  D — x — 8=0,  d’où 
* = 3 ; la  proposée  a donc  deux  racines  égales  à 8. 

Divisant  son  premier  membre  par  ( * — 3 )’,  on  obtient 

2*’  -4-1=0;  d’où  x = ± ^ ]/  — 2. 

Ainsi  l’équation  est  complètement  résolue  et  a pour  racines 

3.  3,  + \ l/-"2,  et  l/^Tu: 
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Soit  pour  second  exemple,  xs  — 2ar*  -j-  8x5  — 7x’  -f-  8*  — 8=0; 
on  a pour  le  polynôme  dérivé,  8*4  — 8zs  -J-  9x’ — I4x-[-  8 , 

et  pour  commun  diviseur  , x1  — Îj  -(-  1 ou  ( t — 1 

donc  la  proposée  a trois  racines  égales  à 1. 

Divisant  son  premier  membre  par  ( x — 1 )3  ou  par 

x3  — 3*’  ~j-  3 j — 1,  ou  trouve  pour  quotient 


x1  x 8 = 0 ; d’où  x 


- 1 ± /-  II. 
2 ’ 


l’équation  est  donc  encore  complètement  résolue. 

Soit  la  nouvelle  équation 

*7  -J-  6arfi  -f  Qx5  — 6*4  — 13*3  — 3x>  -f  8*  + 4 = 0; 
le  polynôme  dérivé  est 

7x«  -f  302-5  _j_  20x'>  — 24*3  — — 0*  -f  8; 

et  l’on  trouve  pour  commun  diviseur 

*4  -j-  8x3  -}-  x'  — 82;  — 2. 

L’équation  *4  -J-  3*3  -J-  x1  — 8*  — 2 = 0,  ne  peut  pas 
être  immédiatement  résolue;  mais  en  y appliquant  la  méthode  des 
racines  égales,  c’est-à-dire  en  recherchant  le  p.  g.  commua  diviseur 
entre  le  premier  membre  et  son  polyuomedérivé,  4x3-}-9x’-}-2x — 3, 
on  trouve  pour  commun  diviseur,  x -f-  1 ; ce  qui  prouve  que  x 1 
entre  au  carré  dans  *4  -J-  8x3  ar*  — 82-  — 2 , et  au  cube  dans  le 
premier  membre  de  la  proposée. 

Si  l’on  divise**  -{-3a^3-{--x,  — 82;  — 2 par(x-f-l  )’  our’  -|-2x  -|-1 , 
il  vient  pour  quotient , *’  -j-  x — 2 , polynôme  qui , égalé  à zéro, 
donne  les  deux  racines  x = 1 , * = — 2 , ou  les  deux  facteurs 
* — 1 et  x -{-  2.  Ou  a donc 

*4  + 3xJ  -f  *’  — 3*-  — 2 = ( * + 1 )'  ( s:  — 1 ) ( * + 2 ). 
Ainsi , le  premier  membre  de  la  proposée  est  de  la  forme 
(*+!)*  (*-!)•  (*+*)*; 

ou  bien,  en  d’autres  ternies,  l’équation  a trois  racines  égales  à — 1 , 
deux  égales  à 1 , et  deux  égales  à — 2. 
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Voici  de  nouvelles  applications  : 

1»  xi  — 1x6  -f  lOx5  + 22*4  — 43*3  — 33*’  + 48*  + 86  = 0, 
(*-2 )*  (*-8)’  (x  + 1)1  = 0; 

2°*:  — 8*6-f  9j5-19x4+27j3—  33*’ -f  27x  — 0 = 0, 
(*  — 1 )3  (*»  + *)’  = 0. 

280.  Lorsqu’en  appliquant  la  méthode  précédente,  on  obtient 
une  équation  D = 0 d’un  degré  supérieur  au  second,  comme  cetlo 
équation  peut  clle-mèinc  être  soumise  à la  méthode,  on  parvient  sou- 
vent ainsi  à opérer  la  décomposition  de  D = 0 en  ses  facteurs;  et 
l’on  connaît  par  ce  moyen  les  différentes  espèces  de  racines  égales 
de  l'équation  X = 0,  ainsi  que  le  nombre  des  racines  de  chaque 
espèce.  Quant  aux  racines  simples  de  X = 0,  on  commence  par  dé- 
gager celle  équation  des  facteurs  égaux  qu’elle  renferme;  et  l’équa- 
tion résultante,  étant  résolue,  fuit  connaître  ces  racines  simples. 

Les  racines  égales  de  X = 0 no  peuvent  pas  toujours  être  décou- 
vertes immédiatement  : c’est  ce  qui  arrive,  pur  exemple  , lorsque  D 
n’a  que  des  racines  simples  et  surpasse  le  second  degré,  auquel  cas 
chacune  de  ces  racines  entre  deux  fois  dans  la  proposée;  et  l’on  no 
peut  les  obtenir  qu’en  résolvant  l’équation  D = 0 d’après  des  mé- 
thodes que  nous  exposerons  ultérieurement. 

281.  Mais  pour  ne  rien  laisser  à désirer  sur  celle  matière,  nous 
allons  faire  voir  que  , quelle  que  soit  V équation  proposée , si  elle  a des 
racines  égales,  on  peut  toujours  faire  dépendre  sa  résolution  de  celle 
d’une  suite  d’équations  dont  la  première  n’admet  que  les  racines  sim- 
ples de  la  proposée , une  seconde  les  racines  doubles  (c’cst-à-dire  les 
racines  qui  y entrent  deux  fois),  une  troisième  les  racines  triples,  etc. 

En  effet,  soit  X = 0 l’équation  proposée , et  désignons  par  X'  le 
produit  des  facteursdu  premier  degré  qui  correspondent  aux  racines 
simples;  par  X"  le  produit  des  facteurs  du  premier  degré,  corres- 
pondant aux  racines  doubles  ; par  X'"  , X1'  ....  le  produit  des 
facteurs  correspondant  aux  racines  triples,  quadruples  ....  ; en 
sorte  que  l’on  ait 

X = X'  . X">  . X"'J  . X‘r4  . X’5  . . . . ; 

il  résulte  do  co  qui  a été  dit  n°  277,  que  le  plus  grand  commun  di- 
viseur entre  X et  son  polynôme  dérivé,  Y,  est  de  la  forme 

D = X"  . X'"*  . X‘,J  . X’4  . . . . , 
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puisqnc  les  facteurs  égaux  de  la  proposée  doivent  entrer  dans  D à 
une  puissance  moindre  d’une  unité  que  dans  la  proposée. 

Cela  posé,  opérons  sur  D comme  nous  avons  opéré  sur  X ; et  dési- 
gnons par  D'  le  plus  grand  commun  diviseur  qui  existe  entre  D et 
son  polynôme  dérivé.  On  a 

D'  = X'"  . X1”  . X'5  . . . . 

On  trouverait  de  même,  en  opérant  sur  1)'  comme  on  a opéré  sur 
D et  X, 


D"  = X"  . X"  . . . , 

D"'=  X\ 

( Nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  S soit  le  plus  grand 
nombre  de  fois  qu’une  même  racine  entre  dans  l’équation  proposée, 
c’est-à-dire  que  l’équation  D'"  =0  n’ait  que  des  racines  simples.) 

Actuellement,  si  l’on  divise  successivement  X par  D , D par  D' , 
D'  par  D",  D"  par  D'",  et  qu’on  désigne  respectivement  par  Q , Q', 
Q" , Q'",  les  quotients  obtenus,  on  pourra  former  le  tableau  sui- 
vant : 


X 

D 

D' 

D" 

D'" 


= X'X"’X'"3X"4X'5 
= X"X'"’X"3X*4 
_ X'"X'”X’3 


= X”X” 


= X’  = 0 


Q = X'X"X'"X''X* 
Q'  = X"X'"X"X* 
Q"  = X'"X"X’ 

Q'"  = X”Xr 


Q 

(Q' 

)91 

W 

91 

Q" 


= 0 
= 0 
= 0 
= 0 


D’où  l’on  voit  que,  par  le  moyen  de  trois  systèmes  d’opérations, 
savoir:  une  série  d’opérations  du  plus  grand  commun  diviseur  et 
deux  séries  de  divisions,  on  parvient  à isoler  successivement  les  fac- 
teurs X',  X",  X'",  X1',  et  X',  qui,  égalés  séparément  à 0 , donnent, 
la  première  les  racines  simples , la  seconde  les  racines  doubles  , etc. 

Il  est  à remarquer  d’ailleurs  que  le  degré  de  X'  = 0 exprime  le 
nombre  des  racines  simples  de  la  proposée  ; le  degré  du  X"  = 0,  le 
nombre  des  racines  doubles;  celui  de  X"'==0,  le  nombre  des  ra- 
cines triples  , etc.;  et  la  résolution  complète  de  ces  équations  fait 
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connaître  les  différentes  espèces  de  racines  doubles,  triples,  quadru- 
ples, etc. 

Ainsi  la  méthode  des  racines  égales  n’est  pas  , en  général  , une 
méthode  de  résolution  complète,  mais  bien  une  méthode  d'abaisse- 
ment. Ce  n’est  que  dans  le  cas  où  les  équations  X'  — 0,  X"  = 0 , 
X'"  — 0 , ne  sont  que  du  premier  ou  du  second  degré  , qu’on 

peut  obtenir  immédiatement  toutes  les  racines  de  l’équation  pro- 
posée. 

28Î.  On  peut  appliquer  la  théorie  des  racines  égales  à la  recherche 
des  relations  qui  doivent  exister  entre  les  coefficients  d’un  polynôme 
en  ardu  second  , troisième , . . . degré,  pour  que  ce  polynôme  soit 
un  carré,  un  cube,  . . . parfait.  Il  suffit  pour  cela  de  former  le 
polynôme  dérivé  du  polynôme  proposé  , puis  d’exprimer  (n°  277)  la 
condition  nécessaire  pour  que  ce  polynôme  dérivé  soit  diviseur  re- 
latif du  polynôme  proposé. 

Soit,  par  exemple,  le  trinôme  du  second  degré  as1  -j-  bx  -f- c , 
dont  le  polynôme  dérivé  est  2aj-  -J-  b, 

2 ax’  -|-  2 bx  -{-2c  ) 

bx  -j-  2c  J 

2 abx  -j-  kac 
4ac  — b’ 

En  appliquant  à ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus  grand 
commun  diviseur  avec  ses  modifications  (n“  239),  on  trouve 
pour  reste,  Mac  — b';  et  si  l’on  suppose  4oc  — 6’  = 0,  ou 
b * — 4 oc  = 0 , 2os?-(-  b sera  le  plus  grand  commun  diviseur  entre 
ax’’  -J-  bx  -{-  c et  son  dérivé  qui  n’est  autre  chosu  que  2 ax  -[-  b lui  - 
même;  ainsi  l’on  peut  regarder  ax 1 -{-  bx  -{-  c comme  le  carré  do 
2ax-{-è,  à un  facteur  quelconque  près,  indépendant  de x. 

On  a vu  en  effet  (n°  1 12)  que  b1  — 4ac  = 0 est  la  condition  né- 
cessaire et  suffisante  pour  qu’un  trinôme  du  second  degré  soit  un 
carré  parfait. 

Soit  encore  le  polynôme ax3  -}-  bx'  -j-  ex  -{-  rf, 

dont  le  dérivé  est 8ax’  -j-2 bx  -J-c; 

en  cherchant  leur  plus  grand  commun  diviseur  , on  trouve  pour 
reste  ( 6ac  — 2 b7)  x-\-$ad  — bc.  Or,  si  l’on  écrit  que  ce  reste 
est  nul , on  établit  la  condition  que  Sor’  -{-  2 bx  -(-  c est  commun 
diviseur  entre  le  polynôme  et  son  dérivé;  mais  ce  resto  doit  être 


2 ax  -{-  b 

~7+T 
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nul,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x;  ainsi  (n°  180),  on  a séparément 
6ac  — 26*  s=s  0 , 9ad  — bc  =0. 


En  effet,  la  première  do  oes  deux  conditions  donne c — j-  , et 

8a 

bc  b 3 

la  seconde,  d =~  = d’où  , substituant  dans  le  polynôme 
proposé , 


aJ+b**+cx+d=a  (j3+ïi’+è *+I^)  = ° (*+  s) 5- 

Même  raisonnement  pour  les  polynômes  du  4»,  b" , . degré. 

JV.  H.  Les  deux  relations.  Bac  — 26’  = O , 9arf  — bc  = 0 , 

entraînent  nécessairement  la  condition  que  le  dérivé 

3ajJ  -}-  26^-}-  c soit  un  carré  parfait  ; car  si  les  deux  facteurs  du 
1er  degré  en  x,  dont  il  se  compose,  pouvaient  être  inégaux, 
comme,  d’après  la  théorie,  ces  facteurs  devraient  se  trouver  à la 
S™*  puissance  dans  le  polynôme  proposé , il  faudrait  alors  que  ce- 
lui-ci fût  au  moins  du  4mc  degré,  tandis  qu’il  n'est  que  du  3"". 

Et  en  effet , la  condition  pour  que  3 ax'  -J-  26jr  -j-  c soit  un  carré 
parfait,  est,  comme  on  l’a  vu  tout  à l’heure  , 

(Sti)1  — 4 . 3ac  =0,  ou  1*  — 3ac  = 0 ; 

et  cette  relation  rentre  dans  la  première  des  deux  relations  ci- 
dessus. 

283.  Le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  sert  encore, 
dans  d’autres  cas , à abaisser  le  degré  d’une  équation  : tel  est  celui 
où  l’on  donne  d’avance  une  certaine  relation  entre  deux  des  racines 
de  l’équation  proposée. 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  l’équation  générale 

xm  -j-  Pi™-1  -j-Qr™- a-| T*  -|-  U ==  0 . . . . (I), 

et  supposons  qu’entre  deux  des  racines  a et  b,  l’on  ail  la  relation 
A = Aa-{- A (A  et  A étant  des  nombres  connus  et  donnés  à priori). 

Puisque  l’équation  (1)  doit  être  satisfaite  par  les  deux  quantités 
a et  ka  -j-  h , il  s’ensuit  que , si  l’on  met  dans  celle  équation,  kx  -{-  h 
à la  place  de  x , ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 

[kx  -J-  A)"  -f-  P [kx  -j-  A)"" 1 -j-  . . . -j- 1 [kx  -}-  A)  -|-  U = 0 . . . (2) , 
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les  équations  (1)  et  (2)  doivent  être  satisfait!»  par  une  même  valeur 
a;  donc  (n°  237)  il  doit  exister  un  commun  diviseur  relatif  entre 
les  deux  premiers  membres. 

Ainsi,  en  appliquant  à ces  deux  polynômes  le  procédé  dn  plus 
grand  commun  diviseur  relatif,  et  égalant  à 0 le  diviseur  obtenu, 
on  en  tirera  la  valeur  de  la  racine  a.  Cette  valeur,  substituée  dans 
la  relation  b = ka  -J-  h,  fera  connaître  la  valeur  correspondante 
de  b. 

Si  ce  commun  diviseur  est  du  premier  degré  en  x,  on  peut  con- 
clure que  deux  racines  seulement  de  l’équation  ont  entre  elles  la 
relation  donnée.  Si  co  diviseur  est  du  second  degré,  c’est  qu’il  existe 
deux  couples  de  rncincs  qui  jouissent  de  celte  propriété;  et  leur  dé- 
termination ne  présente  encore  aucune  difficulté.  Après  quoi,  l’on 
pourra  divisor  le  premier  membre  de  la  proposée  par  chacun  des 
facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux  racines  obtenues. 

En  général,  soit  D le  commun  diviseur  auquel  on  est  parvenu. 
La  résolution  de  l’équation  proposée  ne  dépend  plus  que  de  la  réso- 
lution de  l’équation  qu’on  obtient  en  divisant  le  premier  membro 
de  la  proposée  par  chacun  des  facteurs  du  premierdegré  qui  corres- 
pondent aux  racines  de  D = 0,  et  à celles  qu’on  a déduites  de  la 
relation  b = ka  -|-  h. 

Soit  pour  exemple,  l’équation 

*4  _ 12*»  48*’  _ 71*  + 30  = 0 . . . . (1), 

dont  uous  supposerons  que  deux  des  racines  a et  b sont  liées  par  la 
relation  b = 2a  -}-  1 . 

En  mettants*-)-  1 pour*  dans  la  proposée,  et  développant  les 
calculs,  on  obtient,  tonte  réduction  faite, 

8*4  — 32*»  -{-  38*’  — 7*  — 2 = 0, 

Appliquant  aux  premiers  membres  de  cette  équation  et  de  la  pro- 
posée le  procédé  du  plus  grand  commuu  diviseur,  on  parvient  au 
diviseur  relatif  * — 2 ; ce  qui  donne 

x — 2 = 0,  d’où  x = 2,  ou  a = 2. 

Cette  valeur  de  a,  substituée  dans  la  relation  b = 2a  -f-  1,  donne 
ensuite  6 = 8. 

Le  premier  membre  de  la  proposée  est  dont  divisible  par 
(*  — 2 ) ( * — 8 ) ou  *’  — 7*  -J-  10  ; 
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et  en  effectuant  celte  division,  on  n pour  quotient 

x’  _ g*  -j-  3 = 0,  d’où  *=5±i|/13. 

2 Jà 

L’équation  proposée  se  trouve  donc  ainsi  complètement  résolue. 
384.  On  peut  déduire  comme  cas  particulier  de  l’analyse  précé- 
dente, le  principe  fondamental  de  la  théorie  des  racines  égales 
( Voyet  n»  276  ). 

Soit  fait  A = 0 dans  la  relation  b — Ao-f-  A;  elle  devient  6 = ka, 
et  l’équation  (2)  du  n°  283  se  réduit  A 

A"  . x"  -f-  PA—*,  .r—  -f  . . . . -f-  TA  . x -f-  U = 0. 

Mais  comme  on  doit  avoir  pour  la  même  valeur  de  x, 

x"  -f-  Px— ‘ -f-  Qx— ’ Tx  -j-  U = 0, 

on  peut  substituer  à l’une  de  ces  équations  le  résultat  de  leur  sous- 
traction, ce  qui  donne 

( A“  — 1 )x-+  P(A— 1 — l)x— ‘ -f.  . . . + T(  A — 1 )x  = 0; 

ou  bien,  observant  que  (A  — 1 ) x divise  tous  les  termes  do  celle-ci, 
et  effectuant  alors  cette  division, 

( A— *-{- A"-’-}-. . . — f- A -4- 1 )*— ‘-j-PfA— *-{-A»-3-j-...-f- A-{-1  )x— ’ 
-f  Q ( A— * + A— 4 — ...  — (-  A — 1 ) x—3  + (-1=0. 

Actuellement  si,  outre  l’hypothèse  do  A = 0,  on  suppose  A = 1, 
ce  qui  revient  à dire  que  deux  des  racines  A et  a sont  égales,  l'cqua- 
tion  précédente  devient 

• «x— ' -j-  P ( m — 1 ) x"-1  — {—  Q ( *»»  — 2 ) x—3  -f-  . . . 4”  T = 0, 

équation  dont  le  premier  membre  doit  avoir  un  diviseur  relatif 
commun  avec  celui  do  la  proposée. 

Mais  «x*-1  -(-  ( m — 1 ) Px"-’  T n’est  autre  chose 

( n”  262  ) que  le  polynôme  dérivé  du  premier  membre  de  la  propo- 
sée x"  -j-  Px— 1 -f-  . . . -j-  Tx  -j-  U = 0 ; donc  enfin,  dans  le  cas 
ou  cette  dernière  équation  a des  racines  égales , il  doit  exister  un 
commun  diviseur  entre  le  premier  membre  de  cette  équation  et  son  po- 
lynôme dérivé  (*). 


(')  Ce  mode  de  démonstration  du  principe  de  la  théorie  do»  racine»  égale»  est  dù  à 
M-  l’oinsot. 
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Des  Equations  réciproques. 

288.  Parmi  les  équations  susceptibles  d’abaissement,  on  distin- 
gue particulièrement  les  équations  dites  réciproques  : ce  sont  celles 

qui  restent  les  mêmes  lorsqu’on  y change  x en  i. 

Ainsi,  par  exemple,  toute  équation  do  la  forme 

xm  -f-  px”~‘  -j-  çjr»-’  -[-...  . -J-  qx*  -}-  px  -{-  1 = 0, 

c’est-à-dire  telle  que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des 
extrêmes  soient  égaux  entre  eux,  est  une  équation  réciproque  ; car 

si  l’on  y remplace  x par  -,  elle  devient 

X 


1 


•+i  +£+l=°; 


x » 1 xm~l  1 x« 

d’uù,  en  multipliant  par  et  renversant  l’ordre  des  termes, 

-f-  px”-1  -f-  qx "-3  -f- -J-  qx'  -{-px  +1=0» 

équation  identique  avec  la  proposée. 

La  dénomination  de  réciproques,  donnée  à ces  équations,  vient 

de  ce  que,  si  l’on  suppose  a racine,  nécessairement  1 est  aussi  ra- 
cine de  la  même  équation. 

Afin  de  pouvoir  assigner  la  forme  générale  des  équations  récipro- 
ques, nous  considérerons  successivement  le  cas  où  l’cquation  est  de 
degré  impair,  et  celui  où  elle  est  de  degré  pair. 

Pauma  cas.  — Soit  une  équation  quelconque  de  degré  impair, 

x,,+‘  -[-  px”  -|-  qx”—'  -{-  . . . . -j-  sx7  -f-  tx  -j—  u = 0 . . . (1). 
Pour  que  cette  équation  soit  réciproque,  il  faut,  d’après  la  défini- 
tion, qu’elle  reste  la  mémo  lorsqu’on  y remplace  x par  -.  Effec- 
tuons  celle  substitution  ; il  vient 

! I J £ 


x **•+•» 


.2 U 4-  — 4-  i-f  « = 0: 

xln  1 x,m~l  * ' x 1 X * 


d'où,  multipliant  par  , divisant  par  w,  et  renversant  l’ordre 
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+ £*“+;;  s— « + . . • +£**+ J * + 7,  =0..  .(5). 

Or,  pour  que  les  équations  (1)  et  (2)  soient  identiques  entre  elles,  il 
faut  que  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  jr  soient  égaux, 
c’est-à-dire  que  l’on  ait  les  relations 


On  déduit  de  la  dernière,  «’al,  d’où  u — db  1 ; et  si  l’on  prend 
d’abord  la  valeur  u = -f-  1 , il  on  résulte 

1 = p>  • ~ q, q — »,  p = t; 

prenant  ensuite  la  valeur  u = — I , on  trouve 

{ = — P,  » = — q,  ...  . 9 = — *,  p — — t; 
d’où  l’on  voit  qu’une  équation  de  degré  impair  est  réciproque  quand 
les  coefficients  des  ternies  à égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  même  signe,  ou  bien  égaux  et  de  signes  contraires  (elle  ne  peut 
d’ailleurs  être  réciproque  que  dans  l’un  de  ces  deux  cas). 

Secosd  cas.  — Soit  une  équation  quelconque  de  degré  pair, 

....  (3) 

(Dans  ce  cas.  comme  le  nombre  total  des  termes  est  2 n -(-  I , le 
terme  rx " est  à égale  distance  des  deux  extrêmes). 

Remplaçons  s par  - dans  cette  équation;  il  vient 


H ■=  + •••  + ”,+  ; + ' 


o; 


d’où  , multipliant  par  divisant  par  u,  et  renversant  l’ordre  des 
termes, 


, t . s 

£’«-j x’*-1  -J X1* 

1 U 1 «I 


-=o...  (4)  : 


or,  pour  que  les  équations  (3)  et  (4)  soient  identiques  entre  clics, 
il  faut  que  l’on  ail  les  relations 


La  dernière  revient  à «’=  1,  d’où  u = ±l. 
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Cela  posé,  pour  la  première  valeur  u = -}-  1,  on  trouve 

1 = P>  • — q, ruer,....  q — s,  p = t; 

et  pour  le  seconde  u = — 1, 

* = — P,  * = — q, ...  • r = — r,  ....  g = — »,  p=  —t, 

égalités  dont  celle  du  milieu , r = — r,  ne  peut  exister  à moins 
qu’on  ne  supposo  r = 0. 

Donc,  toute  équation  de  degré  pair  est  réciproque  toutes  les  Fois, 
1 ° que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  même  signe;  2"  que,  le  terme  du  milieu  manquant  dans  l’équa- 
tion , les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  signes  contraires.  (L’une  ou  l’autre  do  ces  deux  conditions  est 
d’ailleurs  necessaire.) 

286.  Passons  actuellement  à la  résolution  de  ces  sortes  d’équa- 
tions ; et  supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  d’uno  équation  de  degré 
pair,  telle  que  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des  ex- 
trêmes soient  égaux  et  de  même  signe. 

Nous  prendrons,  pour  fixer  les  idées,  une  équation  du  8*  degré; 
mais  on  reconnaîtra  aisément  que  la  même  méthode  s’applique- 
rait a toute  autre  équation  satisfaisant  à l'hypothèse  établie. 

Soit  donc  l’équation 

a;8  -f-  pxt  -f-  qxG  -}-  rjr5  -J-  sxé  rr5  -j-  qx'  px-\-\  = 0 . ..  (I); 

et  posons  dans  cette  équation  * -j *...  (2). 

[On  est  conduit  à celte  transformation  par  la  remarque  suivante  : 
puisque  les  racines  sont  réciproques  deux  à deux  , il  s’ensuit  que 

l’on  connaît  les  produits  s X~i  ^ Xyic  X des 

racines  réciproques  (chacun  de  ces  produits  est  égal  à 1);  il  suffi- 
rait donc  (n°  114),  pour  obtenir  les  deux  racines  a et  — , ou  b et 

a 

i...,  de  connaître  les  sommes  •">  , ou,  ce  qui  re- 

vient an  même,  les  valeurs  de  la  fonction  ar-j-i . 

X 

Cela  posé,  si  l’on  divise  l’équation  (1)  par  j4,  et  qu’on  rassemble 
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les  termes  affectés  des  mêmes  coefficients,  il  vient 

*4+74 +P  (f + p)  + « (*’  + p)  + r (*  + ■?)  + 11 “ ° ; 1 ' ‘ 1 ' 1 (3) 

la  difficulté  est  ainsi  réduite  à exprimer  en  fonction  de  s les  quan- 
tités x’  + p>  + p>  *4  + p- 
Or,  on  a,  en  général, 

(*"  + i)  (*  + 7)  - *"+'  + 7^  + + ih  > 

équation  d’où  l’on  déduit,  en  y remplaçant  x -{-  p para, 

+ 7^  - (*“  + tJ  3 - (*“"  + ’ 

formule  qui  donne  l’expression  *•+'  -f-  p^j  au  moyen  des  deux 

expressions  semblables  de  degrés  immédiatement  inférieurs,  m et 
m — 1. 

Soit  fait  successivement  »«  = 1,  2,  3,  4,  5 . . . . ; 
on  trouve 

*•  + ? = (*  + 7) a _ (*°  + i)  = *’  ~ 2; 
*>+i  = (*’+p)‘~  (*  + ;)  =«3-3s; 

*4  + 75  = (**+  p)  s — (*’  + p)  — *4  — 


ainsi  de  suite  à l’infini. 

En  un  vuot , ces  expressions  forment  (n°  183),  n partir  de  x’-j — ; , 

X 

une  série  récurrente  du  second  ordre,  dont  l’échelle  de  relation  est 

(*, -J). 

11  ne  s’agit  plus  maintenant  que  de  substituer  dans  l’équation  (3), 
à la  place  de  x'  -f-  p,  x5  + pj,  + les  valeurs  qu’on  vient 
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d’obtenir,  ce  qui  donne,  pour  l’équation  résultante, 

*4  — 4a’  -J-  2 -|-  p ( — 3s  ) -J-  q ( a1  — 2 ) -j-  r*  -}-  s = 0 , 

ou,  réduisant  et  ordonnant  par  rapport  à s, 

si  +P *3  + ( î _ •*  )3’  + ( r ~ 3P  )*  + * — + 2 = 0 » 

équation  d’un  degré  sous-doublc  de  celui  do  la  proposée. 

Donc,  la  résolution  de  toute  équation  de  degré  pair,  telle  que  les  coef- 
ficients des  termes  à égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux  et  de  même 
signe , peut  être  ramenée  à la  résolution  d'une  équation  de  degré  sous- 
double. 

287.  Considérons,  en  second  lieu,  l’équation  de  degré  impair 

_J_  pXr»  _j_  ÇJ’"-*  _J_ _j_  qx1  -j-  pX  -|-  1 = 0 , 

dans  laquelle  les  coefficients  des  termes  à égale  distance  des  extrê- 
mes sont  égaux  et  de  même  signe. 

Il  est  d’abord  visible  que  — 1 est  racine  de  cette  équation  ; car 
le  premier  membre  devient,  par  l’hypothèse  x ==  — I, 

+ + î — P + 1 > 

donc  cc  premier  membre  est  divisible  par  x -j-  1. 

Je  dis  de  plus  que  le  quotient  est  un  polynoiue  réciproque  de  degré 
pair,  dont  les  coefficients  à égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux 
et  de  même  signe. 

En  effet , on  voit  bien  clairement  que,  si  l’on  divise 

x’"-*-1  -j-px’"-|-  gx’*_I -j-  px'  -]-  qx  -j-  1 , par  *+1, 

ou  1 -j-  px  -f-  qx 1 -|- -J-  qx'n~  * px”  -)-  *“+■  par  1 -j-  a:, 

les  coefficients  des  termes  de  même  rang  dans  les  deux  quotients 
sont  nécessairement  égaux  (il  suffit  d’ailleurs  d’effectuer  les  deux 
divisions  pour  s’en  convaincre);  mais  le  second  quotient  n’est  autre 
chose  que  le  premier  obtenu  dans  un  ordre  inverse.  Donc  il  faut 
nécessairement  que  les  derniers  coefficients  du  premier  quotient 
soient  respectivement  égaux  aux  premiers. 

Il  résulte  de  là  qu’après  avoir  divisé  le  premier  membre  de  la 
proposée  par  x-j-  1 , on  obtiendra  une  équation  réciproque  de  de- 
gré pair  de  même  forme  que  celle  du  numéro  précédent , et  qu’on 
résoudra  de  la  même  manière. 

288.  11  nous  reste  encore  à considérer  les  équations,  de  degré  pair 

ALGEBRE.  48 
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ou  impair , dont  les  termes  à égale  distance  des  extrêmes  ont  des 
coefficients  égaux  et  de  signes  contraires.  Soit  l’équation 

xm  P "i*  qx"~y  -j- — qx1  — px  — 1=0. 

(Il  n’y  a point  ici  de  terme  du  milieu,  puisque,  sirnest  impair,  le 
nombre  total  des  termes  , *n  — {—  1,  est  pair,  et  si  m est  pair,  le  terme 
du  milieu  doit  manquer  (n°  28é)  pour  que  l’équation  soit  réciproque.) 

Cela  posé  , il  est  encore  visible  que  l’équation  proposée  est  satis- 
faite par  x = -f-  1 ; donc  le  premier  membre  est  divisible  par 
x — 1. 

Or,  si  l’on  divise 

1°  gx”1-’ -f-  ....  — qx 1 — px — lparjr—1, 

2»  — 1 — px — qx1  — -j- gx1"- • -j- pr"1- > -j- par — 1 + *» 

ou  , ce  qui  revient  au  même  (en  changeant  les  signes) , 

1 -}- px  -j-  qx1  -}- — qx"-'1  — px"-'  — x “ par  1 — x, 

on  devra  obtenir  pour  les  termes  de  même  rang  dans  les  deux  quo- 
tients, des  coefficients  absolument  identiques  (ce  qu’on  peut  d’ail- 
leurs aisément  vérifier  en  effectuant  les  deux  divisions). 

Donc  le  premier  quotient  est  nécessairement  un  polynôme  dont 
les  termes  à égale  distance  des  extrêmes  ont  des  coefficients  égaux  et 
de  même  signe;  ainsi , ce  polynôme  rentre  dans  l’un  des  deux  cas 
précédemment  examinés. 

TV.  B.  Dans  l’hypothèse  qui  nous  occupe  actuellement , si  l’on 
suppose  que  m soit  pair,  comme  en  divisant  le  premier  membre  de 
la  proposée  par  x — 1 , on  obtient  un  quotient  de  degré  tm/xurdont 
les  coefficients  sont  égaux  et  de  même  signe,  ce  quotient  est  lui-même 
divisible  par  x -)-  1 (n°  287).  Ainsi  le  premier  membre  de  la  propo- 
sée est  divisible  par  ( x — 1 ) ( x -j-  1 ) ou  x 1 — 1 ; et  lo  quotient 
est  un  polynôme  de  degré  pair  qui  rentre  dans  la  classe  de  ceux  déjà 
traités  n°  286. 

289.  En  résumant  tout  ce  qui  vient  d’être  dit , on  voit  1°  que,  si 
l'équation  réciproque  proposée  est  de  degré  pair,  et  que  les  coefficients  des 
termes  à égale  distance  des  extrêmes  soient  égaux  et  de  même  signe,  sa 
résolution  peut  être  (u°  286)  ramenée  à celle  d'unC  équation  de  degré 
sous-double; 

2°  Que,  si  V équation  est  de  degré  impair,  les  coefficients  à égale  dis- 
tance des  extrêmes  étant  égaux  et  de  même  sit/ne,  le  premier  membre 
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es!  divisible  par  x -f-  1 (n°  287)  ; et  celle  division  étant  effectuée, 
l’équation  résultante  peut  être  ramenée  à une  équation  d’uu  degré 
sous-double  ; 

3°  Que,  si  l'équation  est  de  degré  impair,  les  coefficients  à égale  dis- 
tance des  extrêmes  étant  égaux  et  de  signes  contraires,  le  premier  mem- 
bre est  divisible  par  x — 1 (n*  208)  ; et  la  division  étant  effectuée, 
on  parvient  à une  équation  susceptible  d’èlre  abaissée  à un  degré 
sous-double  ; 

-4°  Que,  si  l'équation  est  de  degré  pair,  les  coefficients  des  termes  pris 
à égale  distance  des  extrêmes  étant  égaux  et  de  signes  contraires,  le  pre- 
mier membre  est  divisible  par  x 3 — 1 (Al.  D.  n°  288);  et  si  l’on 
effectue  la  division  , l’équation  qui  en  résulte  peut  être  elle-mèrao 
abaissée  à un  degré  sous-double. 

290.  Applications.  — Soit  l’équation  générale  à deux  termes 
xm  — 1=0;  cette  équation  a évidemment  1 pour  racine  ; et  en  ef- 
fectuant la  division  par  x — 1,  on  trouve  (n*  31)  pour  quotient, 

xm~‘  -j-  :rra~’  -J-  s”-3  -J-  . . . . -}-  .ar3  -f-  x -J-  1 = 0, 

équntion  réciproque  de  degré  pair  ou  impair,  dontla  résolution  peut, 
nu  moyen  des  principes  précédents,  être  ramenée  A la  résolution 
d’une  équntion  de  degré  plus  simple. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  x5  — 1=0; 

on  a,  en  divisnut  par  x — 1, 

x'-*  x3  -f-  x3  -f-  x -f-  1=0, 
équation  que  l’on  peut  mettre  sous  la  forme 

ar’  + Jî+*4-^+,=°- 

Posons  x -J-  i = s,  d’où  x3  — zx  — 1 = 0;  il  en  résulte 

x'  4-  2 — e’,  ou  4-  -î-  = «'  — 2. 

Reportant  ces  valeurs  doi-f  ^ cl  de  x3  -jj  dans  l’équation , 

l’on  obtient  a’  — 2 -j-  a -j-  1 = 0, 

ou,  réduisant,  a3  -}-  a — 1 = 0; 

20* 
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donc  s — — ^ rfc  ^ j/s. 


D’ailleurs,  l’équation  — zx  -f-  1 = 0 donne 

B , 1 / 

x=  - ±~  l/z'  — 4; 


donc,  en  substituant  à la  place  de  » scs  deux  valeurs,  on  a,  toute 
réduction  faite, 

s — — ]■  ± | i/8dbj  (/io± 8 (/b. j/'-inr 


L’équation  a;10  — 1 = 0,  peut  encore  être  résolue  complètement 
par  le  même  moyen. 

En  effet,  on  a 

i"1  — 1 = ( xs  — 1 ) ( *5  -f-  1 ) = 0. 

On  connail  déjà  les  racines  de  l’équntion  x 5 — 1=0;  quant  à 
celles  de  l’cquation  xs  -j-  1 = 0,  comme  , par  l’échange  de  x en 
— r,  elle  devient  xs  — 1 =0,  on  voit  que  tout  se  réduit  à prendre 
avec  des  signes  contraires  les  racines  de  cette  dernière  équation. 


§ IV.  Théorie  des  fonctions  symétriques. 

Pour  compléter  l’ensemble  des  matériaux  nécessaires  à la  résolu- 
tion des  équations  d’un  degré  quelconque,  il  nous  reste  à exposer 
une  des  théories  les  plus  cnricuses  et  les  plus  importantes  de  l’a- 
nalyse : c’est  la  théorie  des  fonctions  symétriques.  Le  célèbre  La- 
grange en  a fait  la  base  d’une  méthode  pour  résoudre  les  équations 
du  troisième  et  du  quatrième  degré. 

( Les  candidats  pour  l’École  Polytechnique  peuvent,  sans  incon- 
vénient, passer  ce  paragraphe,  que  nous  n’avons  placé  ici  que  pour 
nous  conformer  à la  marche  que  nous  nous  sommes  tracée.  ) 

291.  On  appelle  fonction  symétrique  des  racines  d’une  équation, 
toute  expression  algébrique  qui  renferme  ces  racines , combinées 
de  la  même  manière , soit  entre  elles , soit  arec  d’autres  quantités. 

Ainsi,  la  somme  a -|-  à e -J-  . . . . — {—  * — {—  /,  des  racines  d'une 

équation,  la  somme  ab  -j-  ac  -j-  ad  -j-  . . de  leurs  produits 

deux  à deux  , la  somme  abc  abd  -j-  ...  de  leurs  produits 
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trois  à trois  . . . , sont  dites  des  fonctions  symétriques  des  racines. 

Le  caractère  distinctif  d’une  fonction  symétrique  de  diverses 
quantités  est,  qu’e//e  conserco  la  même  râleur  numérique,  quelque 
permutation  que  l’on  fasse  subir  à ces  quantités. 

Nous  avons  déjà  vu  (n“  2-42)  que  P,  Q,  R, T,  U,  étant 

les  coefficients  d’uric  équation,  on  a entre  les  racines  et  les 

coefficients , les  relations  a + A + c + = — P 

ab  -j-  ac  -j-  ad  -J- . . . = Q . . . . , abcd  . . . = db  U;  nous  allons 
voir  maintenant  que  toute  fonction  symétrique  ratiossells  de  ce* 
mimes  racines,  peut  être  exprimée  également  au  moyen  des  coeffi- 
cients de  l’équation. 

202.  Sommes  des  puissances  semblables  des  racines  d'une  équation. 
— Les  plus  simples  des  fonctions  symétriques,  celles  au  moyen  des- 
quelles on  peut,  comme  nous  le  verrons,  former  toutes  les  autres  , 
sont  les  sommes  des  puissances  semblables  des  racines  j telles  que 

a -f-  b -[-  c d -j- <»’  — — j—  c’  — tf’  — j—  . . . . , et  en 

général , o"  + b"  -{-  c»  -j-  d"  -j-  . . . . , n étant  un  nombre  entier 
quelconque. 

Or  , je  dis  que,  sans  connaître  les  racines,  il  est  possible  d’expri- 
mer les  sommes  de  leurs  puissances  semblables  nu  moyen  des  coeffi- 
cients P,  Q,  R,  . . . qui  sont  des  quantités  connues. 

Soit  en  effet  xm-\-  Px"-1  + Qx*‘-,+  Rx"-3  . . . + Tx+U  = 0, 
l’équation  proposée;  et  désignons  ses  racines  par  a,  A,  c,  d,  . . . . 
Si  l’on  divise  successivement  le  premier  membre  par  chacun  des  m 
facteurs  du  premier  degré,  x — a,  x — b,  x — o,  . . . , on  obtien- 
dra (n°  238),  pour  les  différents  quotients, 


X”-1  -j-  a 

x™-’  -J-  0J  x™- 

'3+03 

x“-4  + . . . 

. +a— ■ 

+ r 

+ Pa 

+ Pa’ 

+ p0— > 

+ Q 

+ Q« 

+ Qu"—3 

+ R 

+ Ro"-4 
+ . . . 
+ T... 

X— ■ + b 

x~-  J -f-  6»  xm" 

-3+A> 

x— 4 + . . . . 

—J—  bm—1 

+ P 

-f  PA 

-j- PA1 

+ PA™-’ 

+ Q 

+ QA 

+ QA"~3 

+ 11 

+ .... 

+ T 

et  aipsi  de  suite  pour  chacun 

des  facteurs  *•  — c,  x 

- d . . , 
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Maintenant , si  l’on  fait  la  sommo  de  ces  m quotients , et  que  l’on 
pose,  pour  plus  do  simplicité , 


a 4 6 

4-  c 

• . = S„ 

i»’  -f- 

+ 

+ • • 

• . = s„ 

a3  -f  A3 

-f  c3 

+ • • 

. . = s„ 

a"-1  -j-  bm~' 

4 c“-< 

• • ====  s*»! , 

on  obtient  évidemment  pour  cette  somme, 


mar~l  -j—  S.  S» 

-j-  mP,  4 PS* 

+ *Q 


4 

*— 4 4- . . . 4-s„_, 

4 PS, 

4ps«_, 

4QS. 

4-Qs— * 

4 mR 

4rs„_, 

+ • • • 

+ • • • 

-j-mT. 

D’un  autre  côté,  l’on  a vu  (n°  204)  que  Y,  ou  le  pniynomo  dérivé 
du  premier  membre  de  la  proposée,  représente  aussi  la  somme  des 
m quotients  de  la  division  de  X par  x — a,  x — b,  x — c.  . . 
or,  on  a (n°  202) 


ijPj-» 2)Qx«-j_|_(m—  3)R.r»>-* . ,-}-T. 

Donc , en  comparant  terme  à terme  ces  deux  expressions  identique « 
de  la  somme  des  tn  quotients,  on  obtient  les  relations 


Si-j-mP={m — 1)P,  ou  simplifiant , Si-j-P=0  ; 
S.-j-PS.-)-»iQ=(«i — 2)Q,  ou  bien,  S.-j-rS.-(-2Q— 0; 
Sj-f-PSj-j-QS.-(-wiR=(>n — 3)R  , ou  S ,-j-PS , — J— QS . -j-3R=0 ; 


S»_,  4-  PS„_,  + + ».T  = T, 

ou  S„,_.  — PS„_,  -|-  QSm_i  4*  * * 4“  {m — 1)  Y = 0. 

La  première  formule  donne  d’abord  In  valeur  de  S.  en  fonction 
de  P;  la  seconde  donne  ensuite  S>  en  fonction  de  P,  Q,  et  de  S.  ; 
ainsi  de  suite  ; enfin  , la  dernière  fait  connaître  S„_,  au  moyen  do 
P,  Q,  U,  . . . T,  et  do  S„_, , S„_,  . . . , qui  sout  censés  connus  d’a- 
près les  relations  précédentes. 

Pour  étendre  ces  formules  au  cas  d'une  puissance  quelconque. 
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reprenons  l’équation  proposée,  et  remplaçons  x par  chacune  des 
racines  a,  b,  c,  d ....  ; on  a les  égalités 

o"  -j-  Pa"-1  Qa"~’  -j-  ....  Ta  -j-  U = 0 j 

bm  PA"-‘  ....  T6  -J-  U = 0 ; 


Multipliant  toutes  ces  égalités  respectivement  par  a",  b*,  c*. . . . , 
et  ajoutant  les  produits  terme  à terme,  on  obtient,  d'après  les  no- 
tations convenues, 

-j-  PS„^_«_,  -j-  QSm+„_»  -j-  ....  -|-  TS»+i  -|“  US,  = 0. 
Cela  posé,  voici  l’usage  de  cette  formule  : 

Soit  « = 0 , d'où  S,  = S„  = a"  6"  c°  -{-...  = m; 
elle  devient 

S„  PSm_i  QS„_,  TSi  -j-  mU  = 0. 

Cette  dernière  formule  se  lie  immédiatement  avec  la  dernièro  des 
formules  obtenues  ci-dessus. 

Soit  fait  ensuite  n = 1 , 2 , 3,  -4,  5 . . . ; on  trouve 

S„+.  + PS„  -f  QS„,_,  -f  . . . . + TS.  + US.  = 0, 

S„+,  -j-  PS,„+.  -J—  QS„  -j—  ....  — (—  TSj  -|-  US,  = 0, 

S«+,  -f-  PSm-|_i  -j-  QS„+.  -|—  ....  TSi  USi  = 0, 


11  est  facile  de  reconnaître,  d'après  l’inspection  de  ces  formules  , 
que  Ica  sommes  fies  m premières  puissances  étant  formées,  les  sui- 
vantes forment  (n°  184J  une  séri.c  récurrente  dont  l’échelle  de  rela- 
tion est  l'ensemble  des  m coefficients  P,  Q,  Il T,  U,  de  la 

proposée,  pris  en  signes  contraires. 

La  formule  Sm+,  -j-  I’S„+._.  -}-...  peut  donner  également 
les  sommes  des  puissances  entières  et  négatives.  En  effet , soit 
d’abord  n=  1 ; il  en  résulte 

S„_,  + PSm_,  + ....  + TS„  + US_.  = 0, 

équation  d’où  l'on  peut  tirer  la  valeur  de  S-.  en  fonction  do  S,,-.., 
Sm_>,  . . .S.,  S„,  qui  sont  cciiscs  connus. 

Soit  encore  n — 2,  ns  — 3...;  on  obtiendra  do  nouvelles 
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formules  qui  donneront  S_>  en  fonction  de  S„_, , S*_> , • . . S0, 
S_.  . . . , puis  S_i  en  fonction  de  S„_>,  S„_*  , . . .S_,,  S_.;et 
ainsi  de  suite. 

Concluons  de  là  qu’une  équation  quelconque  étant  donnée,  on  peut 
toujours,  sans  connaître  ses  racines,  obtenir  les  sommes  de  leurs  puis- 
sances semblables,  le  degré  delà  puissance  étant  un  nombre  entier  quel- 
conque, positif  ou  négatif. 

Soit,  pour  exemple,  l’équation 

x^  -j-  x*  — 7ar’  — x -J-  6 = 0. 

On  a , pour  cette  équation  particulière, 

P = 1,  Q = - 7,  T = - 1,  U = 0; 
ce  qui  donne 

S,= — P— — 1 , 

S .=— PS , — 2Q=1+1 4=1  5 

S,=— PS.-QS.-3T=— 15— 7+8=— 19, 

S =3 — PS> — QS. — TS. — 4U=19-j-108 — 1 — 24=99  , 
s's=-PS*— QSi— TS.-DS,=— 99-1 83+1 5+0=-2U, 

S PSs — QSi — TS, — CS>=21 1+093— 19—90=798, 


— S,  — PS,  — QS.  — TS„ 

ü 

— S.  — PS.—  QS„—  TS_. 


19  — 15  — 7+4  _ 1 
0 0 ’ 

-15+1  + 28  + * 85 

0“  36 


Ces  valeurs  peuvent  être  aisément  vérifiées  , car  l’équation  a été 
formée  par  la  multiplication  des  facteurs  x — 1 , « + 1 , » — 2, 
x + 3 ; ce  qui  donne  +1,—  1, +2,  et  — 3,  pour  les  quatre 
racines. 

Considérons  maintenant  d’autres  espèces  do  fonctions  symé- 
triques. 

293.  On  distingue  les  fonctions  symétriques  rationnelles  et  en- 
tières des  racines  d’une  équation  , en  fonctions  symétriques  à une 
lettre,  à deux  lettres,  à trois  lettres,  etc, 
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Les  fonctions  symétriques  à une  lettre  sont  celle s dont  chaque 
terme  ne  renferme  qu’une  racine  ; telle  est  la  fonction 
que  nous  savons  déjà  (n°  U92)  exprimer  au  moyen  des  coefficients 
de  l’équation. 

Les  fonctions  à deux  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme 

renferme  deux  racines;  telle  est  la  fonction 

a"if’-{-a"c,’-{-b"a  — j—  ^ — {—  . . . . , dont  il  est  aisé  de  concevoir 

la  formation  en  prenant  tous  les  arrangements  deux  à deux  des 
tn  racines,  cl  en  affectant  les  deux  lettres  de  chaque  produit , des 
exposants  respectifs»  et  p,  d’uù  il  suit  que  le  nombre  total  des 
ternies  de  celte  fonction  est  (n°  146)  égal  à m (m  — 1). 

Les  fonctions  à trois  lettres  sont  celles  dont  chaque  terme 

renferme  trois  racines;  telle  est  la  fonction 

a"b/Jc''  -J-  oVif  -j-t'os'c’  que  l’on  obtient  en  formant  tous 

1rs  arrangements  trois  à trois , des  m racines , et  affectant  les  trois 
lettres  de  chaque  produit , des  exposants  respectifs  »,  p,  q;  ainsi, 
le  nombre  total  des  termes  est  marqué  par  »»  (m  — 1)  (m  — 2);  et 
ainsi  de  suite. 

Comme,  un  terme  quelconque  d’une  fonction  symétrique  à plu- 
sieurs lettres  èlant  cccil  , on  peut  obtenir  tous  les  autres  en  substi- 
tuant à l’arrangement  des  lettres  qui  entrent  dans  ce  terme,  les 
autres  arrangements  dont  les  m lettres  sont  susceptibles , et  en  con- 
servant aux  exposants  le  même  ordre,  on  est  convenu,  pour  abré- 
ger, de  représenter  les  fonctions  à une,  deux,  trois...  lettres,  de 
celte  manière  : T . a,,  T . a’bp,  T . a’bi’c1 ....  ; c’est-à-dire  que 
l’on  place  en  avant  de  l’un  des  termes  de  la  fonction  la  lettre  T ; et 
ces  notations  équivalent  à a -}-  b*  -j-  c"  -j- . . . , a"b f -j- 
a*bpci  -j-  a^bed'  -|-  . . . 

Les  fonctions  dont  nous  venons  de  parler  sont  dites  les  fonctions 
symétriques  élémentaires. 

On  peut  concevoir  ensuite  que  tous  les  termes  d’une  meme  fonc- 
tion soient  affectés  de  coefficients  ; mais  , pour  que  la  fonction  soit 
symétrique  , il  faut  que  tous  ces  coefficients  soient  égaux  ; et  alors 
on  peut  mettre  ce  coefficient  en  facteur  commun. 

C’est  ainsi  que  l’expression  4 a3b’  -j-  4 oV  -J-  4b,a1  que 

l’on  suppose  symétrique  en  a,  b , c . ..  , peut  se  mettre  sous  la 
forme  4 (a3bJ  «V  -|-  bV  -j- . . . ) , ou  4T  . a} b*. 

Enfin  un  polynôme  symétrique  en  a , b , c . . . peut  être  composé 
de  la  réunion  , par  addition  ou  soustraction,  de  plusieurs  fonction  f 
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symétriques  élémentaires  • auquel  cas  le  polynôme  proposé  est  dit 
une  fonction  symétrique  complexe,  en  ce  quelle  renferme  plusieurs 
fonctions  de  la  forme  T . o" , T . a'A'1 , T . a'brc * ...  ; mais 
Y évaluation  d’une  fonction  symétrique  complexe  est  évidemment 
ramenée  à celle  de  chacune  des  fonctions  élémentaires  qui  la  com- 
posent. Passons  donc  à la  détermination  de  celles-ci. 

Évaluation  des  fonctions  symétriques , à doux  , trois.  . . lettres. 

204.  On  a déjà  donné  (n°  292)  des  formules  pour  évaluer  les  fonc- 
tions telles  que  T . a"  , qui  n’est  autre  chose  que  S„.  Cherchons  à 
évaluer  la  fonction  à deux  lettres  T . a"!/.  Pour  cela  , multiplions 
entre  elles  les  deux  expressions 

o"  -j-  6"  -J-  c“  -f-  d*  -f- . . . . = T . o*  ou  S„ , 

ar  -j-  bf  cf  -j-  dr  -{-  . . . . = T . a’’  ou  Sp . 

Le  second  membre  est  T.a'XT.w,  on  S,  X Sf. 

Quant  au  premier  membre,  il  peut  arriver  deux  cas  dans  la  mul- 
tiplication : ou  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur ont  la  même  lettre,  et  dans  ce  cas  le  produit  partiel  est  un  des 
termes  de  la  fonction  T . «*+<’•  ou  bien  les  deux  termes  ont  des 
lettres  différentes,  auquel  cas  le  produit  partiel  est  un  terme  de  la 
fonctiun  T . anbr.  Comme  d’ailleurs  le  produit  total  doit  être  symé- 
trique , puisque  ces  deux  facteurs  le  sont , il  s’ensuit  que  le  premier 
membre  a pour  expression  T . a*'f'r  -|-  T . a"f»\ 

Ainsi,  l’on  a l’équation  T . «"-+-/■  -f  T . a’be  — T . o"  X T • aFi 

d’où  l’on  déduit  T . a’b?  = T . o*  X T ■ “F  — T • a'+r; 

ou,  remplaçant  T . o",  T . or,  T . o'+r,  par  S.,  S^,  S.+^, 

T . a"bP  = S.S?  — S-i+p  • > • 0). 

S,,  S,,,  Sn+f  étant  connus,  d’après  les  formules  du  n°  292,  ccllc-ei 
pourra  servir  à déterminer  toutes  les  fonctions  à deux  lettres. 

Cas  particulier.  — Si,  dans  cette  formule,  ou  suppose  n = p, 
circonstance  qui  arrive  assez  souvent  , le  second  membre  so  réduit 
à (Sn  y — S...  Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  ( qui,  en  ap- 
parence, scréduilà  T . a"b'),  il  faut  observer  que  l’on  a 

ï . a’br  = a'br  -j-  a"cr  -j-  a"d‘‘  -}-...  -f-  b-ar  -[-  car  -f-  . . . ; 
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or,  dans  l’hypothèse  de  n — p,  tous  les  termes  de  ce  polynôme 
deviennent  égaux  deux  à deux,  savoir,  a"  If  et  b' a1',  a'cf  et  c'a'’. 
donc  T . a,!»*’  se  réduit  réellement  à 2 T . a'b",  c’est-à-dire  au  dou- 
ble de  la  fonction  exprimée  par  T . a J/-,  et  dont  le  nombre  des  ter 
mes  n’est  plus  (u°  203)  le  nombre  des  arrangements,  mais  bien  le 
nombre  des  combinaisons  deux  à deux. 

Donc,  en  supposant  n = p dans  la  formule  (1),  on  trouve 

2 T . a»à*  = (S.)’  - S,.;  d’où  T . a «6*  = . . . (2). 

Tâchons  maintenant  d’évaluer  la  fonction  T . d'hi’ci. 

Pour  y parvenir,  multiplions  entre  elles  les  équations 

a" cf  -j—  andt’  —J—  . . . -J-  -j-  o'af  — |—  . . . a T . a'b!', 

o»  + b'  -f  es  -j-  d’  + = T .ai. 

On  a d’abord,  pour  le  produit  des  seconds  membres, 

T . anbf  X T . o7;  quant  aux  premiers  membres,  ou  doit  obtenir 
trois  espèces  de  fonctions  symétriques  pour  le  produit  total. 

Car,  ou  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à la  lettre 
du  terme  multiplicande,  affectée  de  l’exposant  n;  auquel  cas  le 
produit  partiel  est  un  des  termes  de  la  fonction  T . a"+f6'1, 

Ou  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  à la  lettre  du 
terme  multiplicande,  affectée  de  l’exposant  p ; et,  dans  cc  cas,  le 
produit  partiel  appartient  à la  fonction  T . a*bi’-+"i. 

Ou  bien,  elle  est  différente  des  deux  lettres  qui  entrent  dans  le 
terme  multiplicande;  et  alors  le  produit  partiel  est  un  des  termes 
delà  fonction  T . anbf  ce. 

Donc  enfin,  le  produit  total  des  deux  premiers  membres  n pour 
expression,  T . a"+s6  T . anbe+e  _j_  T . anhrcr 
Ainsi,  l’on  n pour  nouvelle  équation 

T . a*+ibr  -f-  T . -f-  T . a-bece  = T . a-bf  X T . a*; 

d’où  l’on  déduit 

T . anbPc*=  T . a-bf  XT.ai-I.  a-^bf  — T . a'bp+i  ; 

ou,  mettant  à la  place  do  Ta’,bp,  To'+^i/',  Ta'l^+i,  leurs  valeurs 
tirées  do  la  formule  (1),  et  réduisant, 

T.a"iwi=S„S/,S,  S,+^S?  — S.+)S;,  — . . (3). 
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Ctu  particuliers.  — 1°  Supposons  deux  des  Irois  exposants  égaux, 
p = q,  par  exemple;  le  premier  membre  se  réduit  à 2 T.  «"AV, 
puisque  tous  les  termes  de  la  fonction  generale  T . a'bfc'1  sont  alors 
égaux  deux  à deux  ; et  la  formule  (3)  devient 


T . a'bpc. 


S„  ( S„  y — 2S„4.^Sp  — S 4 S a -|—  2Spl_|_>p 
2 


. . (4)  : 


celte  nouvelle  formule  servira  pour  toutes  les  fonctions  à Irois  lettres 
dont  les  deux  exposants  seront  égaux. 

2°  Supposons  les  Irois  exposants  égaux,  c’est-à-dire  n=p  = q; 
le  premier  membre  de  la  formule  (3)  se  réduit  à 6T  . a'b'c",  parce 
que  tous  les  termes  (n°  145)  deviennent  égaux  sûr  à six. 

Ainsi,  celle  formule  devient 


T . a’b'c ' 


(s.)*-3s,.s.-f  as,. 
— o 


(«) 


On  parviendrait  à ce  même  résultat  d’après  la  formule  (4),  en  ob- 
servant que  » = p donne  T . a^bre1’  = 3T  . a"b'cn,  parce  que  tous 
les  termes  de  T . a'^cp  deviennent  égaux  trois»  Irois. 

Pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  marche  qui  vient  d’ètro  suivie 
pour  évaluer  T . a'be,  T . ambres,  il  est  aisé  de  voir  ce  qu’il  fau- 
drait faire  pour  l’évaluation  des  fonctions  à quatre  lettres,  à cinq 
lettres  , etc. 

295.  Nous  avons  déjà  remarqué  (n°  293)  que  toute  fonction  sy- 
métrique rationnelle  et  entière  des  racines  d’une  équation  n'est 
que  le  résultat  de  la  réunion,  par  addition  ou  soustraction,  des 
fonctions  T . a",  T . a'be,  T . a'brtf  ...  ; nous  sommes  donc  en 
droit  de  conclure  ce  théorème,  qui  est  un  des  plus  beaux  et  des 
plus  importants  de  l’analyse  algébrique  : Toute  fonction  symétrique 
rationnelle  et  entière  des  racines  d’une  équation  peut,  sans  que  l’on 
connaisse  scs  racines,  être  évaluée  nu  moyen  des  coefficients  de  l'équa- 
tion. 

N.  B.  11  en  estdemèrae  d’une  fonction  symétrique  rationnelle  et 
fractionnaire;  car,  si  l’on  conçoit  que  tous  les  termes  soient  réduits 
au  meme  dénominateur,  on  aura  une  seule  expression  fractionnaire 
dont  le  numérateur  devra,  d’après  le  caractère  distinctif  d'une 
fonction  symétriqna(u°  291),  être,  ainsi  que  le  dénominateur,  une 
fonction  symétrique  rationnelle  et  entière;  donc,  en  évaluant  cl\a • 
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cunc  (le  ces  fondions  séparément,  on  obtiendra  In  valeur  do  la 
fonction  proposée. 

296.  Applications  de  la  théorie  des  fonctions  symétriques.  — La 
théorie  des  fonctions  symétriques  donne  le  moyen  de  résoudre 
cette  question  que  nous  avons  déjà  traitée  (n°  272)  par  le  secours 
de  l’élimination  : Une  équation  dont  on  ne  connaît  pas  les  racines 
étant  donnée,  former  une  nouvelle  équation  qui  ait  pour  racine  une 
combinaison  dSternisIe  de  deux,  trois,  etc.,  quelconques  des  racines 
de  la  proposée. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  d’abord  que  l’on  veuille  former  «no 
équation  dont  les  racines  soient  la  somme  de  deux  quelconques  des  ra- 
cines de  l’équation  X = 0. 

Soient  a,  b,  c,  d ....  les  racines  de  cette  équation  ; celles 
de  la  nouvelle  équation  que  nous  appellerons  Z = 0 , seront 
a -{-  b,  a -J-  c,  a -}-  d,  b -|-  c . . . ,*  et  leur  nombre  sera  exprimé 
par  le  nombre  de  sommes  ou  de  combinaisons  différentes,  deux 
à deux,  que  l’on  peut  faire  avec  les  m lettres  a,b,c,  d,  . . . , c’est-à- 

..  . , m(  m — 1 ) . . , m (m  — 1 ) 

dire(n°  147)  par  — 1 ^ > ainsi  ce  nombre, - -,  re- 

présente déjà  le  degré  de  l’équation. 

Quant  à la  composition  de  ces  coefficients,  comme  (n°  242)  le 
coefficient  du  second  terme  est  égal  à la  somme  des  racines  prises 
en  signes  contraires,  il  a pour  valeur 

— (a-{-i)  — ( « + c ) — + )••••» 

expression  dans  laquelle  a,  b,  c,  . . . entrent  toutes  de  la  même  ma- 
nière ; ainsi  cette  fonction  symétrique  rationnelle  et  entière  peut 
s’exprimer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R ...  de  la  proposée. 

On  a de  même,  pour  le  coefficient  du  troisième  terme,  la 
somme  des  produits  deux  à deux  des  mêmes  quantités,  c’est-à- 

dire,  (o-f-6)(a-f-c)-f  (a-fà)(6~f-c)-{-(a-[-c)  ( &-f-  c)-f-. . . , 

expression  qui  est  encore  symétrique  en  a,  b,  c,  ....  et  peut 
par  conséquent  s’évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q,  R,  ...  ; 
même  conclusion  par  rapport  aux  coefficients  du  4* , 6*  . . . . 
terme,  et,  en  général,  par  rapport  au  coefficient  de  rang  n -f-  1, 
puisqu’il  n’est  autre  chose,  nu  signe  près,  que  la  somme  des  produits 
« à n des  quantités  a -{-  b,  a -j-  c . . . . , somme  qui  est  nécessaire- 
ment une  fonction  symétrique  de  a,  b,  c . . . . 
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Toute  la  difficulté  consiste  à mettre  en  évidence  tontes  ces  fonc- 
tions symétriques,  et  à les  évaluer  d’après  les  formules  établies  pré- 
cédemment ; mais  nous  verrons  bientôt  un  moyen  plus  simple  d’éva- 
luer ces  coefficients. 

On  peut  également  former  nnc  équation  dont  les  racines  soient 
des  combinaisons  de  la  formo 

a l _j_  kab,  a c -f  bac , a d kad  . . . . , 

k étant  un  nombre  connu  et  déterminé. 

Le  degré  de  celtenouvelle  équation  que  l’on  pont  encore  désigner 

nt  — ■ 1 

par  Z = 0 , est  toujours  marque  par  m . — - — ; et  scs  coefficients 

étant , au  signe  près,  les  sommes  des  produits,  une  à une,  deux  à 
deux,  trot*  à Irai*...,  des  quantités  a b -f-  kab,  a -j-  c -j-  kac... , 
sont  nécessairement  des  fonctions  symétriques  rationnelles  et  en- 
tières des  racines  de  la  proposée. 

207.  Proposons-nous,  pour  seoonde  application,  de  former  l’équa- 
tion aux  différences  des  racines  d’une  équation  donnée , question  qui 
a déjà  été  traitée  par  l’élimination. 

Nous  avons  fait  connaître  (ii°  271S)  la  forme  et  le  degré  do  cette 
équation.  Soit  m le  degré  de  la  proposée;  celui  de  l’équation  aux 
différences  est  exprimé  par  m(  m — 1 ).  De  plus,  elle  est  de  degré 
pair , et  ne  renferme  que  des  puissances  de  degré  pair  ; en  sorte 
. , . , »i  ( tn  — 1 J 

que,  si  l’on  pose,  dans  celle  équation,  «’==  s et — 1 — - = n, 

l’équation  prend  la  forme 

+Q'*-’+...+  T'«4-ü'  = 0 . . .(1); 

et  les  racines  de  celte  nouvelle  équation  sont  les  carrés  des  diffé- 
rences des  racines  do  la  proposée. 

Les  coefficients  P',  Q' T,  D',  sont  les  mêmes  que  ceux 

de  l’équation  aux  différences;  mais  elle  est  de  degré  sous-double,  et, 
par  cela  même , plus  simple  à considérer. 

Cela  posé,  si  a,  b,  c,  d . . . . , sont  les  racines  do  la  proposée,  on 
a , pour  celles  de  l'équation  (1), 

(a  — b)’,  (a  — c)’,  (b  — c )’  . . . .; 

donc,  d’après  la  composition  connue  des  ëquntions,  les  coefficients 
P',  Q',  R',  . . . sont,  au  signe  prèsponr  quelques-uns,  les  sommes 
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des  produits  1 à 1,  2 à 2,  3 à 3 . . . . des  quantités 
(«  — 4)%  («  — c)*,  (4  — c)*  ....  -, 
c’est-à-dire  que  l’on  a 

— P'  = (a—  4)’  -j-  ( a — c)’  -f-  . . . . , 

Q'  = (a  — 4 )*  (a  — c)’  (a  — 4)’  (à  — c }’  -J-  . . . 

— R'  = ( a — b y (a  — c }’  ( 4 — c ... 


Or,  toutes  ces  expressions  sont  des  fondions  symétriques  que  l’on 
peut  évaluer  au  moyen  des  coefficients  P,  Q , R , . . . de  la  pro- 
posée. Toutefois  , si  l’on  effectuait  ces  développements,  les  diverses 
fonctions  que  l’on  obtiendrait  seraient  des  fonctions  à une  , deux  , 
trois  , etc. , et  en  général  à p lettres  (si  l’on  considère  lecoefficient 
de  rang  (p  -j-  1 );  et  ces  coefficients  s’évalueraient  avec  beaucoup 
de  peine  dans  la  pratique. 

Mais  il  existe  un  moyen  plus  simple  de  calculer  P',  Q',  R'  . . . 

Les  formules  S,  -j-  P = 0,  S.  -j-  PS,  -J-  2Q  =0  . . .,  obtenues 
numéro  292  , font  connaître  S, , S. , Ss,  ....  en  fonction  de  P, 

Q,  R,  . . . 

Jléciproquetnent,  connaissant  à priori  les  sommes  S, , S. , Si  . . . . 
des  racines  d’une  équation  , on  pourrait  calculer  les  coefficients 
P,  Q,R,  . . . d’après  les  mêmes  formules;  car  elles  donnent 


P = -S.,  Q 


R = 


— Si  — PS.  — QS. 


donc,  si  nous  pouvions  évaluer  les  sommes  des  puissances  sembla- 
bles des  carrés  des  différences,  (o  — 4)’  . (a  — c)*  . . nous 
obtiendrions  facilement  les  valeurs  do  F,  Q',  R'  . . . . 

Or,  en  appelant  S'. , S'. , S'. , S'« , . . . . les  sommes  des  puissances 
semblables  des  racines  de  l’équation  (3),  on  a 

S',  = (a  — 4)’-f(«— c)’  + (a—  d)’-f.  ..  = (*«— 1)T.  o’— 2T.n4, 
S',  = (a  — 4)< -f  (a— c)4+ ...=  (m  — 1 )T  . ai — 4 T . o’4 -f 6 T . a’4% 
S',  = (a  — 4, 6 -f  (a — c)6  (m— I)T  . ac  — 6 T . o54  -f-  16T . 044* 

— 2QT.o34’, 


Explication  de  ce  tableau.  — Il  est  évident  d’abord  que  les  déve- 
loppements de  S'. , S'.,  S'«  . . . ne  peuvent  sc  composer  que  de 
fonctions  symétriques  à une  ou  deux  lettres  au  plus;  quant  à la  ma- 
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nière  de  le»  obtenir,  on  observera  que,  dans  chacun  d’eux  , a1,  ou 
<j4,  ou  a6,....  doit  être  répété  autant  de  fois  que  l’on  peut  former  do 
différences  entre  la  racine  a et  toutes  les  autres  dont  le  nombre  est 
wi  — 1;  donc  les  fonctions  T .a’,  T.af,  T . ae,  . . . ont  toutes 
( m — 1 ) pour  coefficient. 

Les  coefficients  des  autres  fonctions  sont  d’ailleurs  ceux  des  dé- 
veloppements des  puissances  ( a • — 6 )’,  ( a — fc)4,  ( a — b)*  , 

depuis  le  second  inclusivement  jusqu’au  coefficient  du  terme  qui  tient 
le  milieu,  aussi  inclusivement.  Enfin,  les  diverses  parties  sont  alter- 
nativement positives  et  négatives  , comme  dans  les  développements 
de  (a  — b )’,  ( a — b )4  . , . . 

Le  nombre  des  sommes  S', , S’, , S'j  . . . qu’il  est  nécessaire 
d’évaluer,  est  égal  au  nombre  des  coefficients  P',  Q',  R' ...  de  l’é- 
quation (3);  par  conséquent,  la  dernière  somme  est  S'„. 

Cela  posé,  voici  la  marche  qu’il  faut  suivre  dans  la  pratique  pour 
évaluer  ces  sommes  : 

On  commence  par  calculer  les  sommes  S. , S.  , Si  , jusqu'à 

S. ,  ou  S»(«-,),  des  racines  de  la  proposée  (1);  puis  à l'aide  des  for- 
mules du  n°  294,  on  évalue  toutes  les  fonctions  T . ab  , T . a3b , 

T . a’i’...  ; d’où  l’on  conclut  les  valeurs  de  S', , S'. , S'i ,...  S', , et 

par  suite,  celles  de  P',  R',  ...  . T',  U'. 

298.  Soit  proposé  de  former  l’équation  aux  carrés  des  différences 
des  racines  de  l’équation  x’3  — Ix  -J-  7 = 0. 

( tn  — 1 ) 

Cette  équation  étant  du  3"  degré,  on  a m = 3;  ainsi, 

M 

l’équation  cherchée  est  de  la  forme  a5  -j-  Fs’  -j-  Q's  -j-  R'  = 0 ; 
c’est-à-dire  qu’il  y a trois  coefficients  à déterminer , et  par  consé- 
quent, trois  sommes  S', , S', , S'i , à calculer.  Cela  posé,  on  a 

P = 0,  Q = - 7,  R = 7 j 
d’où  l’on  déduit , tout  calcul  fait , 


S.  =0,  S.=  14,  S,  = —21,  S,  = 98,  S , = — 248,  S,  = 833, 

T. a’=  S.  = 14,  T . a6  = S«  = 833', 

T . ai  = Q =—  7,  T . a56  = S,  S.  — S«  = — 833, 

T . a<  = S,  = 98,  T . a^b^=  S,  S,  — S.  = 539, 


T . a’i=— S,  = - 08, 


T . a343  = 


(S,)’  — S, 


= —190: 


T . a’i’- 


(S.)’  — S,  198  — 98 


= 49; 
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donc  S',  = 2 T . a’  — 2 T . ab  = 42 , 

S'.  = 2 T . a*  — 4 T . o’fc-f-  6T.a’5’=882  , 

S',  = 2 T.  a6—  6T.o56+13T.oi6»—  20T.a3È3=  18089; 

ainsi , A cause  des  formules 

S'.-f  F=0,  S’.-j-FS'i-f-2Q'  = 0,  S',  + FS'.4-Q'S'.+3R'=0, 
ona  P'=  — S'.  = — 42 , <y  = --3.‘  -*■■■’  =441, 

-y,-py.-Qy^ 

3 

Dono  enfin  , l’on  obtient 

a3  _ 42s’  -f  441s  — 49  = 0, 

pour  l’équation  aux  carré*  des  différences  des  racines  de  l’équatiou 
*3_  7s + 7 = 0. 

Nous  engageons  les  commençants  à traiter  ce  même  exemple  par 
l’élimination  , afin  do  comparer  les  deux  méthodes. 

299.  Ce  moyen  de  déterminer  le3  coefficients  de  l’équation  aux 
carrés  des  différences  peut  être  également  employée  pour  détermi- 
ner les  coefficients  de  l’équation  aux  sommes  des  racines  prises  deux 
à deux,  a -J-  è,  a -|-  c,  A -}-e  . . . . (ray.  n°  296). 

Soit  s’-]-  P*’  -J-  Qx  -}-  R =0,  l’équation  proposée;  l’équa- 
tion auar  sommes  a -J-  b,  a -{-  c,  b c,  serait  de  la  forme 
*3  -}-  Fs’  -j-  Q's  -f-  R'  = 0;  et  en  appelant  S',,  S',,  S',,  les  som- 
mes des  puissances  semblables  des  racines  de  cette  seconde 
équation,  on  aurait,  pour  déterminer  S',,  S',  S',,  les  formules 

S't  = (<*-j-è)  +(°+c)  -j-(b-J-c)  ==2(a -f-è-{-c)=2T.n,, 
S'.  = (o -j-  b )’  -f  ( a -f  c )’  -f  ( b + c )’  = 2T  . o’  + 2T  . ab, 

S',  =(o+b )3  +(a  + c)3 -j-( t-f-  c)3  = 2T  . fl3  + 3T  . a’b. 

Après  avoir  calculé  les  sommes  S,,  S, , S,,  de  la  proposée,  on  en  dé- 
duirait les  valeurs  de  T . o’,  T . ab,  T . o3,  T . a'b,  ce  qui  ferait 
connaître  S',  S',,  S',;  et  l’on  obtiendrait  enfin  F,  Q',  R',  d’après 
les  formules 

S',  + F = 0,  S'.+FS'.-j- 2Q'=  0,  S',  -f  P'S',  -j-Q'S',  +3R'=0, 

On  opérerait  d’une  manière  analogue  pour  former  une  équation 
ILGtBSI.  27 


Digitized  by  Google 


438  APPLICATION 

dont  les  racines  fussent  des  combinaisons  de  celles  do  la  proposée,  de 

la  forme  a + 6 + kab,  a + c + kac,  ...  ; on  aurait,  pour  une 
équation  du  degré , 

g'.  _(a  + fc  + jtal)  + (a  + c + Aac)+....  = (»t— l)T.a‘-|-*T,ai; 

g'  __ raA-b4-kaby  -f-  . . . = (*»— 1)  T .a’  + 2T  . ai  + 2AT  . a’b 
* V +A’T.o’l’; 

S'  s ={  o + 14-  Aai)3  + . . . =(  m — 1 ) T . a3+3T  . a’i 
’ + 3A(T.a3l  + 2T.a’l>) 

+ SA’  T . o3!1  + A3T  . a3!3; 


Nous  proposerons  les  exercices  suivants  : 

Déterminer,  1°  l’équation  aux  carrés  des  différences  des  racines  de 
l’équation  x3  — 6*  — 7 =0. 

( Itésultat a3  - 30a’  + 324a  + 430  = 0.  ) 

Cet  exemple  a déjà  été  traité  (n°  274)  par  la  méthode  d’éliminn- 
tion. 

2°  L’équation  aux  sommes  deux  à deux  des  racines  de  l’équation 

*3  _ 3x  + 2 = 0. 

( Itésultat a3  — 3a  — 2 = 0.  ) 

3°  L’équation  dont  les  racities  soient  des  combinaisons  de  la  forme 
a + b + al,  des  racines  de  l’équation 

»3  + Sx’  — 4x  — 12  = 0. 

(Résultat a3  + 10a’+  17a  — 28  = 0.) 

4°  L’équation  dont  les  racines  soient  les  sommes  deux  à deux  des 
racines  de  l’équatiou  x*  — 8x3  — 3x*  + 42x  + 40  = 0. 

( Résultat 

„6  _ i8as  + 98z<  — 96a3  — 747a’  + 2322a  — 1944  = 0.  ) 

300.  Nous  terminerons  les  applications  de  la  théorie  des  fonc- 
tions symétriques  par  la  démonstration  d’un  très-beau  théorème  sur 
l’élimination. 

Ce  théorème,  dû  à Bezout,  consiste  en  ce  que  le  degré  de  l’squa- 
tios  fissis  qui  résulte  de  l'élimination  de  l’une  des  inconnues  entre 
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deux  équation»  d’un  degré  quelconque  à deux  inconnue»,  ne  peut  être 
plu»  grand  que  le  produit  de»  degré»  de»  deux  équation»  ; et  il  est  juge- 
ment égal  à ce  produit,  torique  le»  équation» proposée»  tout  te» plu»  géné- 
rale» de  leur»  degré». 

Avant  de  développer  la  démonstration,  il  est  indispensable  de 
faire  connaître  la  forme  d’une  équation  complète  du  miim4  degré  à 
deux  inconnues. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n°  116}  que  toute  équation  du  second 
degré  peut  être  ramenée  à la  forme  31x’  — Nj  — f-  P = 0 , M étant 
une  quantité  toute  connue  , N un  polynôme  du  premier  degré  en  y, 
et  P un  polynôme  du  second  degré. 

En  général,  une  équation  à deux  inconnues  est  dite  du  m"**  degré 
lorsque,  le  plus  haut  exposant  de  chaque  inconnue  étant  m,  la 
somme  des  exposants  de  ces  deux  inconnues  dans  un  même  terme , 
ne  surpasse  pas  m (*).  Il  résulte  évidemment  de  là  que  toute  équation 
du  degré  m peut  être  ramenée  à la  forme 

A*"  + Bx— • C**—  -f-  Dx*—5  4-  . . . . 4-  T*  4-  ü = 0, 

A étant  une  quantité  connue,  numérique  ou  algébrique, 

B un  polynôme  du  1er  degré  en  y,  tel  que by  -f-  b', 

C un  polynôme  du  2«  degré cy’  — c'y  4~  c"t 


D du  3e  degré  ....  dy3  -j-cty7  4~  d"y  4~  d"': 

T du  ( m — 1 )<,*“  degré  . . . /y”1-*  4~  f'y"*- ’ 4~ 

U du  m""*  degré  . , . «y™  4“  u'ym~t  4- 


201.  Cela  posé,  considérons  les  deux  équations  à deux  incon- 
nues, 

Ax*  4-  B*'"-1  + C*"-*  4-  . . . . 4-  Tx  4-  U = 0, 
a'x*  -f  bv-  -f  c'x—  4- . . . . -f  T'x-j-  ir  = o, 

que  nous  désignerons,  pour  abréger,  par  M==0,  N = 0. 

Concevons  en  outre,  quoique  nous  n’en  oyons  pas  encore  les 
moyens,  que  la  première  équation  soit  résolue  complètement  par 


(*)  On  «tippcie  ici  que  le»  dénominateurs,  s’il  y en  s,  ne  renferment  pu  les  incon- 
nue» x et  y ; autrement , il  Faudrait  d'abord  chasser  les  dénominateur*  ( y oyez  1a 
remarque  du  n”  <)j). 

iV 


Digitized  by  Google 


424 


APPLICATION  A L’ÉLIMINATION. 

rapport  à x,  et  donne  les  m valeurs  x — a,  x = b,  x = c,  . . . . 
(a,  A,  c,  . . . étant  alors  des  fonctions  de  y );  chacune  de  ces  m 
valeurs  de  x,  substituée  dans  l’équation  M = 0 , doit  la  vérifier, 
quelque  valeur  que  l’on  attribue  à y après  cette  substitution. 

D'un  autre  côté,  si  l’on  substitue  ces  m valeurs  successivement 
dans  le  premier  membre  de  l’équation  N = 0,  on  obtient  les  «pres- 
sions 

A'a"  -J-  B'a"  -j-  . . . , A'fr*  -}»  B'i"-*  -J- . . . , A'c"  -J-  B'c"- 1 -j-  ., 

qui  sont , en  général , des  fonctions  irrationnelles  de  y.  Or , je  dis 
que  toute  valeur,  y = f,  qui  rend  nulle  l’une  de  ces  fonctions , est 
une  valeur  convenable  (n°  267).  En  effet , supposons , par  exemple, 
queff  rende  nulle  la  fonction  A'a"  -|-  B'a"~*  -J-  . . . . ; et  désignons 
par  x = tt,  ce  que  devient  x=  a,  lorsqu’on  remplace  y par  G dans 
a;  le  système  ( x = a , y=C)  vérifie  évidemment  M = 0,  puis- 
qu’on a déjà  vu  que  x = a la  vérifie  quel  que  soit  y.  En  second  lien, 
y — G rendant  nulle  la  fonolion  A'o» -j-  BV1-1  -}-  . . .,  qui  n’est 
autre  chose  que  le  premier  membre  de  N = 0,  dans  lequel  on  a mis 
a à la  place  de  x,  vérifie  N = 0 en  même  temps  que  x — a,  valeur 
de  a,  qui  correspond  à y = G.  On  voit  donc  que  {x  — a,  y=C) 
forme  un  système  commun  aux  deux  équations  M=0  et  N = 0; 
ainsi,  y = £cst  une  valeur  convenable . 

Réciproquement,  foule  valeur  convenable  de  y doit  anéantir  l’une 
de»  fonctions  ci-dessus.  Car,  pour  être  convenable,  il  faut  qu’elle  satis- 
fasse aux  deux  équations  en  tuêine  temps  qu’une  certaine  valeur 
de*;  or,  toutes  les  valeurs  de  * convenables  6ont  comprises  dans 
. x — a,  x = b,  x—  c, . . . ; et  dès  que  l’on  fait  x ==o,  ou  x=b,  .... 
le  premier  membre  de  N = 0,  retombe  dans  l’uno  des  fonctions  ci- 
dessus,  qui  doit  par  conséquent  s’évanouir  par  l’hypothèse  y = C. 

On  peut  conclure  de  là  que,  si  l'on  égale  à 0 le  produit  de  toutes  ce « 
fondions,  l'tq iatios  qu’on  obtiendra  sera  (sans  aucun  facteur  étran- 
ger) l’équation  finale  qui  résulte  de  l’élimination  de  x entre  les  deux 
équations  proposées. 

Cette  équation  finale  est  donc 

( A'a- -f B'a" ~ ‘ . -f  T'a  -{-  U')  ( A'i"  + B'i— 1 -f- . . . . -j- T'i -f  0') 

(A'c"+B'c—  + T'c-j-U') =0  ....  (Y). 

Sa  formation  semble  reposer  sur  la  résolution  complète  de  l’équa- 
tiou  M = 0 par  rapport  à x;  mais  nous  alluus  voir  que  cela  n’est 
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pas  nécessaire,  et  nous  reconnaîtrons  dans  ce  qui  vient  d’être  dit 
une  nouvelle  méthode  d'élimination. 

Remarquons  d’abord  que  l’équation  (Y)  ne  change  pas,  quelque 
permutation  que  l’on  fasse  entre  les  racines  a,  b,  e . . . ; ainsi  le  pre- 
mier membre  est  (n°  291)  une  fonction  symétrique  rationnelle  et 
entière  des  racines  de  l'équation  M = 0 , résolue  par  rapport  à x. 
Donc,  en  vertu  du  théorème  n°  295  , ce  premier  membre  peut  être 
exprimé  au  moyen  des  coefficients  A,  B,  C, . . . de  l’équation  M = 0; 
et  il  est  possible  de  former  l’équation  (Y)  sans  que  l'on  soit  obligé 
de  résoudre  d’abord  l’éqnation  M = 0. 

Cette  méthode,  qni  est  assez  simple  pour  deux  équations  du  se- 
cond degré,  devient  très-laborieuse  lorsqu’on  veut  l’appliquera  des 
équations  d’un  degré  plus  élevé.  Elle  a toutefois,  sur  la  méthode 
exposé  u°  269,  et  sur  plusieurs  autres,  l’avantage  do  conduire  tou- 
jours à la  véritable  équation  finale , sans  l'introduction  d’aucun  fac- 
teur étranger. 

Mais  ici  notre  principal  objet  est  de  démontrer  le  théorème  sur  le 
degré  de  l'équation  finale. 

802.  Pour  déterminer  le  degré  en  y de  l’équation  (Y) , il  suffit  de 
considérer  un  terme  de  rang  quelconque.  Or,  chaque  terme  de  ce 
produit  seformede  la  multiplication  d’un  terme  du  premier  facteur, 
pur  un  terme  du  second  , par  un  terme  du  troisième  ....  ; soient 
K o*,  k '/>*',  R"e*".... , des  termes  pris  au  hasard  dans  chacun  des  m 
tableurs  j le  terme  correspondant  du  produit  sera 

K . K'  . K" X o*6*V" ; 

d’ailleurs,  le  pruduit  total  est  symétrique  en  a,  b,  c,  ... . donc,  ce 
terme  fait  partie  d’une  des  fonctions  symétriques  qui  entrent  dans 
la  composition  de  (Y)  ; et  cette  fonction  partielle  peut  elle-même  être 
représentée  (n*  283)  par 

K . R'  . R". ...  X T . o*i*'c*"  . . . 

Il  suffit  donc  de  déterminer  le  plus  haut  degré  en  y de  cette  fonc- 
tion. 

Si  l’on  se  rappelle  la  composition  des  formules  qni  donnent 
Si  , S. , St , . . . (n°  292),  et  que  l’on  ait  égard  aux  degrés  en  y des 
coefficients  A,  B,C,...de  l’équation  M ==  0 (n°  300) , on  verra 
que  S, , S, , Si .....  S* , sont  du  1",  2e,  8*....  et  en  général,  du  degré 
h en  y.  Donc,  S»  X X s»"  . • • est  d’un  degré  marqué  par 
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A -(-  h'  -f-  A"  -j- . . . . ; et  d'après  les  formules  du  n°  294 , qui 
donnent  l’expression  d’une  fonction  symétrique  quelconque, 
T . a*6*'c*"  ....  est  aussi  du  degré  A -f-  A'  -f-  A" . . . , et  ne  peut 
surpasser  ce  degré. 

D’un  autre  côté,  soient  A,  A',  k"  . ...  les  exposants  de  y dans  les 
coefficients  R , R' , K"  . . .;  In  somme  des  exposants  du  produit 
K . K'  . R"  ....  est  k ~j-  k'  -j-  k"  -(-...  . Ainsi , dans  la  fonc- 
tion K . R'  . R"  ...  X T • a‘A*'c*"  . . . . , la  sommedes  exposants 
est  k k'  -J-  A"  -f-  . . . . -j-  h h'  -j-  h"  . . . . ; mais , d’après  lu 
composition  de  l’équation  N = 0,  l’on  a tout  au  plus 

A-fA  = n,  A'-fA'  = n,  4"  -j-  A"  — n . . . . 

. Doue  enfin  , la  fonction  symétrique  ci-dessus  est  tout  au  plus  d’un 
degré  marqué  par  n -|-  n . . , ou  w»  X "•  C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  V équation  aux  différence»  étant  (u°  273)  le  résultat  de  l’éli- 
mination de  x entro  les  équations 

X = 0, 

Y + ïj  w 4"  j — 3 *’  “f"  • • • • 4"  •**_I  = O» 

dont  la  première  est  du  degré  m en  x,  et  la  seconde  du  degré  m — 1 
en  x cl  « , il  s’ensuit  que  cette  équation  finale  doit  être  du  degré 
m ( m — I );  et  c’est  en  effet  ce  qui  a été  reconnu  (n°  273). 

Le  théorème  précédent  est  également  applicablo  à un  nombre 
tn  d’équations  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues  ( F oyez, 
pour  sa  démonstration,  un  Mémoire  de  M.  Poisson,  Xi"  cahier  du 
Journal  de  T École  Polj/techniyue,  page  109). 


CHAPITRE  VIII. 

Résolution  des  Equations  numériques  à une  ou  à plusieurs 
inconnues. 

Les  principes  que  nous  avons  établis  dans  le  chapitre  précédent, 
sont  applicables  a toutes  les  équations,  de  quelque  nature  que  soient 
leurs  coefficients,  numériques  ou  algébriques  ; cl  ces  principes  dui- 
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vent  être  regardé!  comme  le*  éléments  des  méthodes  employées 
pour  résoudre  les  équations  de  degré  supérieur. 

Nous  avons  déjà  dit  que  les  analystes  ne  sont  parvenus  jusqu’à 
présent  qu’à  la  résolution  des  équations  générales  du  troisième  et 
du  quatrième  degré.  Les  formules  qu’ils  ont  obtenues  pour  les  va- 
leurs des  inconnues  sont  si  compliquées  et  d’un  usage  si  peu  com- 
mode, lorsque  toutefois  ou  peut  les  appliquer  ( ce  qui  n’est  pas  tou- 
jours possible  ),  que  l’on  doit  regarderie  problème  de  la  résolution 
des  équations  algébriques  d’un  degré  quelconque,  comme  plus 
curieux  qu’utile.  Aussi  les  analystes  ont-ils  dirigé  principalement 
leurs  recherches  vers  la  résolution  des  équations  numériques,  c'est-à- 
dire  de  celles  qui  proviennent  do  la  traduction  algébrique  d’un 
problème  dont  les  données  sont  des  nombres  particuliers  ; et  ils  ont 
trouvé  des  méthodes  an  moyen  desquelles  une  équation  numérique 
d’un  degré  quelconque  étant  donnée,  on  peut  toujours  déterminer  les 
racines  qu’elle  renferme. 

C’est  l’ensemble  de  ces  méthodes  que  nous  nous  proposons  de  dé- 
velopper dans  la  première  partie  de  ce  chapitre. 

La  seconde  aura  pour  objet  le  complément  de  l’élimination  , ou 
la  résolution  des  équations  numériques  à plusieurs  inconnues. 

PaiaifcRE  Mini.  Equations  numériques  à une  inconnue.  — [Pour 
la  généralité  do  nos  raisonnements,  nous  représenterons  encore  l’é- 
quation proposée  par  x™  -|-  -j-  Qjr"  >-j-  . . . = 0;  mais  les 

lettres  P,  Q . . . . seront  censés  désigner  des  nombres  particuliers 
et  des  quantités  xEeliss,  positives  ou  négatives.] 

§ Ier.  Principes  fondamentaux.  Limites  des  racines. 

303.  Premier  friscipe.  — Si  deux  nombivs  p et  q ( de  signes  quel- 
conques ),  substitués  à la  place  de  x dans  une  équation  numérique , 
X = 0,  donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  ces  deux  nombres 
comprennent  au  moins  une  racinr  réelle  de  la  proposée. 

Avant  de  démontrer  cette  proposition,  nous  ferons  voir  que,  si 
un  nombre  a,  mis  à la  place  de  x dans  un  polynôme  X,  fonction  entière 
de  x (n°  230),  mais  dont  les  coefficients  sont  numériques  et  réels,  a 
donné  un  certain  résultat  A,  on  pourra,  en  remplaçant  x par  a -j-  u, 
et  prenant  « suffisamment  petit,  obtenir  un  nouveau  résultat  qui  dif- 
fère du  premier  d’une  quantité  moindre  que  toutegrandeur  donnée. 
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S, lient  en  effet  A,  B,  C,  D,  . . . . ceque  deviennent  les  polynômes 

b y 

X,  Y,  -jr-,  — — y,  ....  (n°  264)  quand  on  y met  a au  lieu  dex;  le 

é*  '2  . o 

polynôme  Xdeviendra,  par  la  substitution  de  a-j-  u, 

A -j-  Bu  -)-  Cu’  -j-  Dm3  u", 

ou  bien  A -j-  «(B-j-  Cu  -j-  Du’  —J—  ...  — u"— '). 

La  quantité  u ( B -}-  Cu  -J-  . . . ) est  l’expression  de  la  différence 
entre  les  résultats  des  substitutions  dea-j-n  cl  de  a ; et  c’est  cette 
différence  qui  doit  être  reconnue  susceptible  de  devenir  moindre 
que  toute  grandeur  donnée,  pour  une  valeur  deu  convenable. 

Or,  B,  C,  I)  . . . , étant  des  quantités  finies  de  signes  quelcon- 
ques, considérons  le  cas  le  plus  défavorable  qui  puisse  se  présenter, 
celui  où  elles  seraient  toutes  de  même  signe  et  égaies  à K,  la  plus 
grande  d’entre  elles.  L’expression  u ( B -J-  Cu  . . ) devient 


Ku  ( 1 -f-  M-— ‘ )> 

K«  ( 1 — u") 


ou  (n°31)  K “ ^ ‘ — J1  ■,  quantité  moindre  que  y—-  i dans  lo 
cas  de  u < 1. 

Cela  posé,  si  l'on  veut,  par  exemple,  que  la  différence  soit  moin- 
dre qu’une  quantité  donnée  N,  il  n’y  a qu’à  poser 

N 


ku 
1 — U 


: OU 


< N,  ce  qui  donne  u = ou  < 


et  toute  valeur  deu  qui  satisfera  à celte  dernière  condition,  satis- 
fera nécessairement  à l’inégalité 

Ku  ( 1 -J-  u -f-  u1  -j-  . . . -}-  u1"— 1 ) <[  N, 

et  à plus  forte  raison,  à l’inégalité 

u ( B + Cu  -f  Du’  + . . . ) < N.  C.  Q.  F.  D. 


Nous  pouvons  actuellement  démontrer  le  principe  énoncé  ci- 
dessus. 

Les  deux  nombres  p et  q mis  à laplacedexdans  l’équation  X = 0, 
donnant,  par  hypothèse,  deux  résultats  de  signes  contraires,  P,  et 
Q,,  on  peut  concevoirque  l’on  fasse  varier x par  degrés  insensibles 
depuis  p jusqu’à  q ; les  résultats  des  substitutions  successives  varie- 
ront aussi  pnrdegrés  insensibles,  c’est-à-dire  de  manière  à ne  dif- 


i 
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fcrer  les  uns  des  autres  que  de  quantités  aussi  petites  que  l’on  vou- 
dra ( ce  qu’on  exprime  eu  disant  que  le  polvnoine  X est  soumis  à 
la  loi  de  continuité  dans  l’intervalle  de  P,  à Q,  ).  Or,  une  quantité 
qui  est  constamment  finie  (*)  ne  peut  passer  de  positif  au  négatif, 
ou  réciproquement,  qu’en  passaut  par  lu  valeur  0.  Donc,  parmi  les 
nombres  compris  entre/)  et  q,  il  y en  a nécessairement  au  moins 
un  qui  donne  un  résultat  égal  à 0;  et  ce  nombre  est  alors  une  ra- 
cine de  l’équation  X = 0. 

30A.Sico.vd  rmvcipi.  — De  ce  que  deux  nombres  substitués  à la 
place  de  x dans  une  équation  donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires,  on  est  en  droit  de  conclure  qu’ils  comprennent  au  moins 
une  racine  réelle  ; mais  ou  ne  peut  pas  affirmer  qu’ils  n’en  compren- 
nent qu'une  seule,  et  ils  peuvent  en  comprendre  un  nombre  impair 
quelconque.  Ceci  résulte  d’une  nouvelle  proposition  que  nous  allons 
démontrer,  et  qui  consiste  en  ce  que,  si  deux  nombres  comprennent 
un  nombre  impair  quelconque,  2n  -j-  1,  de  racines  réelles,  les  résul- 
tats de  leur  substitution  à la  place  de  x sont  de  signes  contraires  ; et 
s'ils  en  comprennent  un  nombre  pair  quelconque  2n,  les  résultats  de 
leur  substitution  sont  nécessairement  de  même  signe. 

Pour  mettre  cette  proposition  dans  tout  son  jour,  désignons  par 
a,  b,  c . . . . celles  des  racines  de  l’équation  proposée  X = 0,  que 
1 on  suppose  comprises  entre  deux  nombres  donnés p et  q,  désignés 
quelconques,  et  par  V le  produit  des  facteurs  du  premier  degré  eu  x, 
qui  correspondent  aux  raeiues  réelles  non  comprises,  et  aux  raci- 
nes imaginaires. 

Le  premier  membre,  X,  de  l’équation  peut  se  mettre  sous  la 

forme  ( * — a)  { x — b)  {x  — c ) . , . X Y» 

Substituons  maintenant,  dans  le  produit  précédent,  p et  q à la  place 
de  x ; nous  obtenons  les  deux  résultats 

(p—a)  (p  — b)  ( p — c ) ...  X Y', 

(?  — a)  (?  — b)  (q  — c)  • • • X Y". 

Y et  Y"  désignant  ce  que  devient  Y lorsqu’on  y remplace  x par  p 


(*)  En  général,  une  fonction  de  x peut  passer  de  Tétât  positif  à l’état  négatif,  soit  en 
payant  par  V infini,  soit  en  passant  par  la  valeur  zéro  ; mais  ici,  les  coefficients  de  la  pro- 
posée étant  des  nombres  fini*,  et  x n'entrant  pas  en  dénominateur,  la  valeur  de  X ne 
peut  pas  devenir  in  finit. 
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et  g,  ces  deux  quantités  Y'  cl  Y"  sont  nécessairement  de  même  signe  ; 
puisque  autrement , en  vertu  du  premier  principe,  Y aurait  encore 
au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre  p et  q,  oo  qui  serait 
contre  l'hypothèse. 

Cela  posé,  pour  déterminer  plus  facilement  les  signes  des  deux 
résultats  ci-dessus,  divisons  le  premier  par  le  second  ; il  vient 


(P -a)  ( p-b)(p-c ) X r 

(9  — o)  (9  — fc)  (g  — c)  ....  X Y"’ 


ou  bien  X - \ X X • 

q — a q — b q — c 

Mais  p et  q comprenant  les  racines  a,  b,  c,  d 

> 


XF- 


on  a micessai- 


p ' a,  b,  c,d,  . . 
o,  b,  c,  d,  . 


renient 
et 

d’où  l’on  déduit  p — a,  p — b,  p — c, 
et  q — o,  9 — b,  q—c, 


> 

' < 

< 

' > 


0. 

0; 


donc,  puisque  p — a et  9 — a sont  de  signes  contraires,  de  mémo 
quep  — b et  9 — b,  p — c etg  — 0 ....  , les  quotients  partiels 


1 — b 


Y 


sont  tous  négatifs  ; d’ailleurs 


ainsi,  le  produit  — - X ^ r X 

q — a q — — 0 


p - a 

9 — a’  q — b ’ 9 — c 

est  essentiellement  positif,  puisque  Y"  et  Y"  sont  de  même  signe  ; 

~c  vx  Y 

— X-  • • • *^7/  ) sera  ne- 

gatif  si  les  racines  comprises  a,  h,  c . . . sont  eu  nombre  impair , 
et  positif  si  elles  sont  en  nombre  pair. 

Donc  enfin  les  deux  résultats  (p  — a){p  — b)  (p  — c) ...  X Y' 
et  (9  — n)  (9  — b)  (9  — c) . . . X Y",  seront  de  signes  contraires  ou 
de  même  signe,  suivant  que  les  racines  comprises  entre  p et  q 
seront  en  nombre  impair  ou  en  nombre  pair. 

Conséquence. — Il  résulte  nécessairement  de  cette  proposition,  que, 
si  deux  nombres,  substitués  à la  place  de  x dans  une  équation,  donnent 
deux  résultats  de  signes  contraires , ils  comprennent  au  moins  une  ra- 
cine, mais  ils  peuvent  aussi  en  comprendre  un  sosbuï  upaix  quelcon- 
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que  ; et  s’ils  donnent  deux  riaultata  de  même  aigne,  ou  Ha  ne  compren- 
nent pas  de  racines,  ou  bien  ils  en  comprennent  vu  soibsb  psi» 
quelconque. 


Limites  des  racines  réelles  des  équations. 

Les  diverse*  méthodes  inventées  pour  la  résolution  des  équations 
numériques  so  réduisent,  en  dernière  analyse,  à substituer,  dans 
l’équation , des  nombres  particuliers , qui  en  sont  alors  reconnus 
racines,  comme  la  vérifiant,  ou  qui  , du  moins,  sont  jugés  devoir 
comprendre  une  ou  plusieurs  racines.  Mais  en  réfléchissant  sur 
l’accroissement  rapide  (à  mesure  que  x augmente)  du  premier 
terme  par  rapport  aux  autres,  qui  sont  de  degré  moindre,  on  sent 
qu’il  doit  exister  un  nombre  susceptible  do  rendre  ce  premier  terme 
a lui  seul,  supérieur  à tous  les  autres  réunis,  c'est-à-dire  à leur 
somme  arithmétique  (n“  02),  et  qui , par  conséquent,  substituédans 
l’équation , donne  nécessairement  un  résultat  de  même  signe  que 
ce  premier  terme  (qu’on  peut  toujours  regarder  comme  positif). 
Ce  nombre  est  donc  une  limite  au  delà  de  laquelle  toute  autre  sub- 
stitution deviendrait  inutile,  puisqu'on  serait  sûr  d’obtenir  des 
résultats  constamment  positifs,  et  jamais  nuis.  C’est  donc  parla 
détermination  d'un  pareil  nombre,  qu’il  convient  de  faire  précé- 
der le  développement  des  méthodes  de  résolution. 

305.  On  appelle  limite  si  péiuei  be  des  racines  positives  d'une  équa- 
tion, tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grande  des  racines  positives 
de  celte  équation . 

11  résulte  de  cette  définition  que  la  limite  est  susceptible  d’une 
infinité  do  valeurs;  oar,  dès  qu’on  nombre  est  reconnu  supérieur  à 
la  plus  grande  racine  positive,  tout  nombre  plus  grand  jouit  à plus 
forte  raison  de  cette  propriété;  mais  alors  on  doit  se  proposer  de 
déterminer  la  limite  la  plus  petite  possible  or,  on  est  certain  d’a- 
voir une  limite  dès  que  l’on  a obtenu  »n  nombre  qui , substitué  à la 
place  de  x , rend  le  premier  membre  positif,  et  qui  est  tel  en  même 
temps,  que  tout  autre  nombre  plus  grand  donnerait  aussi  un  résultat 
positif. 

Occopons-nous  donc  delà  détermination  d’un  nombre  qui  jouisse 
de  cette  double  propriété. 

306.  Commençons,  avant  tout,  par  résoudre  la  question  sui- 
vante : On  denuinde  un  nombre  qui , substitué  à la  place  de  x dans 
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une  équation,  rende  le  premier  terme  x“  plus  grand,  à lui  seul,  que 
la  fioiMR  AüiTiixÉTiQuif  de  tous  les  autres. 

Supposons,  à cet  effet,  que  tous  les  termes  de  l’cqualion  soient 
négatifs,  à partir  du  second  , en  sorte  que  l’on  ait 

xm  — Pr— 1 — Q®— > — . . . . — T j U = 0 ; 

il  s’agit  alors  de  trouver  pour.®  un  nombre  qui  rende 

*•  > P®—' -j-  Q®"- T®  -j-  U (1). 

Or,  si  l’on  désigne  par  K le  plus  grand  de  tous  les  coefficients , 
et  qu’on  pose  la  nouvelle  inégalité 

®»  > K®— ‘ + K®—>  -J -fK®+K (2), 

il  est  évident  que  tout  nombre  mis  pour  ®,  qui  satisfera  à celle-ci  , 
satisfera,  à plus  forte  raison  , à la  précédente. 

Mettons  d’ailleurs  le  facteur  ®"  en  évidence  dans  l’inégalité  (2)  ; 
elle  devient 


>*-(7  + 7 + ----  + îà+L). 


et  sous  cette  forme  on  voit  que , dès  qu’uu  nombre  substitué  à la 
place  de  ® aura  satisfait  à l’inégalité,  tout  autre  nombre  plus  grand 


K K 

y satisfera  encore,  puisque  la  somme  des  quantités j j 4- . . . . 


devient  d’autant  plus  petite  que  ® est  plus  grand. 

Cela  posé,  si  l’on  fait  d'abord  ® = K dans  l’inégalité  (I),  le  pre- 
mier membre  devient  K."*,  et  le  second  membre 

+ ^4*  £7  4"  • • • ’)  ’ tluanli,^  plu*  grande  que  K™. 

Ainsi  le  nombre  K ne  satisfait  pas  à l’inégalité. 

Essayant  maintenant  K-j-  1,  on  trouve,  pour  le  premier  mem- 
bre, (K  + 1)-. 

Quant  au  second,  pour  en  calculer  plus  facilement  la  valeur  , 
nous  remonterons  à l’expression 


K®—*  4-  K®--’  4- 4-  K®  4-  K, 

ou  R(®"-‘  4-J"-’  -j-  . . . . 4-  ï 4-1), 


qui,  d'après  la  propriété  du  n°31,  ou  d’après  la  formule  du  n°  193, 
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revient  à 


et  nous  y remplacerons  x par  R -j-  1.  Il  rient,  par  celle  substitu- 
tion , 

K . y 1 > on  rédai»ant)  • • • (K -H)"*  — I. 

résullnt  évidemment  pins  petit  que  (K  -f-  l)«;  d’ailleurs,  nous 
avons  déjà  reconnu  que  tout  autre  nombre  plus  grand  satisferait, 
à plus  forte  raison  , à l'inégalité  (8). 

Donc  enfin  , K -j-  1,  ou  le  plus  grand  coefficient  de  l’équation  , 
augmenté  de  l’unité,  et  tout  nombre  supérieur  à K -j-  1 , jouissent  de 
la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  x ",  à lui  seul,  plus  grand 
que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres. 

807.  Limite  ordinaire  des  racines  positives.  — Le  nombre  que  l’on 
vient  d’obtenir  peut  être  considéré  comme  une  première  limite, 
puisque  ce  nombre  , ou  tout  autre  nombre  plus  grand  , rendant  le 
premier  terme  supérieur  à la  somme  de  tous  les  autres,  les  résultats 
des  substitutions  de  ces  nombres  à la  place  de  x doivent  être  con- 
stamment positifs;  mais  celte  limite  est  ordinairement  beaucoup 
trop  grande,  parce  qu’en  général,  l’équation  renferme  plusieurs 
termes  positifs.  Cherchons  donc  une  limite  plus  rapprochée  de  la 
plus  grando  racine. 

Désignons  par  *“-"la  puissance  de  x,  correspondant  nu  premier 
terme  négatif  qui  vient  après  le  terme  xm,  et  considérons  le  cas  qui 
est  évidemment  le  plus  défavorable  (mais  il  est  plus  facile  à traiter), 
celui  où  tous  les  termes  sont  négatifs  à partir  de  xm~n , et  affectés 
du  plus  grand  des  coefficients  négatifs  qui  entrent  dans  l’équation. 

Soit  S ce  coefficient  ; tâchons  d’abord  de  satisfaire  à la  condi- 
tion 


ar"  S*"*-"  -j-  Sæ”- ' -j-  . . . -j-  S*  -{-  S . . . . (1), 
ou,  mettant  le  facteur  x"  en  évidence , 


Cette  autre  forme  prouve  déjà  que,  dès  qu’on  aura  trouvé  pour  x un 
nombre  qui  satisfasse  à l’inégalité,  tout  autre  nombre  plus  grand  y 
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satisfera  encore , puisque  la  quantité  entre  parenthèses  devient 
d’autant  plus  petite  que  x est  plus  grand. 

n 

Or,  si  l’on  pose  d’abord  ar*  = S,  ou  x = (/  S =S',  le  premier 
membre  de  l’inégalité  (2)  devient  S'“,  et  le  second 

S'm  (l  + + +)  , quantité  évidemment 

H 

plus  grande  que  S'”*;  donc  S'  ou  (/  S ne  satisfait  pas  à l’inégalité. 

n 

Faisant  actuellement  a?  = S'  — (—  1 (ou|/S-j-l),  on  obtient 
d’abord  pour  le  premier  membre  . . . . ( S'  -j-  1 )■*. 

Quant  au  secoud  , pour  en  calculer  la  valeur,  il  est  plus  simple  de 
remonter  à l’inégalité  (1)  , dont  le  second  membre  revient  (n«  31) , 
ou  (n°  193) , à 

o g**-»-*-1  — 1 

S ' x — 1 ‘ 

On  trouve  pour  cette  expression,  en  remplaçant  x par  S'  — 1 , 

c (S' -fl  )— +■  - 1 
S'  f - 1 — 1 

ou,  mettants'*  ou  lieu  de  S,  et  réduisant, 

S'"-'  . [ ( S'  — |—  1 )"-*  -h  — 1], 

ou  bien  encore , 

Or,  celle-ci  est  évidemment  moindre  que  (S'  -f  1 )";  donc, 

fl 

S'  -|-  1 ou  ÿ S -J-  1 , et  tout  autre  nombre  plus  grand,  jouissent 
de  la  propriété  de  rendre  le  premier  terme  plus  grand  , à lui  seul , 
que  la  somme  arithmétique  des  seuls  termes  qui  soient  négatifs  dan  s 
l’équation  , et  par  conséquent , de  donner  pour  le  premier  membre 
des  résultait  constamment  positifs. 

n 

Donc  enfin  , (/  S -|-  1 , ou  l’unité  augmentée  de  la  racine  du  plue 
grand  coefficient  négatif,  racine  d'un  degré  marqué  par  le  nombre  des 
termes  qui  précèdent  le  premier  terme  négatif,  est  une  limite  supérieure 
des  racines  positives  de  l’équation. 
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Lorsque  le  premier  terme  négatif  est  le  second  terme  de  l’équa- 
tion, il  faut  faire  n =»  1 , et  la  limite  devient  S + 1 , ou  la  plus 
grand  coefficient  négatif  augmenté  de  l'unité  : c'est  la  limite  dont  on 
se  sert  ordinairement. 

Si  les  deux  premiers  termes  sont  positifs , ou  que  le  second  terme 
manque,  on  a » = 2,  et  la  limite  est  alors  |/  S — (—  1 . 

Dans  le  cas  de  « = 3 , on  a pour  limite  y S -j-  1 ; et  ainsi  de 
suite. 

Prenons , pour  exemple,  les  équations  suivantes , 

* 1“  x* — 8i3-f-37 s’ — S.r+3 9=0 , S-}- 1=8  +1=0  ; 

2°  ar*+7* $ — 12** — 49jt,+82æ — 1 3=0 , y S+l=j/49+1==8i 

3»  *4+1 1*>_S5*— 67=0,  |/s+l=|/  67+1=0; 

4»  3**— 2*’—  ll*+4=0,  S+l=y+l=5. 

N.  B.  Dans  le  dernier  exemple,  on  a d’abord  divisé  l’équation 
par  8,  avant  d’établir  la  limite,  parce  qu’en  cherchant  la  limite  gé- 
nérale , on  a supposé  le  coefficient  du  premier  terme  égal  à l’unité. 

De  plus,  il  est  d’usage  d’exprimer  cette  limite  en  nombres  en- 
tiers. 

808.  Souvent,  au  moyen  d’une  transformation  exécutée  surl’é- 

quation,  on  obtient  une  limite  plus  petite  que  y S + 1 . 

Considérons  par  exemple,  la  première  des  équations  ci-dessus  ; 
elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

x\x-&)  + Z1x  (*-^)  +®9=0. 

Or,  il  est  visible  qu’en  y mettant  pour  x,  8 ou  tout  autre  nombre 
plus  grand,  on  obtiendrait  un  résultat  constamment  positif;  donc  8 
est  une  limite , tandis  que  l’on  a trouvé  6 d’après  la  formule. 

On  a de  même,  pour  la  seconde  équation  , 

x*(x*  — 49  ) + 7**  (*-y)  + 82  (*  - j)  = 0 

(en  réunissant  le  premier  et  le  quatrième  terme,  le  second  et  le  troi- 
sième, etc.);  or,  ou  voit  que  * = \/J9,  c’est-à-dire  4,  ou  tout  au- 
tre nombre  plus  grand  , donnerait  un  résultat  positif. 
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LIMITE  SUPÉRIEURE 

L’artifice  de cclto  méthode,  qui  ne  peut  s’appliquer  qu’à  certaine» 
équations,  consiste  à décomposer  le  premier  membre  en  plusieurs  par- 
ties composées  chacune  de  deux  facteurs  dont  le  premier  soit  un  monome 
positif,  et  l'autre  un  binôme  en  x dont  le  second  terme  soit  numérique 
et  négatif,  puis  à déterminer  x de  manière  que  tous  les  facteurs  entre 
parenthèses  soient  positifs. 

Elle  est  rarement  applicable  à des  équations  renfermant  plusieurs 
termes  consécutifs  affectés  du  signe — . 

Par  exemple,  on  ne  peut  l’appliquer  à une  équation  telle  que 

*s  _ 8*4  _ 13*3  _j_  17ar,  _ 69  = 0. 

Toutefois,  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

*5  _ 5*4  _ 13*J  -}-  17  ^ , 

on  reconnaît  aisément  que  18-}-  1 ou  14  serait  une  limite  supé- 
rieure. 

309.  Méthode  de  Newton  pour  déterminer  la  limite  supérieure , la 
plus  petite  possible  (en  nombres  entiers). 

Soit  X = 0 l’équation  proposée;  si  l’on  fait  dans  cette  équation, 
* = *'-}-«,  *'  étant  une  indéterminée  , ou  obtient  (n°  202)  la 
Z' 

transformée  X'  -[-  Y'm  -}-  — n’  -}-  . . . -}-  h”  = 0 , dont  les  coeffi- 
cients s’obtiennent  d’apres  une  loi  connue. 

Cela  pose  , concevons  que , par  des  essais  successifs,  on  soit  par- 
venu à déterminer  pour  *'  un  nombre  qui,  substitué  dans  X' , Y' , 
V 

^ ... , rende  tous  ces  coefficients  positifs  à la  fois;  je  dis  que  ce 

nombre  est  supérieure  à la  plus  grande  racine  positive  de  l'équation 
X = 0. 

En  effet,  les  coefficients  de  la  transformée  étant  tous  positifs  , au- 
cun nombre  absolu  ne  peut  vérifier  celte  équation;  ainsi,  les  valeurs 
réelles  de  w doivent  être  toutes  négatives;  mais  de  l’équation 
x = r'  -J-  «,  on  tire  u — x — x' ; et  pour  que  les  valeurs  de  u qui 
correspondent  à chaque  valeur  de  * et  à la  valeur  de  x'  ( déjà  dé- 
terminée ) soient  négatives,  il  faut  absolument  que  la  plus  grande 
valeur  positiva  de  * soit  moindre  que  la  valeur  de  x'  ; ce  qu’il  fal- 
lait démontrer. 
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PAR  LA  MÉTHODE  DE  NEWTON. 

Voici  d’ailleurs  la  manière  d’appliquer  la  méthode  : 

Soit  l’équation  x'>  — Bx3  — 6*’  — 19x  -{-7  = 0. 

Comme  x'  est  un  caractère  indéterminé,  on  peut  conserver  la 
lettre  x dans  la  formation  des  polynômes  dérivés;  et  l’on  a 

X = *4  — 8x3  — 0x*  — 19x  -f  7, 

Y = Ax3  — IBx’  — 12x  — 19, 

\ = 0x>  — 15x  — 0, 

2 


La  question  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  ramenéeà  trouver  pour 
x un  nombre  entier  ( le  plus  petit  possible  ) qui  rende  tous  ces  po- 
lynômes positifs. 

Commençons  par  le  polynôme  du  premier  degré;  il  est  visible 
que  2,  ou  tout  autre  nombre  > 2,  le  rend  positif. 

2,  substitué  dans  le  polynôme  du  second  degré,  donne  un  résul- 
tat négatif;  mais  3,  ou  tout  nombre  3,  donne  un  résultat  positif. 

3 et  A,  substitués  dans  le  polynôme  du  troisième  degré,  donnent 
un  résultat  négatif  ; mais  5 donne  un  résultat  positif,  et  il  en  serait 
de  même  de  tout  autre  nombre  plus  grand. 

Enfin  B,  substitué  dans  X,  donne  un  résultat  négatif;  et  il 

en  est  de  même  de  0 ; car  les  trois  premiers  termes 

x4  — 8x3  — 6x’,  reviennent  à x3  ( x — 8 ) — 0x’,  expression  qui 
se  réduit  à 0 dès  que  l’on  fait  x = 0 ; mais  x = 7 donne  évidem- 
ment un  résultat  positif. 

Donc  7 est  une  limite  supérieure  des  racines  positives  de  la  proposée; 
c’est  d’ailleurs,  en  nombres  entiers,  la  limite  la  plus  petite,  puis- 
qu’on vient  de  reconnaître  que  6 donnait  un  résultat  négatif,  d’où 
il  résulte  (n°  303)  qu’il  y a au  moins  une  racine  comprise  entre  0 
et  7. 

En  général,  on  obtiendra  par  cette  méthode  la  limite  la  plus  pe- 
tite en  nombres  entiers,  toutes  les  fois  que  l’on  aura  reconnu  qu’un 
certain  nombre  entier  K et  tout  nombre  plus  grand,  rendant  positifs 
tous  les  polynômes  dérivés,  mais  négatif  \e  polynôme  proposé,  K -{- 1 
rend  celui-ci  positif.  La  limite  la  plus  petite  est  alors  R -{-  I . 

C’est  ainsi  qu’on  trouvera  que  0 et  7 sont  les  limites  respectives 
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des  équations 

*!  3*4  — 8*’  — 25*»  -f  4*  — 39  = 0, 

*s  __  B*4  _ 18*1  17*»  _ fl9  = 0. 

N.  B.  On  conçoit  que  cette  méthode  ( qui  n’est  d’ailleurs  em- 
ployée que  dans  la  reoherche  des  racines  incommensurables)  peut 
donner  même  une  quantité  moindre  que  l’unité  pour  limite  supé- 
rieure; puisque,  d’après  la  nature  de  eette  méthode,  il  suffît  de 
trouver  pour  * un  nombre  qui  rende  positifs  le  polynôme  proposé 
et  ses  dérivés.  ( Nous  en  verrons  un  exemple  au  n°  342  ). 

310.  Il  nous  reste  maintenant  à déterminer  la  limite  supérieure 
des  racines  négatives,  et  les  limites  inférieures  des  racines,  soit  posi- 
tives, soit  négatives. 

Dorénavant,  nous  désignerons  par  la  lettroL  ta  limite  supérieure 
des  racines  positives  d’une  équation,  de  quelquo  manière  qu’on 
l’ait  obtenue. 

1°  Si,  dans  l’équation  X = 0,  on  fait  * = — y,  ce  qui  donne  la 
transformée  Y = 0,  il  est  clair  que  les  racines  positives  de  cetto 
nouvelle  équation,  étant  prises  avec  le  signe  — ■ , donneront  les  ra- 
cines négatives  de  la  proposée  ; donc , en  déterminant  par  les 
moyens  connus  la  limite  supérieure  L'  des  racines  positives  de  la 
transformée,  on  aura  — L'  pour  la  limite  supérieure  ( numérique- 
ment ) des  racines  négalires  de  la  proposée. 

2°  Si , dans  l’équation  X = 0 , on  fait  * = i,  il  en  résulte  uno 

transformée  Y = O,  dont  les  coefficients  sont  ceux  de  la  proposée 

écrits  dans  un  ordre  inverse.  Or,  il  suit  de  la  relation  *=— , qu’aux 

y ^ 

plus  grandes  valeurs  positives  de  y correspondent  les  plus  petites 
de  x;  donc  , en  désignant  par  / la  limite  supérieure  des  racines  po- 
sitives de  la  transformée , on  aura  ^ pour  la  limite  inférieure  des 
racines  positives  de  la  proposée. 

3°  Enfin  si , dans  la  proposée , on  remplace  * par  — -,  et  qu’on 
cherche  la  limite  supérieure  /'  des  racines  positives  de  la  transfor- 
mée Y *=  0,  — ~ sera  la  limite  inférieure  (numériquement)  des  ra- 
cines négalires  de  la  proposée. 
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311.  N.  B.  Nous  terminerons  par  deux  remorques  fort  utiles 
dans  la  recherche  de  ces  limites. 

Premièrement , toute  équation  qui  n’a  que  de*  permanences  de 
signe,  c'est-à-dire  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  ne  peut  avoir 
pour  racines  réelles  que  des  nombres  négatifs  ; car  tout  nombre  po- 
sitif, mis  à la  place  de  x , rendrait  le  premier  membre  essentielle- 
ment positif.  Ainsi,  dans  ce  cas  , ztsoest  la  limite  supérieure  des 
racines  positives. 

En  second  lieu,  toute  équation  complète,  dont  les  termes  sont 
alternativement  positifs  et  négatifs , c’est-à-dire  qui  n’a  que  des 
variations  de  signe , ne  peut  avoir  pour  racines  réelles  que  des  nom- 
bres positifs  ; car  il  est  évident  que  tout  nombre  négatif,  mis  à la 
place  de  x dans  la  proposée , rend  tous  les  termes  positifs  si  l’équa- 
tion est  do  degré  pair,  et  tous  les  termes  négatifs  si  l’équation  est  de 
degré  impair  ; ainsi , la  somme  des  termes  ne  peut  devenir  nulle. 

Donc,  dans  ce  cas,  il  est  inutile  de  rechercher  les  limites 
négatives. 

11  en  est  de  même  de  toute  équation  incomplète , telle  que,  si  l’on 
change  x en  — y , «7  en  résulte  une  transformée  qui  n’a  que  des  per- 
manences. 


Conséquences  déduites  des  principes  précédents. 

Le  principe  fondamental  de  la  résolution  des  équations  numéri- 
ques , cl  ceux  que  nous  venons  d’établir  sur  les  limites  , ont  con- 
duit les  géomètres  à des  conséquences  très-importantes. 

313.  Paxaitas  cobséqcisce.  — Toute  équation  do  degré  impair,  dont 
les  coefficients  sont  réels , a au  moins  une  racine  réelle  de  signe  con- 
traire à son  dernier  terme. 

En  effet  , soit  y*  -{-  Par"-1  -{-  . . . -f-  Tx  ± U = 0 , l’équation 
proposée;  et  considérons  d’abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est 
négatif. 

Si  l’on  fait  * = 0 dans  l’équation  , le  premier  membre  se  réduit 
à — D.  D’un  autre  côté , substituons  à la  place  de  x , (K  -{-  1) , ou 
(n°  306)  le  plus  grand  coefficient  de  l’équation  augmenté  de  l’unité  ; 
comme,  par  cette  substitution,  le  premier  terme  xm  est  à lui  seul 
plus  grand  que  la  somme  arithmétique  de  tous  les  autres  termes  , 
il  s’ensuit  que  le  résultat  de  la  substitution  est  positif ; donc,  eu 
vertu  du  principe  (n°  803),  il  y a au  moins  une  racine  comprise 

28* 
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entre  0 et  (K-f-  1),  laquelle  racine  est  positive  , et  par  conséquent 
de  signe  contraire  au  dernier  terme. 

Supposons  actuellement  le  dernier  terme  positif. 

En  faisant  toujours  x=  0,  on  trouve  pour  résultat  -j-  U ; mais 
en  mettant  pour  x,  — (K  -f-  1),  on  obtiendra  un  résultat  nécessai- 
rement négatif,  puisque  le  premier  terme  x” , qui  devient  négatif 
par  cette  substitution  , donne  son  signe  à toute  l’expression  ; donc 
l’équation  a au  moins  une  racine  comprise  entre  0 et  — (K.  — (—  1) , 
c’est-à-dire  négative  ou  de  signe  contraire  au  dernier  terme. 

Seconde  coxsEquekce.  — Toute  équation  de  degré  pair,  à coefficients 
réels,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a au  moins  deux  racines  réelles , 
Tune  positive  et  l’autre  négative. 

En  effet,  soit  — U son  dernier  terme;  en  faisant  x = 0,  on 
trouve  pour  résultat  — U.  Substituons  successivement  (K  -{-  1 ) et 
— (R-j-l  j,K  étant  toujours  ( n°  306  ) le  plus  grand  coefficient 
de  l’équation  ; comme  m est  pair,  le  premier  terme  x"  restera  po- 
sitif; d’ailleurs  il  devient  plus  grand,  parées  substitutions,  que  la 
somme  de  tous  les  autres  ; donc  les  résultats  des  deux  substitutions 
sont  l’un  et  l’autre posi/i/s,  ou  de  signe  contraire  à celui  que  donne 
l’hypothèse  x =0.  Ainsi,  l’équation  a au  moins  deux  racines  réelles, 
l’une  comprise  entre  0 et  ( K -|-  1 ),  ou  positive,  et  l’autre  comprise 
entre  0 et  — ( K -}-  1 ),  ou  négative. 

A.  B.  On  ne  pent  rien  conclure  pour  toute  équation  de  degré 
pair  dont  le  dernier  terme  est  positif;  et  même  il  est  aisé  de  for- 
mer des  équations  qui  n’aient  que  des  racines  imaginaires  : il  suffit, 
pour  cela,  de  multiplier  entre  eux  plusieurs  trinômes  du  second  de- 
gré qui,  égalés  séparément  à 0,  ne  donneraient  quodes  racines  ima- 
ginaires; il  est  clair  que  l’équation  ainsi  formée  n'aurait  elle-même 
que  des  racines  imaginaires. 

En  rapprochant  les  deux  conséquences  précédentes  de  la  proposi- 
tion ( n”  236  ) que  toute  équation  a au  moins  une  racine,  on  voit  que 
cette  proposition  hypothétique  se  trouve  maintenant  démontrée 
pour  la  plupart  des  équations;  d’ailleurs,  les  démonstrations  des 
conséquences  ci-dessus  sont  fondées  sur  le  principe  du  numéro  303 
et  sur  celui  du  numéro  306,  qui  sont  tout  à fait  indépendants  de  la 
théorie  établie  dans  le  septième  chapitre. 

313.  ThoisiEse  cosstQVEacE.  — Si  une  équation,  dont  les  coeffi- 
cients sont  réels,  a des  racines  imaginaires,  ces  racines  ne  peuvent 
être  qu'en  nombre  pair. 
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En  effet,  concevons  que  l’on  ait  divisé  le  premier  membre  de  la 
proposée  par  tous  les  facteurs  simples  qui  correspondent  aux  ra- 
cines réelles;  le  polynôme  quotient  que  l’on  obtiendra  aura  ses  coef- 
ficients réels  ( d’après  la  loi  do  formation  n°  238  ) ; de  plus,  il  doit 
être  de  degré  pair  ; car,  s’il  était  de  degré  impair,  on  l’égalerait  à 
zéro,  et  l’équation  résultante  aurait  encore  (n°  312)  au  moins  une 
racine  réelle,  ce  qui  serait  contre  la  nature  de  cette  équation. 

Remarque.  — Le  polynôme  quotient  dont  nous  venons  de  parler 
jouit  d’ailleurs  d’une  propriété  caractéristique,  c’est-à-dire  appar- 
tenant exclusivement  aux  équations  qui  n’ont  que  des  racines  ima- 
ginaires ; c’est  de  rester  constamment  positif,  quelque  valeur  réelle  que 
l'on  y mette  à la  place  de  x . 

En  effet,  s’il  pouvait  devenir  négatif,  comme  on  obtiendrait  aussi 
un  résultat  positif  en  substituant  pour  x,  ( K-(-  1 ),  ou  le  plus  grand 
coefficient  augmenté  de  l’unité,  il  s’ensuivrait  que  ce  polynôme 
égalé  à zéro  aurait  au  moins  une  racine  réelle,  comprise  entre  (K  -J- 1 ) 
et  le  nombre  qui  aurait  donné  un  résultat  négatif. 

Il  suit  encore  de  là  que  le  dernier  terme  de  ce  polynôme  doit 
être  positif,  puisque  autrement  _r  = 0 donnerait  un  résultat  négatif. 

Nous  démontrerons,  dans  le  neuvième  chapitre,  que  non-seule- 
ment les  racines  imaginaires  sont  en  nombre  pair  dans  toute  équa- 
tion, mais  encore  qu’elles  s’y  trouvent  par  couples,  et  qu’elles  sont  de 
la  forme  a ± b (/  — 1 , c’est-à-dire  de  même  forme  que  les  racines 
imaginaires  des  équations  du  second  degré. 

314.  Quairizbe  cosséqcsscï.  — Toutes  les  fois  que  le  dernier  terme 
d’une  équation  est  positif,  le  nombre  des  racines  réelles  positives  de 
l’équation  est  pair  ; et  toutes  les  fois  qu'il  est  négatif,  le  nombre  des  ra- 
cines réelles  positives  est  ispaik. 

En  effet,  supposons  d’abord  que  le  dernier  terme  soit  -}-  ü,  on 
positif.  Comme  en  faisant  x =0,  on  a pour  résultat  -j-  U,  et  qu’en 
faisant  x = K -f-  1,  on  a aussi  un  résultat  positif,  il  s’ensuit  que  0 
et  ( K 1 ) donnent  deux  résultats  de  même  signe,  et  par  consé- 
quent (n°  304)  que  le  nombre  des  racines  réelles  qu’ils  comprennent 
est  nul  ou  un  nombre  pair  quelconque. 

Si,  au  contraire,  le  dernier  terme  est  — U , alors  0 et  ( K — {—  1 ) 
donnent  deux  résultats  de  signes  contraires,  et  comprennent  par 
conséquent  une  seule  racine  ou  un  nombre  impair  quelconque  de  ra- 
cines réelles. 

La  réciproque  de  cette  proposition  est  évidente. 
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RÈGLE 


RÉGIE  DES  S1C1F.S  DE  DESCVETÏS. 

318.  Ln  règle  suivanto  fait  connaître  le  plus  grand  nombre  de 
moines  positives,  et  le  plus  grand  nombre  de  racines  négative»  qu’une 
équation  numérique  puisse  renfermer. 

Une  équation  d’un  degré  queleonqtie  ne  peut  avoir  plu»  déraciné » 
positives  que  de  vamatioss  de  signe , ni  un  nombrede  racines  ségativis 
plus  grand  que  celui  des  peeeawesces. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  la  proposition  , nous  ferons 
voir  d’abord  que  la  multiplication  du  premier  membre  d’une  équa- 
tion par  un  facteur  x — a correspondant  à une  racine  positive , 
introduit  aii  soies  cas  variation  de  plus. 

Soit  en  effet  l’équation 

...  — Ni"  — ...-j-  P**  •••  — — ••«  — f-.... ±Ti'dt...=0, 

dont  nous  supposerons,  pour  la  plus  grande  généralité  possible , le 
premier  membre  composé  d’une  première  série  de  termes  positifs 
commençant  par  Mi”,  puis  d’uno  série  de  termes  négatifs  commen- 
çant par  Ni",  puis  encore  d’une  série  de  termes  positifs  com- 
mençant par  -j-  Pic,  et  ainsi  de  suite,  jusqu’à  une  dernière  série  de 
termes  de  même  signe , commençant  par  ± TV,  et  qui  seront  tout 
positifs,  ou  tous  négatifs,  suivant  que  ces  séries  alternatives  de  termes 
positifs  et  négatifs  seront  en  nombro  impair  ou  en  nombre  pair ; 
chacune  d’elles  pouvant  d’ailleurs  se  réduire  à un  seul  terme. 

Cela  posé,  multiplions  le  premier  membre  de  l’équation  pari — a; 
nous  obtiendrons  deux  produits  partiels  dont  le  premier  aura  ses 
termes  affectés  des  mêmes  signes  que  le  multiplicande,  et  dont  le  se- 
cond aura  scs  termes  affectés  de  signes  contraires  à ceux  du  multi- 
plicande, et  avancés  d’un  rang  vers  la  droite.  On  pourra  donc,  en 
ne  tenant  compte  que  des  signes  qu’il  est  utile  do  considérer,  écrire 
les  deux  produits  partiels  et  le  produit  total,  de  la  manière  sui- 
vante : 

4-îli“4-...-Ni"— ...-f-Py-f...  — ^ - + + ...±Tx,±  ... 
x — a 

-J-3Lr— t-'-j-...  — Ni"-»-1 — ±Ti'+1.... 

+•••+  -f ± 

+ ~ + — ...  + ± rp: 
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Or,  on  voit  tout  de  suite,  à l’inspection  de  ce  produit  total , que 
son  premier  terme  est  positif  comme  celui  du  multiplicande;  qu’au 
premier  terme  négatif  — Nx„  du  multiplicande  correspond  un 
terme  négatif  du  produit  total,  quels  que  soient  d’ailleurs  les  signes 
intermédiaires;  que  do  meme,  nu  terme  P**  du  multiplicande, 
correspond  un  terme  positif  du  produit  total , et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu’au terme  ± Tar*  du  multiplioande,  qui  est  le  premier  de  la  der- 
nière série,  et  auquel  correspond  également  un  terme  du  produit 
total , affecté  du  même  signe  que  lui. 

D’où  Ton  voit  qu’à  chaque  variation  de  signo  du  multiplicande 
correspond  au  moins  une  variation  du  produit  total.  Mais  celui-ci 
est  terminé  par  un  terme  affecté  du  signe  qp,  qui  uinène  nécessai- 
rement au  moins  une  variation  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le  multi- 
plicande. Donc,  /’ introduction  d’une  racine  positive  dans  une  équa- 
tion fait  naître  au  sons  une  variation  de  plus.  C.  Q.  F.  D. 

Maintenant , puisque  chaque  racine  positive,  introduite  dans  une 
équation  , donne  lieu  à une  variation  de  plus,  11  s’ensuit  nécessai- 
rement qu’une  équation  ne  saurait  avoir  plus  de  racines  positives  que 
de  variations  de  signe  ; ce  qui  constitue  la  première  partie  de  la 
proposition. 

Quant  à la  seconde  partie,  il  suffit  d’observer  que,  si  l’on  change 
x en  — x dans  une  équation , ce  qui  revient  (n°  310)  à changer  les 
racines  positives  en  racines  négatives  et  réciproquement,  les  varia- 
tions de  signe  de  l’équation  deviendront  des  permanences  et  réci- 
proquement. Or,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d’être  dit , la  transformée 
ne  peut  pas  avoir  plus  de  racines  positives  que  de  variations  de  signe  ; 
donc  la  proposée  elle-même  ne  peut  pas  avoir  plus  de  racines  niga- 
tives  que  de  permanences. 

N.  B.  Le  moyen  de  démonstration  que  nous  venons  d’exposer  est 
dû  à M.  Gauss  qui  a,  en  outre,  fait  plusieurs  remarques  relatives 
au  cas  où  l’équation  est  incomplète  (*). 

Nous  nous  bornerons  à faire  observer , d’après  lui , que  la  pre- 
mière partie  de  la  proposition  est  toujours  vraie,  quelle  que  soit 
l’équation , c’est-à-dire  qu'elle  soit  complète  ou  incomplète  ; mais  la 
seconde  exige,  pour  être  exacte  , ou  que  l’équation  soit  complète, 
ou , si  elle  est  incomplète,  qu’on  ait  rétabli  les  termes  qui  manquent, 


O Voyez  le  Journal  deCrclle,  tome  ni,  page  t,  et  le  Bulletin  de  M.  de  Fdruiuc 
tome  is,  page  353. 
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en  affectant  les  puissances  de*  correspondantes,  du  coefficientd;0. 
Soit,  par  exemple,  l’équation 

*4  - B**  4-  BX  — 0 = 0 , 

qui , ayant  son  dernier  terme  négatif , a au  moins  ( n°  312  ) deux 
racines  réelles,  l’une  positive,  l’autre  négative.  Comme  il  n’existe 
que  des  variations  de  signe  dans  cette  équation , il  semblerait 
qu’elle  ne  peut  avoir  aucune  racine  négative.  Blais  si  l’on  rétablit 
le  terme  en  x3,  il  vient 

*4  db  0 . x3  — Si’  -]-  8x  — 8 = 0, 

équation  qui  renferme  une  permanence,  soit  qu’on  prenne  le 
coefficient  0 avec  le  signe-j-,  soit  qu’on  le  prenne  avec  lesigne — . 

316.  Conséquence.  — Toutes  les  fois  qu’une  équation  n’a  que  des 
racines  réelles,  le  nombre  des  racines  positives  est  égal  au  nombre 
total  des  variations,  et  le  nombre  des  racines  négatives,  au  nombre 
total  des  permanences. 

En  effet , soient  m le  degré  do  l’équation,  n le  nombre  des  varia- 
tions de  signe  qu’elle  présente,  p le  nombre  des  permanences;  on  a 
nécessairement  m = n - p.  Soient  d’ailleurs  »'  le  nombre  des 
racines  positives,  et  p'  le  nombre  des  racines  négatives  ; ou  a en- 
core »»  = n'  -\-  p'  ; d’où  l’on  déduit 

n+P— 

Or,  on  vient  de  voir  que  n’  ne  peut  être  n,  et  p'  ne  peut 
être  p ; donc  il  faut  que  l’on  ait  n = n,  et  p’  = p. 

3 17.  Remarque. — Lorsqu’une  équation  manque  de  quelques  ter- 
mes, on  peut  souvent,  nu  moyen  de  la  règle  précédente,  recon- 
naître la  présence  de  racines  imaginaires. 

Soit , par  exemple,  l’équation 

*,+p*  + q = 0, 

p et  q étant  essentiellement  positifs;  rétablissons  le  terme  qui  man- 
que, en  l’affectant  du  coefficient  ± 0;  il  vient 

ar3  dh  0 .x*  -j-  px  -[-  q — 0. 

En  n’ayant  égard  qu’au  signe  supérieur,  on  ne  voit  que  des  per- 
manences, tandis  que  le  signe  inférieur  donne  deux  variations. 
Cela  prouve  que  l’équation  a des  racines  imaginaires  ; car  , si  elles 
étaient  toutes  trois  réelles,  il  faudrait,  en  vertu  du  signe  supérieur, 
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qu’elles  fussent  toutes  trois  négatives,  et , en  vertu  du  signe  infé- 
rieur, qu’il  y en  eût  deux  positives  et  une  négative,  résultats  contra- 
dictoires. 

On  ne  peut  rien  conclure  si  l'équation  est  de  la  forme 

^+5  = 0; 

car,  rétablissons  le  terme  ±0.s’;il  vient 

x5  ± 0 . x'  — px  -j-  q — 0, 

équation  qui  présente  une  permanence  et  deux  variations,  soit  que 
l’on  prenne  le  signe  supérieur,  soit  que  l’on  prenne  le  signe  inférieur. 
Ainsi,  cette  équation  peut  avoir  ses  trois  racines  réelles,  savoir, 
deux  positives  et  une  négative;  ou  bien  elle  a deux  racines  imagi- 
naires et  une  négative,  puisque  son  dernier  terme  est  positif 
(n”  314). 

Passons  actuellement  à l’exposition  des  diverses  méthodes  de  ré- 
solution des  équations  numériques. 


§ II.  Recherche  des  Racines  commensurables  des 
équations  numériques. 


318.  Les  racines  réelles  commensurables  doivent  être  l’objet  des 
premières  recherches.  Ces  racines  peuvent  cire  entières  ou  fraction- 
naires. 

Observons  d’abord  que  toute,  équation  dont  le  premier  terme  a pour 
coefficient  l'unité,  et  dont  tous  les  autres  coefficients  sont  des  nombres 
entiers,  «e  peut  avoir  pour  racines  commensurables  que  des  nombres 
entiers. 

En  effet , soit  l’équation 

x"  -f  Px”*—  -f  Qx—’  -J- J-  Tx  U = 0 , 

dans  laquelle  P,  Q ....  T,  D,  sont  des  nombres  entiers  ; et  suppo- 
sons qu’elle  poisse  avoir  pour  racine  un  nombre  fractionnaire  coin- 

mensurable  tel  que  2 • jj  vient , par  la  substitution , 


«“  . p a"~‘  . o->  , 

Jyn  "•  bm~l  " " ^ bm~3  *"  * * 


* * 4“ 


T£+ü  = 0; 
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d’où,  multipliant  toute  l’équation  par  fi"-1  et  transposant , 

% = — Po— ‘ — Oa"-’  b—  ....  — TaA"-1  — DA". 
b 

Or,  le  second  membre  de  celte  égalité  sc  compose -d'une  suite  de 
nombres  entiers , tandis  que  le  premier  membre  est  essentiellement 
fractionnaire  : car  a et  A pouvant  toujours  être  supposés  premiers 
entre  eux  , il  en  est  de  même  ( Arith . , n°  134)  de  o”  et  A;  donc  celle 
égalité  ne  saurait  exister.  Donc  , il  est  impossible  qu’aucun  nombre 
fractionnaire  commonsurable  satisfasso  à l’équation. 

Cela  posé,  on  a vu  (n°  265)  comment,  étant  donnée  une  équation 
dont  les  coefficients  sont  rationnels,  mais  fractionnaires,  on  peut 
la  transformer  en  une  autre  dont  les  coefficients  soient  entiers,  son 
premier  terme  conservant  d’ailleurs  l’unité  pour  coefficient.  Ainsi, 
dès  que  l’on  aura  établi  une  méthode  pour  trouver  les  racines  en- 
tières d’une  équation  à coefficients  entiers,  le  premier  terme  ayant 
d'ailleurs  l'unité  pour  coefficient,  il  sera  ensuite  facile  d’obtenir  les 
racines  commensurables  (entières  ou  fractionnaires)  de  toute  équa- 
tion à coefficients  quelconques,  mais  rationnels. 

319.  À cet  effet , reprenons  l’équation  générale 

*"  -f  P*--  + + R*3  -f  S*1  + T*  + ü = 0; 

P,  Q , . . R , S,  T,  U étant  des  nombres  entiers. 

(Pour  l’exposition  de  la  méthode , il  faut  nécessairement  écrire  les 
quatre  ou  cinq  derniers  tenues.) 

Désignons  par  a un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  qui  doit 
vérifier  l’équation,  et  cherchons  à quelles  conditions  il  doit  satis- 
faire pour  en  être  racine. 

Si  a est  racine,  on  doit  avoir  l’égalité 

a»_{_pa«-.  l_Ra3_j_SaJ-f  To  + U = 0 ....  (1); 

donc  , si  l’on  remplaçai  t a par  tous  les  nombres  entiers  positifs  et  né- 
gatifs compris  entre  les  limites  -j-  L et  — L'  (n°  310)  des  racines  po- 
sitives cl  négatives,  ceux  qui  vérifieraient  l’égalité  ci-dessus  seraient 
reconnus  racines.  Mais  on  conçoit  combien  ces  essais  seraient  longs 
et  pénibles;  on  a donc  chcrohé  à déduire  de  l’égalité  (1) , qui  est 
«ne  condition  nécessaire  et  suffisante,  d’autres  conditions  équivalentes 
et  plus  simples  à vérifier. 

Transposons  tous  les  termes  , excepté  le  dernier , et  divisons  par 
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-=  — a"—*  — P«--*  — — Ra’  — Sa  — T ... . (S)  ; 


or,  le  second  membre  de  celte  nouvelle  égalité  est  un  nombre  entier; 

donc  il  faut  que  j soit  un  nombre  entier.  Ainsi , déjà  les  racines 

entières  de  l'équation  sont  comprises  parmi  les  diviseurs  du  dernier 
terme. 

Transposons  actuellement,  dans  l’égalité  (2) , le  terme  — T,  et 
divisons  para;  il  vient,  en  posant  pour  plus  de  simplicité, 


— = — a"-*  — Pa*- 3 ....  — Ua  — S 
a 


Ü+T: 

a 1 

. • • (3); 


T'. 


le  second  membre  de  l’égalité  (3)  est  un  nombre  entier;  donc  il  faut 

T“  ü 

que  — ou  le  quotient  de  la  division  de  — -]-  T , par  a , soit  un  nom- 
bre entier. 

Transposons  de  nouveau  le  terme  — S,  et  divisons  para;  il  vient, 

T 

en  posant }—  S = S' , 


- = — am~3  — P«~- < - — Il  ...  (i)  ; 


le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier;  donc  il 

S'  T' 

faut  que  — , ou  le  quotient  de  la  division  de [—  S , par  a,  soit  un 

a a 

nombre  entier. 

En  continuant  ainsi  de  transposer  dans  le  premier  membre  tous 
les  termes  du  second,  on  parviendra,  après  la  (»<  — 1 transforma- 

is 

tion , à une  égalité  de  la  forme  — = — a — P. 

Transposant  enfin  le  terme  — P,  divisant  par  a, 
cl  posant 


7 + P 


r. 


on  trouve 


ou 


-f  1 =0. 
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Cette  égalité,  qui  n’est  d’ailleurs  qu’une  transformée  do  l’éga- 
lité (1) , est  la  dernière  condition  o laquelle  il  faut  et  il  suffit  que  le 
nombre  entier  a satisfasse  pour  être  reconnu  racine. 

En  rapprochant  les  conditions  précédentes,  on  peut  conclure  que 
pour  qu’un  nombre  entier  a,  positif  ou  négatif,  soit  racine  de  l’é- 
quation proposée , il  faut 

Que  le  quotient  du  dernier  terme  divisé  par  a soit  entier; 

Qu’en  ajoutant  à ce  quotient  le  coefficient  de  t'  (pris  avec  son 
signe),  le  quotient  de  cette  somme  divisée  par  a soit  entier  ; 

Qu’en  ajoutant  à ce  nouveau  quotient  le  coefficient  de  x*,  le  quo~ 
tient  de  cette  nouvelle  somme  divisée  par  a soit  entier;  et  ainsi  de  suite  ; 

Qu’enfin,  si  l’on  ajoute  le  coefficient  du  second  terme  de  l’équa- 
tion, ou  de  xm~l , au  quotient  précédent,  le  quotient  de  la  nouvelle 
somme  divisée  par  a soit  entier  et  égal  à — 1 ; ou  bien  encore , que  le 
résultat  de  l’addition  de  l’unité  ou  du  coefficient  de  x».  au  quotient  pré- 
cédent soit  égal  à 0. 

Tout  nombre  qui  satisfera  à ces  épreuves  réunies  sera  racine;  et 
ceux  qui  n'y  satisferont  pas  devront  être  rejetés. 

320.  Afin  de  déterminer  à la  fois  toutes  les  racines  entières  d'uno 
équation , voici  la  marche  qu’il  convient  de  suivre  : 

Après  avoir  déterminé  tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  (Arith.  , 
n°  1-48),  on  écrit  sur  une  même  ligne  horizontale , et  tant  avec  le  signe 
-f-  qu’avec  le  signe  — , les  diviseurs  compris  entre  les  limites  L et 
— U, puis,  au-dessous  de  ces  diviseurs,  les  quotients  du  dernier  terme 
divisé  par  chacun  d’eux. 

On  ajoute  ensuite  à chacun  des  quotients  le  coefficient  de  x1,  ce  qui 
donne  des  sommes  que  l’on  place  au-dessous  des  quotients  qui  leur  cor- 
respondent , puis  on  divise  ces  nouvelles  sommes  par  chacun  des  divi- 
seurs, ce  qui  doune  des  quotients  que  l’on  écrit  au-dessous  des  sommes 
correspondantes  (on  a le  soin  de  rejeter  les  quotients  fractionnaires 
et  les  diviseurs  qui  ont  donné  ces  quotients)  ; et  ainsi  de  suite. 

Observons  en  outre  que,  si  quelques  termes  manquent  dans  l’c- 
quation  particulière  proposée  , il  faut  en  tenir  compte,  en  regar- 
dant chacun  de  leurs  coefficients  comme  égal  à 0. 

Enfin  , il  est  inutile  d’appliquer  la  méthode  aux  diviseurs  -J-  1 
et  — 1 , parce  que  leur  substitution  dans  l’équation  réduit  le  pre- 
mier membre  à la  série  des  coefficients  ; et  il  est  facile  de  s’assurer 
directement  si  ces  deux  nombres  satisfont  ou  ne  satisfont  pas  à l'é- 
quation. , 
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Soit  , pour  premier  exemple , l’équation 

*4  _ — 13*’  + 16*  — 48  = 0. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 
13  — {—  1 ou  14.  [On  ne  considère  pas  ici  le  coefficient  48,  parce  que 
les  deux  derniers  termes  revenant  à 16  (*  — 8)  , dès  que  l’on  fait 
* 3 , cette  partie  est  essentiellement  positive.] 

On  trouverait  d’ailleurs  (n°  810)  pour  la  limite  supérieure  des 
racines  négatives , — (l  + j/  48)  , ou  — 8. 

Cela  posé,  les  diviseurs  de  48  moindres  que  14,  sont  1,  3,  3,  4, 
6,  8,  12;  d’ailleurs  aucun  des  deux  nombres  -f-  1 , — 1 , ne  satis- 
fait à l’équation  , car  le  coefficient  — 48  est  à lui  seul  numérique- 
ment plus  grand  que  tous  les  autres  réunis  ; ainsi,  l’on  ne  doit  sou- 
mettre aux  épreuves  que  les  diviseurs  positifs  compris  depuis  2 
jusqu’à  12,  et  les  diviseurs  négatifs  compris  depuis  — 2 jusqu’à  — 8. 

Voici  le  tableau  des  calculs  , d’après  la  marche  indiquée  : 

12,  8,  6,  4,  3,  2,—  2,—  3,—  4,  — 0 

- 4,-  6, - 8, - 12, - 10, -24,  + 24,  + 16,  + 12,  + 8 
+ 12,+  10,  + 8,+  4,  0,-  8, + 40, + 32, + 28, + 24 


+ 1, 

»,  »,+  1, 

0,- 

4, 

-20, 

»,  — 7,  — 

4 

- 12, 

»,  »,  — 1 2, 

- 13,  - 

17, 

— 33, 

»,  — 20,- 

17 

- 1, 

»,  » , 3, 

», 

», 

», 

»,+  6, 

» 

- 2, 

»,  »»—  *, 

», 

», 

», 

»,  + 4, 

» 

», 

»,  », — 1, 

», 

», 

», 

»,—  1, 

J» 

La  première  ligne  est  celle  des  diviseurs;  la  seconde,  celle  des 
quotients  de  la  division  du  dernier  terme  , — 48 , par  chacun  des 
diviseurs. 

La  troisième  est  la  ligne  des  quotients  que  l’on  vient  d’obtenir, 
augmentés  du  coefficient  + 18  de  la  proposée,  et  la  quatrième  celle 
des  quotients  de  ces  sommes  divisées  par  chacun  des  diviseurs; 
cette  seconde  condition  exclut  d’abord  les  diviseurs + 8,  — 6, 
et  — 3. 

La  cinquième  est  la  ligne  des  quotients  précédents  augmentés  du 
coefficient — 13  de  la  proposée,  et  la  sixième  celle  des  quotients 
des  nouvelles  sommes  par  chacun  des  diviseurs  ; cette  troisième 
condition  exclut  les  nouveaux  diviseurs  3,  2,  — 2,  et  — 6. 

Enfin  , la  septième  est  la  ligne  des  troisièmes  quotients,  auginen- 
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tes  du  coefficient  — 1 do  la  proposée , et  lu  huitième  celle  des  quo- 
tients des  dernières  sommes  par  chacun  des  diviseurs.  Il  n’y  a que 
les  diviseurs  — (-  4 et  — 4 qui  donnent  — 1 ; dpnc  -f-  4 et  — 4 sont 
les  seules  racines  entières  de  la  proposée. 

En  effet,  si  l’on  divise  *4  — *5  — 13x*  — (—  1 0ar  — 48,  par  le  pro- 
duit (x—  4)(*-}-4),  oui*- 16,  il  vient  pour  quotient,  — *-(-3, 
polynôme  qui , égalé  à zéro,  donne 

**=J  ± \ l/—Uj 

ainsi  les  quatre  racines  sont  4,  — 4,  et  ^ dr  ^ j/"  — 11. 

331 . Remarque.  — Comme,  dans  les  applications  de  la  méthode , 
on  peut  commettre  quelques  erreurs  d’addition  ou  de  division,  et 
laisser  ainsi  échapper  quelques  racines,  il  est  convenable,  après 
avoir  divisé  le  premier  membre  de  la  proposée  par  chacun  des  fac- 
teurs du  premier  degré,  correspondant  aux  racines  déjà  obtenues  , 
il  est  convenable , dis-jc  , d 'appliquer  de  nouveau  la  méthode  à l’é- 
quation résultante , qui  est  d’un  degré  plus  simple , et  dont  les  coef- 
ficients sont  aussi  généralement  plus  simples  que  ceux  de  la  pro- 
posée. 

11  y o même  une  circonstance  où  cette  équation  résultante  peut 
encore  admettre  des  racines  commensurables,  sans  que  l’on  ail 
commis  aucune  erreur  : c’est  lorsque  la  proposée  renferme  des 
racines  égales  commensurables.  Comme  la  méthode  des  racines 
égales  est  plus  compliquée  que  celle  des  racines  commensurables, 
il  faut  toujours,  une  équation  numérique  étant  donnée,  commencer 
par  la  soumettre  à la  méthode  des  racines  commensurables.  Or, 
celle-ci  suffit  bien  pour  obtenir  les  racines  différentes  ; mais  elle 
n’indique  pas  si  une  même  racine  n’entre  qu’une  fois  ou  se  trouve 
plusieurs  fois  dans  la  proposée.  On  peut  s’en  assurer  de  deux  ma- 
nières : ou  bien  en  soumettant  de  nouveau  à la  méthode  l’cquation 
qui  résulte  de  la  suppression  des  racines  déjà  mises  en  évidence; 
ou  bien,  en  essayant  la  division  du  premier  membre  de  cette  équa- 
tion par  les  facteurs  du  premier  degré  qui  correspondent  aux  raci- 
nes trouvées. 

Soit,  par  exemple,  l’équation 

*5  _ 13*4  + 67*3  — 171*>  + 810*  — 108  = 0. 
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La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 
13,  d’après  la  décomposition  (u°  308)  ; d'ailleurs,  elle  n’a  pas  de 
racines  négatives,  puisque  l’équation  ne  présente  que  des  varia- 
tions de  signe  (n°  311). 

Les  diviseurs  de  108,  au-dessous  de  18,  sont 

1,  3,  3,  A,  0,  0,  13; 

d’ailleurs,  -j-  1 no  satisfait  pas  à l’équation,  car  on  trouve  ■—  8 
pour  résultat  de  la  substitution  de  -[-1  ; ainsi  3,  3,  4,  0,  9,  13,  sont 
les  seuls  nombres  à soumettre  aux  épreuves. 

On  reconnaît,  par  l’application  de  la  méthode,  que  3 et  S sont 
racines  de  la  proposée. 

Effectuant  la  division  du  premier  membre  de  cette  équation  par 
( ar  — 8)  ( x — 3 ),  ou  xJ  — 8*  -j-  6,  on  trouve  pour  quotient, 

x J — 8x’  + 21a-  - 18  = 0, 

qui,  soumise  elle-même  à la  méthode,  se  trouve  avoir  encore  -j-  3 
et  -J-  2 pour  racines. 

Divisant  celte  dernière  équation  par  j:1  — Sx  -}-  8,  on  obtient 
x — 3=0,  d’où  x — 3;  ainsi  la  proposée  peut  se  mettre  sous  la 
forme  ( x — 3 )5  ( x — 2 )’  = 0. 

322.  Bigle  d’exclusion.  — Lorsque  le  nombre  des  diviseurs  du 
dernier  terme,  qui  se  trouvent  compris  entre  les  deux  limites 
-{-  L et  — L',  est  très-grand,  on  peut  restreindre  le  nombre  des 
essais  par  une  règle  d’un  usage  facile. 

Soit  l’équation  x m -f-  Px”1- 1 Qx"-  J -j-  . . . Tx  U = 0, 

dans  laquelle  nous  supposons  toujours  que  les  coefficients  soient 
entiers. 

On  sait  que,  a étant  racine  do  celle  équation,  son  premier  mem- 
bre est  divisible  par  x — a ; ainsi  l’on  a l’identité 

xm  - j-  Px"- 1 -J- ...  -[-Tx-|-U=(x — a)  (x“-,-)-F  j“_  ’-j-. . . -f-  T x-j-U'); 

P',  Q', . . . T',  U',  sont,  d’après  la  loi  de  formation  du  n°  238,  des 

nombres  entiers  aussi  bien  que  a,  P,  Q T,  D.  Cela  posé,  comme 

l’équation  précédente  doit  se  vérifier  quel  que  soit  x,  faisons  x = 1 ; 
il  vient 

1+P  + Q+.  . .+T4-U=(l~a)(l+P'  + ...+T'4-ia 
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d’où  1+V.+A±111±L ±1=  1 + F+  ...+r  + o'; 
1—0 

le  second  membre  de  cette  égalité  est  un  nombre  entier;  donc  il 
doit  en  être  de  même  du  premier  membre  ; ainsi  a,  étant  un  nom- 
bre entier  positif  ou  négatif,  ne  peut  être  racine  qu’autant  que 
(1  — a)  ou  plutôt  (a  — 1 ) divise  le  résultat  de  la  substitution  de 
-f-  1 dans  la  proposée. 

On  prouverait  de  même,  en  faisant  x = — 1,  que  — ( 1 -J-  a ) 
ou  ( a -j-  1 ) doit  diviser  le  résultat  de  la  substitution  de  — 1 ; d’où 
résulte  la  règle  suivante  : 

Substitues  successivement  — {—  1 et  — 1 dans  la  proposée,  et  dési- 
gnez par  M et  SI'  les  valeurs  numériques  des  résultats  de  cette  dou- 
ble substitution. 

( Si  l’un  des  résultats  était  0,  auquel  cas  -}-  1 ou  — 1 serait 
racine , il  faudrait  commencer  par  supprimer  cette  racine  dans  In 
proposée  avant  d’appliquer  la  règle.) 

1°  Tout  diviseur  positif  du  dernier  terme,  qui,  diminué  de  1,  ne 
divise  pas  M,  et  qui,  augmenté  de  1 , ne  divise  pas  M',  doit  être  rejeté. 

2°  Tout  diviseur  négatif  dont  la  valeur  numérique , augmentée  de  1 , 
ne  divisepas  M,  et  diminuée  de  1,  ne  divise  pas  W , doit  être  rejeté. 

Afin  de  mettre  plus  facilement  en  évidence  ces  deux  caractères 
d’exclusion,  il  convient  de  décomposer  d’abord  les  deux  résultats 
Met  M'dans  leurs  diviseurs  {Arith.,  n°  148). 

Soit , pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  comraen- 
surables  de  l’équation 

*4  _ B*3  — 87;r’  -f  257*  — 800  = 0. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cette  équation  est 

37  — }—  1 ou  38,  parce  que  257*  — 860  revient  à 257 

la  limite  supérieure  des  négatives  est  — ( 1 -f-  360  ) ou  — 20.  Les 

diviseurs  de  860,  que  l’on  doit  soumettre  aux  épreuves  de  la  mé- 
thode du  n°  320,  sont  donc 

1,  2,  3,  4,  B,  0,  8,  0,  10,  12,  15,  18,  20,  24,  30,  36, 
et  —1,  —2,  -8,-4,  -5,  —6,  —8,  -9,  —10,  —12,  —15,  — 18  ; 

le  résultat  de  la  substitution  de  -j-  1 dans  la  proposée  est,  en  faisant 
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abstraction  (Insigne,  144  ou 2*  .3’;  le  résultat  de  la  substitution 
de  — 1 est  648  ou  2J  . 8*. 

Cela  posé,  passons  d’abord  en  revue  les  diviseurs  positifs,  à partir 
de  86  qui  est  le  plus  grand. 

86  — 1,  ou  85  = 7 X ne  divise  pas  144  qui  est  égal  à 24 . 3’  ; 
ainsi  86  doit  être  rejeté. 

On  rejettera  , par  la  même  raison  , 30, 24,  20,  18,  15,  12. 

10  — 1,  ou  0,  divise  144;  mais  10 -f-  1 on  11  ne  divise  pas  048 
qui  est  égal  à 23  . 34  ; ainsi  10  doit  être  rejeté. 

On  reconnaîtra  encore  quo  9,8,6 ,4,  doivent  être  rejetés;  c’est- 
à-dire  que  les  seuls  diviseurs  positifs  qui  satisfont  à la  règle  sont 
5,  3,  et  2. 

Quant  aux  diviseurs  négatifs  : 18 -j-  1,  ou  19 , ne  divise  pas  144  ; 
ainsi  — 18  doit  être  rejeté. 

15  -j-  1,  ou  16,  divise  144;  mais  15  — l,ou  14,  nedivisepas648; 
donc  — 15  doit  être  rejeté. 

Ou  verrait  pareillement  que  — 12,  —10,  — 9,  — 8, 6, 4,  doi- 
vent être  rejetés.  Ainsi , l’on  ne  doit  soumettre  aux  épreuves  de  la 
méthode  du  n°  320,  que  les  diviseurs  — 5,  — 3,  et 2.  En  appli- 

quant la  méthode  aux  diviseurs 

-f-  5,  -|-  3,  -f-  2,  — 2,  — 3,-5, 

on  reconnaîtra  que  5 est  le  seul  qui  remplisse  toutes  les  conditions, 
et  qui  soit  par  conséquent  racine  de  la  proposée. 

Effectuons  la  division  par  x — 8 ; il  vient  pour  résultat 

x%  — Ylx  -j-  72  =r  0, 

équation  qui  ne  saurait  avoir  de  nouveau  5 pour  racine,  puisque  B 
ne  divise  pas  72.  Ainsi,  cette  équation  n’a  plus  que  des  racines  in- 
commensurables , réelles  ou  imaginaires. 

823.  Voici  de  nouveaux  exercices  : 

1“  xi  — Bx3-f  25*  — 21=0. 

(*  — 1)  (*  — 3)  (*>  — *— 7)=0. 

2°  15*5  — 19*4 -|-  6x3-f- 15*’ — 19*  + 6 = 0. 

(3x  — 2)  (8*~8)  (sJ-fl^O. 

8°  9*«  80xs  -f  22*4  + lOx1  + 17*’  — 20*  + 4 = 0. 

(*+2)>  (S*—  1)»  (*>+l)=0. 

[Pour  résoudre  les  deux  dernières  équations,  il  faut  d’abord  faire 
AictRnr.  29 


Digitized  by  Google 


484  MÉTHODE 

disparaître  lo  coefficient  du  premier  terme,  d’après  la  règle  du 
n°265;  appliquer  ensuite  la  méthode  du  n°820  aux  deux  transfor- 
mées; et , après  avoir  obtenu  les  racines  entières  de  ces  transfor- 

f/ 

jnées  , substituer  dans  l'équation  x — qui  » servi  à la  transfor- 
mation , les  valeurs  des  racines  obtenues.] 

824.  Ce  qui  précède  suffit  pour  la  détermination  des  racines 
eommensurables  de  toute  équation  numérique  dont  les  coefficients 
sont  rationnels,  entiers  ou  fractionnaires.  Cependant  nous  observe- 
rons qu’il  y a des  questions  dont  les  énoncés  conduisent  à des  équa- 
tions do  degré  supérieur , et  qui , par  leur  nature  , n’admettent  que 
des  nombres  entiers  pour  solution  ; c’cst-à-diro  que  toute  solution 
fractionnaire  , commensurable  ou  incommensurable,  doit  être  re- 
gardée comme  tout  à fait  étrangère  à la  question. 

Soit,  par  exemple,  propose  de  déterminer  la  base  du  système  de  nu- 
mération dans  lequel  le  nombre  3147,  écrit  dans  le  système  décimal , 
serait  représenté  par  l’ensemble  des  chiffres  32042  (système  cherché). 

Désignons  par  x la  base  inconnue  ; 2 , hx,  0 . 2*5,  3*4  ^ 

expriment  les  valeurs  relatives  des  chiffres  2,4,  0,  2,et3, 

du  nombre  32042  ; ainsi , l’on  a l’équation 

3*4  -f  2*J  + 0 . *>  -f  4*  -f  2 = 2147, 

.ou bien  3*4  2**  -j-  4*  — 2143  = 0, 

à résoudre  en  nombres  entiers  et  positifs;  car  x doit  être,  par  sa  na- 
ture, un  nombre  entier  absolu. 

Or , pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  méthode  exposée  n°  320 
pour  trouver  les  racines  entières  d’une  équation  dont  le  coefficient 
du  premier  terme  est  l’unité,  on  verra  qu’elle  est  également  appli- 
cable au  cas  où  le  coefficient  du  premier  terme  est  un  nombre  entier 
quelconque  ; la  seule  différence , si  l’cqualion  est , par  exemple , de 
la  forme 

Air  -[-P*m-,+  Q-r— ’-f-.  . . . -f-  S*’+T*-f  D = 0, 

consiste  en  ce  que,  quand  on  est  parcenu  à la  dernière  des  conditions 
que  comporte  la  méthode,  le  résultat,  au  lieu  d’être  égal  à — 1 , doit 
être  égal  à — A. 

On  peut  d’ailleurs  reconnaître  l’exactitude  de  celte  assertion , en 
reprenant  les  mêmes  transformations  et  les  mêmes  raisonnements 
que  ceux  qui  ont  été  faits  n°  319. 
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Ainsi , pour  trouver  les  racines  commensurables  entière»  (l’une 
équation  dont  le  premier  terme  a un  coeflicient  différent  de  l’unité, 
il  est  inutile  d’avoir  recours  à la  disparition  de  ce  coefficient,  trans- 
formation qui  (n°265)  a l’inconvénient  de  conduire  à une  équation 
dont  les  coefficients  sont , en  général,  très-grands. 

D’après  cela,  recherchons  les  racines  entières  de  l’cquation 

8*4  2*5  + hx  — 2145  = 0. 

La  limite  supérieure  des  racines  positives  est  (n°  307) 

1 + ^ 2148  = 14-7  = 8; 

le  nombre  2145  est  décomposable  (Arithmétique,  n°  148)  en 
3 X 8 X 1 1 X 18  ; ainsi , il  n’y  a lieu  à essayer  que  les  nombres 
3 et  5; 


8, 

3, 

— 429, 

— 713, 

— 428, 

- 711, 

— 83, 

— 237, 

- 17, 

- 79, 

- 15, 

- 77, 

- 3, 

1’  . 

Le  seul  nombre  5 donne  pour  dernier  résultat , — 3 , ou  le  coef- 
ficient du  premier  terme,  pris  en  signe  contraire;  donc  cinq  est  la 
base  du  système  cherché. 

En  effet,  32042,  écrit  dans  le  système  quinaire,  équivaut,  dans 
le  système  décimal,» 

* 3 X S*  4-  8 X S3  4-  0 X 8*  4-  * X 8 4-  2, 

ou,  en  effectuant,  8 X 825  4-  2 X 128  4-  4 X 8 4-  2 = 2147. 

On  peut  s’exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

1°  Déterminer  la  base  du  système  de  numération  dans  lequel  7329 
( système  décimal  ) ett  représenté  par  3563  ( système  cherché  ). 
[x  — onze.'] 

2®  La  base  du  système  dans  lequel  81479  ( système  décimal  ) est 
représestti  par  486356  ( système  cherché  ).  [ x = sept.] 

29* 
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/lecherche  des  diviseurs  commensurables  du  second  degré. 

823.  Observations  préliminaires.  — La  méthode  îles  racines  cora- 
mensurables,  exposée  n"  820,  est  aussi  appelée  méthode  des  diviseurs 
commensurables  du  premier  degré,  parce  que, connaissant  une  racine 
cunimensurable,  entière  ou  fractionnaire,  d’une  équation,  on  pent 
(„»  237)  diviser  le  premier  membre  par  le  facteur  du  premier  degré 
eu  a-,  correspondant  à cette  racine  ; et  les  coefficients  de  ce  facteur 
sont  nécessairement  commensurnbles  eux-mêmes. 

Lorsqu’une  équation  numérique  est  débarrassée  de  scs  diviseurs 
commensurables  du  premier  degié,  l’équation  résultante  n’a  plus 
que  des  racines  réelles  incommensurables  et  des  racines  imaginai- 
res; mais  on  conçoit  que  plusieurs  des  facteurs  du  premier  degré 
qui  correspondent  à res  racines,  quoique  ayant  des  coefficients  in- 
commensurables, peuvent  fort  bien,  par  leur  combinaison  deux  à 
deux,  donner  naissance  à des  produits  dont  les  coefficients  soient 
rationnels  ; c’cst  ainsi  que 

( x — j/3  ) ( x -f  l/  3 ) = .t’  — 3; 

■r  _ 1 — f-  j/UlTj  ( * — 1 — j/—  5)  = **  - + G. 

Or,  si  l’on  availquelque  moyen  de  découvrir,  dans  une  équatiou, 
Us  diviseurs  commensurables  du  second  degré,  en  les  égalant  à 0, 
on  en  déduirait  des  racines  de  l’équation  proposée;  et,  de  plus,  on 
les  obtiendrait  sous  leur  véritable  forme. 

Nous  allons  voir  comment  les  principes  de  l’élimination  et  la 
méthode  du  n°fc320  conduisent  à ce  but. 

826.  Soit  X = Oune  équation  débarrassée  de  ses  diviseurs  com- 
mensurables du  premier  degré. 

Désignons  par  r1  -}-  px  -j-  g 1 un  quelconque  des  diviseurs  du 
second  degré  de  X;  p et  çjjsont  deux  [indéterminées  dont  il  faut  lâ- 
cher d’obtenir  les  valeurs  en  nombres  commensurables,  s’il  est  pos- 
sible. . 

Pour  cela,  divisons  X par  x’  px  + q;  et  concevons  que  l on  ait 

poussé  l’opération  jusqu’à  ce  qu’on  soit  parvenu  à un  reste  du  premier 
degré  en  x,  de  la  forme  M\  -f*  N,  M et  N étant  des  indéterminées 
fonctions  de  p et  de  q.  En  égalant  ce  reste  à 0,  on  établira  la  con- 
dition que  x’  px  -j-  q devienne  diviseur  exact  de  X ; d’ailleurs , 
çett‘  division  doit  so  faire  indépendamment  de  tonie  valeur  par- 
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ticulièrc  attribuée  àr;  donc,  en  vertu  du  principe  u°  180  sur  les 
équations  identiques,  l’équation  Mar  -(-  N le  partagera  nécessaire- 
ment en  deux  autres 

>1  = 0,  N = 0,  ou  bien,  F ( p,  q ) = 0,  F'  ( p,  q ) = 0. 


Cela  posé,  la  question  se  réduira  à trouver  ( en  nombres  cotnmen- 
surnblcs  ) tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p et  de  q propres  à véri- 
fier ces  deux  équations. 

On  commencera  par  former,  d’après  les  méthodes  connues,  l’équa- 
tion finale  en  p,  à laquelle  on  appliquera  la  méthode  des  racines 
commensurablcs  (il"  320).  , dprès  avoir  obtenu  toutes  les  valeurs  ra- 
tionnelles de  p,  on  les  substituera  (n°  270)  dans  le  reste  du  premier 
' degré  par  rapport  à q,  lequel  reste,  égalé  ensuite  à 0,  donnera  les  va- 
leurs rationnelles  de  q,  correspondantes  aux  valeurs  de  p déjà  trouvées. 
Enfin,  l'on  substituera  chacun  des  systèmes  de  valeurs  de  p et  de  q 
dans  le  trinôme  x’  -j-  px  -(-  q ; ce  qui  donnera  autant  de  diviseurs 
commensurablcs  du  second  degré. 

Il  est  évident  que  l’équation  finale  en  p doit  être  d’un  degré 


marqué  par  m 


, m étant  le  degré  de  l’équation  , puisque 


c’est  l’expression  du  nombre  total  des  diviseurs  commensurablcs 
ou  incommensurables  du  second  degré.  D’après  cela,  on  peut  juger 
combien  cette  méthode,  facile  en  théorie,  est  compliquée  dans  la 
pratique.  Aussi  l’usage  en  csl-ii  peu  frequent. 

On  voit  assez  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  obtenir  les  diviseurs 
commcnsurables  du  . . . degré  ; mais  ccs  dernières  ques- 

tions ne  sont  d’aucune  utilité  (*). 


§ïii.  Recherche  des  racines  réelles  incommensurables. 

Lorsqu’on  a débarrassé  une  équnliuu  do  tous  les  diviseurs  du 
premier  degré  qui  correspondent  à scs  racines  commensurables  , 
l’équation  résultant  n'admet  plus  que  des  racines  réelles  incommen- 
surables, ou  des  racines  imaginaires. 


(*)  Dans  une  des  iiolcs  placées  à la  fin  de  ce  chapitre,  nous  nous  proposons  de  dire 
quelques  mol»  sur  ta  décomposition  d'un  poh-notne  rationnel  cl  entier  quelconque  en  scs 
facteurs  premiers. 
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La  véritable  forme  dos  racines  réelles  incommensurables  d'une 
équation  d’un  degré  quelconque,  restera  iuconnue  tant  qu’on  u’aura 
pas  de  méthode  générale  pour  résoudre  les  équations  algébriques 
de  degré  supérieur.  Mais  si  la  détermination  de  leur  forme  est  en- 
core un  problème  à résoudre,  il  n’en  est  pas  ninsi  de  la  valeur  nu- 
mérique de  chacune  de  ces  racines  ; et  il  existe  des  méthodes  pour 
les  obtenir  avec  tout  le  degré  d’approximation  qu’on  peut  désirer. 

Pour  plus  de  simplicité,  nous  diviserons  celte  théorie  en  deux 
parties  : dans  la  première , nous  supposerons  que  la  proposée  soit 
telle  qu’cxE  secle  racine  réelle  puisse  être  comprise  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs;  et , dans  la  seconde,  que  deux  nombres 
entiers  consécutifs  puissent  comprendre  plus  d’une  racine. 

PrexOre  partie.  Cas  oit  une  seule  racine  réelle  peut  être  comprise 
entre  deux  nombres  entiers  consécutifs. 

[Nous  admettrons  encore,  dans  tout  co  qui  va  suivre,  que  l’on 
ait  déterminé  les  limites  -j-  L et  — L',  les  plus  resserrées  possibles, 
soit  par  la  méthode  des  décompositions  (n°308),  soit  par  la  méthode 
de  Newton  (n°  309).] 

327.  Recherche  de  la  partie  entière.  — Chacune  des  racines  in- 
commensurables étant  nécessairement  composée  d 'une  partie  entière 
(qui  peut  quelquefois  être  Oj  et  d’une  ptirlie  plus  petite  que  l’unité, 
le  premier  objet  dont  nous  avons  à nous  occuper  consiste  à déter- 
miner la  partie  entière  de  chaque  racine. 

Pour  cela,  on  substitue  à la  place  de  x,  dans  l’équation , la  suite 
naturelle  des  nombres,  0,  1 , 2,  3,  . . . et  — 1,  — 2,  — 3, . . . com- 
pris entre  -j-L  et  — L'.  Comme,  entre  deux  nombres  substitués  qui 
donnent  deux  résultats  do  signes  contraires,  il  tombe  au  moins 
une  racine  (n°303),  il  s’ensuit  que  chaque  couple  de  nombres  don- 
nant des  résultats  de  signes  contraires,  comprend  une  racine  réelle, 
et  n'en  comprend  qu'une  seule,  d’après  l’hypothèse  établie.  D’ailleurs, 
la  partie  entière  de  la  racine  est  le  plus  petit  des  deux  nombres  qui 
la  comprennent. 

Or,  il  peut  arriver  deux  cas  : ou  l’on  obtient , par  toutes  ces  sub- 
stitutions, autant  de  changements  de  signes  (ou  de  couples  de  résul- 
tats de  signes  contraires)  qu’<7  y a d'unités  dans  le  degré  de  l'équa- 
tion; et  alors  on  en  conclut  que  tou  les  les  racines  sont  réelles.  Ou  bien, 
le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que  le  degré  de  l’é- 
quation ; auquel  cas,  il  y a autant  de  racines  réelles  quu  do  change  - 
mentsde  signe;  et  les  autres  racines  sont  imaginaires. 
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Duos  les  deux  cas,  cette  méthode  de  substitution  fait  connaître 
la  partie  entière  do  chaque  raoinc  réelle  ; et  il  reste  à déterminer  la 
partie  plut  petite  que  l’unité. 

UtîTHODE  d’aPPRUXIÏSTIOS  DE  LAGEAXGE. 

S28,  Soit  X = 0 une  équation  dont  les  racines  réelles  ont  respec- 
tivement une  partie  entière  différente  que  l’on  suppose  avoir  été 
déjà  déterminée. 

’ Désignons  par  a et  a 1 deux  nombres  entiers  qui  comprennent 
l’uiio  d’elles  ; a exprime  alors  la  partie  entière  de  cette  racine. 

Pour  obtenir  la  partie  plus  petite  que  l'unité,  posons  dans  l’é-  . 

quation  X = 0,  ou  x™  -}-  Pj"*- * l'r  -}-  ▼ = 0 , 

x = a -4-  il  eu  résulte  la  transformée 

y 

A"  A'" 

Ar+A'r'+^r’+o  r-*+  •••  + ’ = °- 

Pour  obtenir  cette  transformée,  on  commence  par  remplacer  .r 
par  x -f“  ce  qui  donne  (n*  202) 

A -j-  A'u  — m’  4-  ....  + «’»=0 

[A  désignant  ce  que  devient  Xquaud  on  y met  a pour.r,  et  A',  A",... 
étant  des  polynômes  dérivés  de  A d’après  la  loi  établie  n°  262  ; 

puis  on  remet  * pour  w,  et  l’on  chasse  les  dénominateurs  en  y]. 

Appelons,  pour  simplifier , Y = 0,  celte  transformée , qui  est  de 
même  degré  que  la  proposée,  et  a par  conséquent  ni  racines.  Or, 

puisque  la  relation  x — a -(-  - doit  donner  toutes  les  valeurs  de  x 

dès  que  l’on  connaît  les  valeurs  de  y,  et  que,  par  hypothèse , a et 
a — l comprennent  une  valeur  do  x et  n’en  comprennent  qu’une 
seule,  il  faut  nécessairement  que,  parmi  les  valeurs  réelles  de  y,  il 
y en  ait  une  plus  grande  que  1 , et  qu’il  n’g  en  ait  qu'une  seule  ; au- 
trement, ce  serait  supposer  que  a et  a -{-  1 comprennent  plusd’uno 
valeur  de  x. 

Si  donc,  dans  T équation  Y — 0,  ou  met  successivement  pour  y 
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le*  nombres  entiers  1,  2,  3, ...  à partir  de  l’unité  , on  est  certain 
d’obtenir  tôt  ou  lard  «n  changement  de  signe  ; et  les  deux  nombres 
qui  auront  produit  oc  changement  de  signe  comprendront  la  valeur 
cherchée  de  y. 

Soient  6 et  b -j-  1 ces  deux  nombres;  posons  dans  Y = 0, 

I i 

«<  = 64 ; il  en  résulte  une  transformée  Y,  = 0 (que  l’on  ob- 

y>  , 

tient  par  le  moyen  indiqué  ci-dessus)  ; et  cetto  équation  , parmi  ses 
racines  réelles,  en  aura  encore  une  seule  plus  grande  que  1 , que  l’on 
mettra  en  évidence  par  la  substitution  des  nombres  entiers 
1,2,  3,  . . . dans  Y,  = 0. 

Soient  c et  c-|-  1 les  deux  nombres  entiers  qui,  ayant  dû  pro- 
duire un  changement  do  signe,  comprennent  la  valeur  de  y,.  On 

posera  dans  l’équation  Y,=  0,  y,  = c — ; ce  qui  donnera  la 
nouvelle  transformée  Y,  = 0 , ayant  une  seule  racine  plus  grande 
que  1. 

Soient  d et  d 4-  1 les  deux  nombres  qui  la  comprennent  ; on  po- 

1 

sera  de  nouveau  dans  Y,=  0,  y,  ==  d ; et  l’on  continuera 

y » 

cette  suite  de  transformations  aussi  loin  que  l’ou  voudra. 
Rapprochons  maintenant  les  relations 

* = «+“•  y—b+  — , y.  = c+— . y<  = rf  + — , . . . . ; 

y y*  jm  y» 

il  en  résulte  * = a -{• 


Or , on  sait  que  , dans  une  fraction  continue  , plus  on  prend  de 
fractions  intégrantes , plus  ou  approche  de  la  valeur  du  nombre 
qu’elle  représente  ; et  le  degré  d’approximation  est  exprimé 

( ./nVA. , n°  174)  par  i , N étant  le  dénominateur  de  la  dernière 

réduite. 

Ainsi  la  méthode  qui  vient  d’ètre  exposée , donnera  la  valeur 
de  x,  nveclel  degré  d’approximation  que  l’on  voudra. 

329.  Appliquons  la  théorie  précédente  à l’équation 


1 


a;1  — Sx  — 3 = 0...  (I). 
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D’abord  , les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives 
sont , comme  il  est  aisé  de  le  voir  , — {—  3 ot  — 2. 

Soient  mis  successivement  à la  place  de  s,  dans  l’équation,  les 
nombres 

-2,-1,  0,  +l,+*,  + 3; 

ou  obtient  les  résultats 

-l,  + l,_3,-7,-5,  + 9; 

et  comme  il  y a trois  changements  de  signe,  il  s’ensuit  que  l’équa- 
tion a ses  trois  racines  réelles,  savoir  : une  positive  comprise  entre 
2 et  3 ; deux  négatives  comprises  respectivement  entre  0 et  — 1 , 
puis  eutre  — 1 et  — 2. 

Occupons-nous  premièrement  de  la  valeur  positive. 


Posons  dans  l’équation  ()} 


»-*  + -5 

y 


il  en  résulte  (n°  328)  une  équation  de  la  forme 

Ay5  + AV  + ^.'y+l=0, 

dans  laquelle  on  a 

A = (2)3  — B (2)'  — 3 = — 8 , 
A'  =3  (2)»—  8 =-f7, 

■y  -*«■ =+6, 


==+ 1 ; 


d’où  , substituant  et  changeant  les  signes  , 

8y3-7y’-6y-  1=0  . . .(2). 

Faisons  daus  cette  équation , y = 1, 2,  3,  ...  ; 

il  vient  pour  y = 1 , — 9, 

y = 2, - î, 

y=8, +83; 

doue  la  valeur  cherchée , de  y,  est  comprise  entre  2 et  3. 


Posons  dans  l’cquntion  (2) , ...  y = 2 -J ; 

1 y » 
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il  en  résulte  la  transformée 


Bÿî  +B'y!  + -«-  y.  + 


dans  laquelle 


B ==  B(2)3—  7(2)’— 6(2)' — I— — 1, 
B'  =18(2)’— 14(2)*— 6 =+26, 


B" 

=18(2)’-  7 

B'" 

2.3  b 


=+2.3, 
=+  g; 


d’où , substituant  et  changeant  les  signes , 

j,;  _ 20y)  — 23y.  —8  = 0...  (3). 

Comme  cette  équation  revient  à 

y\  ( y.  - 20  ) - 23y,  -8  = 0, 
il  est  visible  que  toute  valeur  plus  pctilo  que  20,  substituée  pour 


yt,  donnerait  un  résultat  négatif. 

Mais  si  Ton  pose  y,  = 20,  il  en  résulte  ...  — 603, 

et  y,  =27, + 103; 

donc  y,  est  compris  entre  20  et  27. 


Posant  dans  l’équation  (3)  . . . y,  = 26  + — , 

y » 

on  obtient  la  nouvelle  transformée 

C"  C'" 

Cyî  + cy,  +-£  y,  + JT!  =*  °> 

dans  laquelle  C = (2B)3  — 26  (26)’  - 23  (26)  — S = — 608, 


C'  =3(26)’  — 82  (26)'  —23  = + 083, 

SÇ  =3(20)'-  20 = + 62, 


d’où,  substituant  et  changeant  les  signes, 

6t)3y;  — 683y;  — 82y,  — 1=0....  (4), 
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(.'quation  qui  revient  à celle-ci  : 

y]  ( 0O3y,  — 05  8)  — 52y,  — 1=0. 

Comme  y,  = 1 donne  pour  résultat,  — 101 
et  y,=  2 + 2107, 

il  l’ensuit  que  y,  est  compris  entre  1 et  2. 

, . I 

En  posant  de  nouveau y,  = 1 -j-  — , 

y i 

on  obtiendrait,  tout  calcul  fait,  pour  la  transformée, 

103yj  — 451yî  — H56y,  — 603  = 0 . . . (5), 
ou  bien  y\(  103y,  — 481  ) — ll88y,  — 603  = 0. 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que  la  valeur  de  y,  est  comprise  en- 
tre 6 et  7 ; en  sorte  que,  si  l’on  voulait  continuer  l’opération,  il  fau- 
drait poser  y,  = 6 -f-  . 

Mai»  arrêtons-nous  aux  résultats  déjà  obtenus. 

Le»  valeurs  de  x,  y,,  y t,  y,,  y4  donnent  lieu  à la  fraction 


continue  x = 2 -{-  - 

2 + j 

26  + - 


*+0 


et  les  réduites  consécutives  étant 


2 5 132  J37^ 

1’  2’  58  ’ 85  ’ 888  ’ 

il  s’ensuit  que  la  dernière  exprime  la  valeur  de  x à moins  d’une 
Fraction  près,  marquée  par  ou 

9o4 

En  réduisant  — — - en  décimaleset  poussant  l’opération  jusqu’aux 
363 

100000""  inclusivement,  on  trouve  2,49088,  résultat  qui  est  censé 
exprimer  la  valeur  de  x à moins  de  0,00001  prés. 

Cependant,  commecctte  valeur  est  trop  faible  pour  deux  raisons, 
954 

1°  parce  que  la  réduite est  de  rang  impair,  2”  parce  que 


Digitized  by  Google 


461  MÉTHODE  D’APPROXIMATION 

2.40086est  une  fraction  moindre  que  cette  réduite,  il  serait  possi- 
ble que  le  dernier  chiffre  6 dut  être  augmenté  d’une  unité. 

Mais  si  l’on  substitue  successivement  2,49086  et  2,49087  dans 
la  proposée,  on  trouve  deux  résultats  de  signes  contraires.  Ainsi, 
2,49086  représente  en  moins,  à 0,00001  près,  la  racine  positive  do 
l’équation  proposée. 

Quant  aux  deux  racines  négatives , observons  que,  si  l’on  change 
x en  — x dans  l’équation  (1),  elle  devient 

*3  — 8*  -j-  3 = 0 ; 

et  les  racines  positives  de  la  nouvelle  équation , prises  avec  lo 
signe  — , donneront  les  racines  négatives  de  la  proposée.  Ainsi,  la 
question  est  ramenée  à la  recherche  des  racines  positives  de  la  trans- 
formée qu’on  vient  d’obtenir. 

Or,  en  répétant  sur  celte  transformée  des  calculs  analogues  aux 


précédents,  ou  trouve 

1°  pour  la  racine  comprise  entre  0 et  1 ......  . 0,68662; 

2°  pour  la  racine  comprise  entre  1 et  2 1,83424. 

Donc  enfin  , les  trois  racines  de  l’équation 
_ g*  _ g _ o , 

sont  * = 2,49086,  x — — 0,63662,  * = — 1,83424. 


(On  reconnaît  en  effet  que  la  somme  algébrique  des  trois  racines  est 
nulle;  ce  qui  doit  cire,  puisque  le  coefficient  du  second  termo 
manque  dans  l’équation.) 

330.  Hemarque.  — En  réfléchissant  sur  la  méthode  précédeute  , 
on  voit  qu'elle  suppose  essentiellement  qu’entre  les  deux  nombres 
entiers  a et  a -|-  1 , il  ne  tombe  qu’une  seule  racine  de  la  proposée  ; 
puisque  ce  n’est  qu’à  celte  condition  que  l'on  peut  affirmer  que  cha- 
cune des  transformées  a une  seule  racine  plus  gronde  que  l'unité  , 
et  par  conséquent , que  la  substitution  des  nombres  1 , 2 , 3 ,...  à la 
place  de  y,  y,,  y, , dans  ces  transformées,  doit  produire  tôt  on 
tard  un  changement  de  signe. 

Cependant,  lorsque  l'on  connaît  d’avance  le  nombre  des  racines 
comprises  entre  a et  a -j-  1 , il  est  possible  que  la  méthode  réussisse. 
( 'V oyes  le  3e  exemple  du  n*  333.) 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  a et  a -j-  1 comprennent  deux 
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racine*  et  n’en  comprennent  que  deux.  En  substituant  o pour 

x , on  obtiendra  une  transformée  qui  aura  deux  racines  plus  grandes 
que  l’unité , et  n’en  aura  que  deux.  Or , quand  on  mettra  pour  y la 
suite  des  nombres  1 , 2,  3 , il  se  présentera  deux  circon- 

stances : 

Ou  bien  l’on  n’obtiendra  aucun  changement  de  signe  ; et  dans  ce 
cas  , on  ne  pourra  rien  conclure,  c’est-à-dire  que  la  méthode  sera 
alors  en  défaut,  en  ce  sens  qu’il  faudra  de  nouvelles  transforma- 
tions pour  opérer  la  séparation  complète  des  racines  ; 

Ou  bien  cette  substitution  produira  deux  changements  de  signe. 
Admettons,  pour  le  moment,  que  les  nombres  »et*i-|-l,petp-f-l, 
produisent  respectivement  ces  changements  de  signe. 

On  posera  d’abord  dans  la  transformée,  y = n -{- -Î-;  ce  qui 

donnera  une  nouvelle  transformée  ayant  une  teule  racine  plus  grande 
que  l’unité,  et  sur  laquelle  on  pourra  opérer  comme  précédemment; 
alors  une  première  valeur  de  x sera  exprimée  par  une  fraction  con- 
tinue de  la  forme 


x = a -{- 


1 


» + 


*'  + 


1 


Posant  ensuite  dans  la  même  transformée  en  y,  y =p  -f-— , on 

obtiendra  une  nouvelle  transformée  ayant  une  seule  racine  plus 
grande  que  l’unité,  et  sur  laquelle  on  opérera  encore  comme  précé- 
demment ; la  seconde  valeur  de  x se  présentera  donc  sous  la  forme 
d’une  nouvelle  fraction  continue, 


x = a — }- 


p + 


f'  + 


P"  + 


ayant  la  même  partie  entière  que  la  précédente,  mais  dont  les  frac- 
tions intégrantes  seront  différentes. 
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11  sérail  aisé  d'étendre  ces  raisonnements  au  cas  où  l’on  saurait 
d’avance  que  a et  a -j-  1 comprennent  trois  racines  réelles  .... 
Mais  ce  que  nous  venons  de  diro  suffit  pour  prouver  qu’il  n’y  a d’a- 
vantage bien  réel , dans  l’emploi  de  la  méthode  de  Lagrange,  qu’au- 
tant  que  a et  a 1 ne  comprennent  qu’une  sente  racine.  Cependant , 
nous  exposerons  plus  loin  (n°  354)  un  moyen  général  d’opérer  la 
séparation  des  racines,  dans  la  pratique  de  cette  méthode. 


Conversion  en  fraction  continue  d’un  nombre  irrationnel 
quelconque. 


321.  La  méthode  d’approximation  par  les  fractions  continues 
peut  servir  à évaluer  les  racines  de  degré  quelconque  des  nombres. 
Soit  P un  nombre  absolu  dont  il  faut  extraire  la  racine  . 

M 

Si  l’on  pose  (/  P = x,  il  en  résulte 

xm  — P = 0. 

Comme  *=0  et  ar  ==  P — |—  1 , substitués  à la  place  de  x dans  cette 
équation  , donnent  deux  résultats  de  signes  contraires , il  s’ensuit 
qu’elle  a au  moins  une  racine  réelle  positive.  D’ailleurs,  elle  ne  ren- 
ferme qu’une  variation  de  signe;  donc,  d’après  la  règle  des  signes 
de  Descartes  (n°  318) , elle  a une  seule  racine  réelle  positive,  que 
l’on  peut  obtenir  approximativement  par  la  méthode  de  Lagrange  ; 

M 

et  l’on  aura  ainsi  |/  P sous  la  forme  de  fraction  continue. 

3 

Soit , par  exemple , \/  1 1 à évaluer  en  fraction  continue. 

Il  suffit  d’appliquer  la  méthode  du  n°  328  à l’équation 

ar3  — 11  = 0. 

On  trouvera  successivement  les  relations 

*=a  + p>  + y,=2+-p  y’="6  + £7>-  •• 

et  par  suite  les  réduites 

2 9 20  129 

ï’  4'  9 ’ 58  ’ ’ ’ ’ 


dont  la  dernière,  convertie  en  décimales,  donne  2,224  à 0,001  près 

1 ' 
puisque  l’on  a évidemment  — — <T  0,001 
r ^ (58)’  ^ ’ 

(celle  valeur  est  un  peu  trop  forte). 
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332.  Nous  indiquerons  à cette  occasion  le  moyen  de  développer 
toute  espèce  de  nombre  (absolu)  en  fraction  continue.  Co  moyen 
suppose  seulement  qu’on  sache  extraire  d’un  nombre  donne  la  par- 
tie entière  qui  s’y  trouve  contenue. 

Soient  A le  nombre  proposé,  a sa  partie  entière  (qu’on  est  censé 
savoir  trouver). 

On  a d’abord  l’égalité A = a -I-  i 

1 II 

(B  étant  > 1); 

d’où  l’on  déduit  i = A — a,  et  B = - — î — . 

Soit  b la  partie  eutière  de  B ou  de  — — — , obtenue  par  un 

A 0 

moyen  quelconque; 


on  a la  nouvelle  égalité U = b -j-  - 


(C  étant  > I)  ; 

d’où  I = B — b,  C — 

u 

D_ 


1 


B — 6’ 

1 

C — c ’ 


c + 


D’ 


ou  D = d -J- 


Et  ainsi  do  suite. 

Rapprochant  actuellement  les  relations 


1 


1 


B — b + r> 


C 


c + U»*"' 


A — a + B,  t c 

on  obtient  finalement  A sous  la  forme  d’une  fraction  continue, 

A = ° H r 

* + ï+.... 

N.  B.  Le  procédé  établi  en  Arithmétique  (n°  167)  n’est  qu’un 
cas  particulier  de  cette  méthode  générale. 

347 

Soit  à développer -77^- en  fraction  continue. 

OW 
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468  CONVERSION  DES  NOMBRES  IRRATIONNELS 
On  a d’abord  , en  effectuant  la  division  , 


847  „ . 80  . , 

A on  -go-  — 3+Rftice1m  donne 


80 

89 

9_ 

80’ 

8 

9’ 


= C 


89  1 

b=Fo=  1 + 8Ô;donc 

80  O 8 - 

■9-=  8 + 9 ; donc 


0 1 

D = - — 1 -j-  r-;  donc  enfin. 


A = 3 + ÏÏ  ; 

C=8+5? 


d’où  résulte  la  fraction  oontinue  demandée. 

333.  Lorsqu’on  veut  évaluer  les  radicaux  du  second  degré  par- 
la méthode  précédente  , il  faut  faire  usage  des  transformations 
exposées  n°  91. 

Soit , par  exemple,  à évaluer  j/  6 en  fraction  continue. 

Il  est  d’abord  évident  que  j/  6 est  compris  entre  2 et  3 j 

Ainsi,  l’on  a ou  A = 2 -f-g; 
d’où  I=|/6-2iB  = ^6,1y 


Pour  obtenir  la  partie  entière  contenue  dans  B,  multiplions 
(n°  91)  les  deux  termes  de  son  expression,  par  |/  6 —J—  2 ; il  vient 

D ✓•  + » 

2 

Mais  le  numérateur  de  celle-ci  est  évidemment  compris  entre  A 
et  8 ; donc  B est  lui-même  compris  entre  2 et  3. 


Ainsi  il  faut  poser  ^ ^ * , ou  B =2  ~f-  g -t 


1 l/6 

d’où  p ==  — 
L 


2 


Comme  cette  dernière  expression  est  évidemment  comprise  entre 


4 et  8 , on  pose 

d’où  I =|/8  — 2,  D 


(/6-j-  2 ou  C = A -f-  I ; 

1 

Ÿ 6 — 2’ 


Sans  aller  plus  loin  , observons  que  cette  expression  est  identiquo 
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EN  FRACTION  CONTINUE. 


avec  celle  do  B ; donc  , puisque  l’on  a trouvé 

»-2  + È'  c”4  + Ti 


4Û!) 


on  obtiendra  de  meme 

D=«  + |,  F.  = 4 + ±; 


et  ainsi  de  suite. 
Donc  enfin 


|/6  = 2 + 


* + 


2 + i 


+ • • • • 


A partir  de  la  troisième  fraction  intégrante  , les  dénominateurs  se 
répètent  périodiquement  de  deux  en  deux. 

On  trouverait  par  le  même  procédé  , 


!/2=l  + 


, |/8  = 2 + 


2+i+. 


* + 


4 + U- 


Tons  les  nombres  irrationnel»  du  second  degré  jouissent  do  cette 
propriété  curieuse , de  donner  naissance  à des  fractions  continue » 
périodiques.  Nous  ne  pouvons  en  donner  ici  la  démonstration , 
parce  qu’elle  dépend  de  l 'analyse  indéterminée  du  second  degré, 
pour  laquelle  nous  avons  déjà  (n°  142)  renvoyé  à la  Théorie  des 
nombres , de  Legendre. 

La  réciproque  est  vraie  aussi , c’est-à-dire  que  toute  fraction  con- 
tinue périodique  appartient  à un  nombre  irrationnel  du  second  degré. 
La  démonstration  en  est  tout  à fait  élémentaire;  mais  elle  n’est 
pas  assez  importante  pour  que  nous  prolongions  davantage  cette 
digression. 


MÉTHODE  d’àPPROXISUTIO!»  DE  SEWTOÎI. 


334.  La  méthode  suivante,  due  à Newton,  a l’avantage  de 
fournir,  en  général,  des  approximations  plus  rapides  que  celle  du 
' Lagrange. 

Al.CÉRRF.  50 
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METHODE  D’APPROXIMATION' 

Ponr  en  donner  une  première  idco , reprenons  l’équation 

x*  — ’ax  — 3 = 0; 

et  proposons-nous  de  déterminer  la  racine  comprise  entre  2 et  3. 
Afin  de  resserrer  davantage  les  limites  de  cette  racine  , 


posons,  dans  l’équation, x = 2 — = 2,5  ; 

on  trouve  pour  résultat —J—  0 , 123. 

D’ailleurs  2 , mis  a la  place  de  x,  donne.  ........  — 3; 


ainsi  la  racine  est  comprise  entre  2 et  2,5. 

Actuellement,  si  l’on  fait  attention  que  le  résultat  delà  substi- 
tution de  2,5  diffère  moins  de  0 que  le  résultat  de  la  substitution 
de  2 , on  doit  en  inférer  que  la  racine  est  plus  près  de  2,5  que 
de  2. 

On  pose,  en  conséquence,  dans  l'équation,  ...  ,r  = 2,4; 


et  il  vient  pour  résultat — 1, 170; 

or  2,5  avait  déjà  donné  pour  résultat, -j-  0, 125  ; 


donc  la  racine  est  comprise  entre  2,4  et  2,5. 

En  continuant  ainsi  de  substituer  des  moyens  termes,  on  par- 
viendrait à resserrer  de  plus  en  plus  les  deux  limites  de  la  racine. 
Mais  lorsqu’une  fois  on  a obtenu,  comme  dans  ce  cas-ci , la  valeur 
de  x à moins  de  0,1  près  , on  peut  en  approcher  davantage  par  un 
autre  moyen  ; et  c’e6t  en  cela  que  consiste  principalement  la 

MÉTHODE  DK  NkWTOS. 

Faisons  daus  l’équation  — 5*  — 3 = 0, 
x “ 2 , 4 —J-  uÿ 

nous  obtenons  (n°  262)  la  transformée 

X’-f  «3  = 0, 

dans  laquelle  X'  = (2 , 4)’  — 5(2 , 4)  — 3 = — 1 , 176  , 

= 3(2, 4)»  — 5=  12,28, 

| = 3(2,4)  =7,2. 

L’équation  en  u , étaut  du  3”  degré , ne  peut  être  immédiatement 
résolue;  mais  en  transposant  tous  les  termes,  à l’cxception 
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terme  Vu,  et  divisant  les  deux  membres  par  Y',  on  peut  la  mettre 
sous  la  forme 


u = 


V 

2.Y' 


«’  ■ 


V 


Cela  posé,  puisque  l'une  des  trois  racines  de  cette  équation  doit 
être  moindre  que  0,1,  d’après  la  relation  x = 2,  4 les  valeurs 
correspondantes  de  u‘  et  de  u5  sont  moindres  que  0,01  et  0,001. 

V 

D’ailleurs,  l’inspection  des  valeurs  Y'  et  de  Z'  prouve  que  - — — est 

X' 

<[  1 ; ainsi  la  valeur  de  w ne  différant  numériquement  de  — y-, 

U i 

que  par  la  quantité  ^^7  -}-  -^7  qui,  le  plus  souvent,  est  au- 


dessous  de  0,01,  cette  valeur  de  u,  dis-je,  est  exprimée  par  — 
à 0,01  près. 

Comme,  dans  cet  exemple, 

_ 1,176  _ 1176 

Y'  12,28  12280  ' 

il  en  résulte  u — 0.09,  à près,  et  par  conséquent 


V 

Y" 


* = 2,4  -f-  0,09  = 2,49  à yiy  près. 

En  effet,  2,49,  substitué  dans  le  premier  membre  de  la  proposée, 

donne  pour  résultnt  — 0,011781; 

tandis  que  2,80  avait  donné  -}-  0, 1 28. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  approximation,  faisons  dans  la  pro- 
posée, • x = 2,49  -j-  nous  avons  l’équation 

X''+Y"»'+y»'’-i-«'3  = 0, 

dans  laquelle  X'  = (2,49)'  — 8(2,49)  — 3 = — 0,011731, 
Y”  = 3(2,49  )>  — 8 = 13,6003, 

= 8(2,49  ) = 7,47. 

30* 
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MÉTHODE  D’ APPROXIMATION 
Mai*  l’équation  en  «'  peut  s’écrire  ainsi  : 


et  puisque  l’une  des  valeurs  de  u'  doit  être  moindre  que  0,01,  le* 
valeurs  correspondantes  de  u',  nn,  sont  moindres  que  0,0001 
X" 

et  0,000001; donc  — — peut  représenter  la  valeur  de  u',  à 0,0001 
près. 

Comme  on  a 

_£=  0,011781 1 _ _H751  = 0)0008  . 

Y"  13,6003  13600300  * 

il  s’ensuit  que  «'  est  égal  à 0,0008,  à 0,0001  près;  ainsi 

* = 2,49  -f  °.°008  = 2’4908'àïôJôÔ  prèS’ 

11  serait , en  effet,  facile  de  reconnaître  que  2 , 4908  et  2,4909, 
substitués  dans  la  proposée,  donnent  deux  résultats  de  signes  con- 
traires. 

En  posant  de  nouveau  x = 2, 4908  -{-  on  obtiendrait  une 
valeur  approchée  de  * a 0,00000001  près. 

(Ordinairement,  chaque  opération  nouvelle  donne  pour  la  racine, 
un  nombre  de  chiffres  décimaux  double  de  celui  de  l’opération  pré- 
cédente; cela  résulte  évidemment  des  raisonnements  ci-dessus.) 
335.  Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  ; 

Soient/)  et  p -f-  1 deux  nombres  qui  comprennent  l’une  des  ra- 
cines de  l’équation  X = 0. 

On  commence  par  déterminer  la  râleur  de  cette  racine  à 0,1  près 
en  substituant  une  suite  de  nombres  compris  entre  p et  p -}-  1 , et 
continuant  jusqu’à  ce  que  deux  de  ces  moyens  termes  ne  diffèrent 

entre  eux  que  de  — . 

Cela  posé,  appelant  x'  la  valeur  de  x obtenue  n 0,1  pris , on  pQg^ 
dans  l’équation  X = 0 , . . . . x=  x’  -\-u  ; 
ce  qui  donne  la  transformée  , 

X'  -j-  Y' « -f  ~ . . . . -j-  «-  «=  0, 
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qu’on  peut  écrire  ainsi  : 

X' 


U 1 

u'  . . . . — a*, 

2.  Y'  Y' 


Comme,  dans  le  second  membre  de  cette  équation  , l’ensemble 
X' 

des  termes  qui  suivent  — — , est  ordinairement  au-dessous  de 

0,01 , on  les  néglige  en  calculant  — à 0,01  près,  et  l’on  ajoute  le 

résultat  à x'  ; ce  qui  donne  une  nouvelle  valeur  x",  approchée  de  x 
à 0,01  près. 

Pour  obtenir  une  3°  approximation , l’on  pose,  dans  l’équa- 
tion , x = if'  -j-  u'  ; 

ce  qui  donne  la  transformée 


X"+  Y"  u'  -f  E u1  -f-  . 

2 


d’où  u — — 

Négligeant  tous  les  termes 


X" 

Y" 


Z" 


2.  Y" 


Z" 


2.  Y" 


u’1  — . . 


— 0j 


---  »'"(dontl’en- 
X" 


semble  est  supposé  moindre  que  0,0001),  on  calcule  — — en  pous- 
sant l’opération  jusqu’aux  10000“"",  et  l’on  ajoute  le  résultat  à x"  ; 
ce  qui  donne  une  S' valeur  x’"  approchée  à 0,0001  près. 

Pour  avoir  une  nouvelle  approximation,  on  remplace  x par 
x'"  -4-  u"  dans  la  proposée . 

X'" 

On  calcule  l’expression  — — — , qui  résulte  de  cette  transforma- 
tion , et  l’on  pousse  l’opération  jusqu’au  8”  chiffre  décimal  inc/usice- 
ment , puis  l’on  ajoute  ce  résultat  à x'"  ; et  ainsi  de  suite. 

On  répète  cette  série  d’opérations  pour  chacune  des  racines  posi- 
tives. Quant  aux  racines  négatives,  on  ramène  (il9  329)  leur 
recherche  à celle  des  racines  positives,  en  changeant  x en  — x 
dans  la  proposée. 

386.  Première  remarque.  — La  méthode  précédculc  est  fondée 
sur  cc  que,  dans  la  transformée 

X'  -f  Y'  « -f  ~ u*  -f -f  n"  = 0 ; 
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MÉTHODE  D’APPROXIMATION  DE  NEWTON. 

X'  V 1 

qui  revient  ù « = — -p  — 2""T'  ”*  — • • • • — y **"» 

on  peut  négliger  tous  les  termes  affectés  de  u3  «4....,  sans  erreur 
sensible  sur  les  100"™''  à la  première  opération,  sur  les  10000''“" 
à la  seconde,  etc.;  mais  celte  méthode  est  quelquefois  en  défaut  , 
ainsi  que  Lagrange  le  prouve  dans  sou  Traité  de  la  résolution  des 
Équations  numériques. 

On  a toutefois  un  moyen  de  s’assurer,  à la  fin  do  chaque  opéra- 
tion , si  la  méthode  a donné  le  degré  d’approximation  que  l’oa 
croyait  devoir  obtenir. 

Par  exemple,  pour  reconnaître  si  2,4908  exprime  la  racine  posi- 
tive de  x3 — 8x — 3 = 0 , à 0,0001  près,  on  substitue,  dans  cette 
équation  , 2,4908,  puis  2,4909  ou  2,4907,  suivant  que  le  résultat 
de  la  substitution  de  2,4908  est  de  signe  contraire  au  résultat  do  la 
substitution  de  3 ou  de  2;  et"  si  les  deux  nombres  2,4908  et  2,4909, 
ou  bien  2,4903  et  2,4907,  donnent  deux  résultats  de  signes  con- 
traires, nul  doute  que  2,4908  ne  soit  une  valeur  exacte  ù 0,0001 
près,  soit  en  moins,  soit  en  plus.  S’il  n’en  est  pas  ainsi,  l’on  aug- 
mente ou  diminue  le  dernier  chifTrc,  d’une  ou  de  plusieurs  unités 
(de  l’ordre  des  dix-millièmes),  jusqu’à  ce  qu’on  obtienne  deux  nom- 
bres qui,  par  leur  substitution  , donnent  deux  résultats  de  signes 
contraires. 

337.  Seconde  remarque.  — Il  y a aussi  des  cas  où,  dès  la  première 

X' 

opération,  il  est  nécessaire  de  calculer  la  quantité ^ jusqu’aux 

1000“™",  et  même  jusqu’aux  10000"”". 

Soit  l’équation 

x3  — Ox  — 7 = 0, 

dont  il  est  aisé  de  s’assurer  que  l’une  des  racines  est  comprise  entre 
2 et  3 ; quant  aux  deux  autres,  elles  sout  imaginaires  ( comme  nous 
le  verrons  n°  342). 

Ou  reconnailra  d’abord  facilement.,  par  la  substitution  des 
moyens  termes,  que  la  racine  réelle  est  comprise  entre  2,9  et  3. 

Maintenant , faisons  dans  l’équation , x = 2,9  h;  il  eu  résulte 
la  transformée 

+ ï'm  -f  L -f  „3  = o, 
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RAPPROCHEMENT  DES  DEÜX  MÉTHODES, 
dans  laquelle  X'  = (2,0}>  — 6 (2,9)  — 7 = — 0,011, 

Y'  = 3 (2,9)*  — 0 = 19,23, 

| = 3 (2,9)  = 8,7. 

Négligea  ut  le*  termes  en  «*  et  u},  on  a 

X'  _ 0,011  __  Il 
* “ Y = 19,23  ~ 19230* 

Or,  *i  l’on  réduit  cette  expression  en  fraotiou  décimale,  on  trouve 
des  scroa  pour  les  trois  premiers  chiffres  décimaux,  et  8 pour  le 
4*  chiffre;  c’est-à-dire  que  l’on  a « = 0,0003  (en  no  tenant  compte 
que  des  quatre  premiers  chiffres  décimaux  );  ce  qui  donno  pour  la 
valeur  des;,  *=2,0005. 

Pour  vérifier  celle  valeur,  il  faut  substituer  2,9003  dans  la  pro- 
posée; on  trouve — 0,00138,  résultat  do  signe  contraire  à celui 
que  donne  * = 3;  mais  eu  substituant  * = 2,9006,  on  obtient 
•-}-  0,00034,  qui  est  do  signe  contraire  à — 0,00138.  Donc  2,9003 
exprime  la  valeur  de  *,  à 0,0001  prés. 

338.  Rapprochement  de»  deux  méthode ».  — - I.n  méthode  d’approxi- 
mation de  Lagrange,  quoiqu’on  général  moins  expéditive  que  celle 
de  Newton,  a sur  celle-ci  l’avantage  de  donner  à chaque  opération 
une  approximation  toujours  certaine. 

On  pourrait  meme  à la  rigueur  trouver,  par  la  méthode  de  La- 
grange, tes  racine»  commenaurables.  La  fraction  continue  quo  l’on 
obtiendrait,  serait  alors  composée  d’un  nombre  limité  de  fraotions 
intégrantes;  c’est-à-dire  qu'en  continuant  les  opérations  convena- 
blement, on  parviendrait  à une  équation  Y(„)  =0,  dont  la  racine 
positive  plus  grande  que  1 serait  égale  à un  nombre  entier  ; et  tou- 
tes les  réduites  consécutives  étant  formées,  la  dernière  représente- 
rait la  vraie  vaiour  do  la  racine  commensurable. 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  la  méthode  exposéo 
n°  320;  mais  c’est  le  seul  que  l’on  peut  employer  si  l’on  supposait 
que  quelques-uns  des  coefficients  fassent  irrationnel»;  car  la  mé- 
thode ordinaire  n’est  applicable  qu’aux  équations  dont  tous  les 
coefficients  sont  des  nombres  commensurnbles. 

La  méthode  de  Newton  ne  pourrait  pas  donner  ces  mêmes  racines 
exactement  ; puisque,  d’après  sa  nature,  on  n’obtient  les  valeurs 
numériques  des  racines,  que  sous  la  forme  do  fractions  décimales. 
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COMPLÉMENT  UE  LA  THÉORIE 

Nous  observerous  toutefois  que  l'application  simultanée  des  deux 
méthodes  à nue  même  équation,  peut  abréger  beaucoup  les  calculs. 
Ainsi,  par  exemple,  après  avoir  d’abord  employé  la  méthode  des 
fractions  continues  pour  obtenir  chacune  des  racines  à 0,1  et 
même  à 0,01  près,  rien  n’empêche  d’avoir  recours  à In  méthode  de 
Newton  pour  obtenir  un  plus  grand  degré  d’approximation. 

La  méthode  de  Newton  suppose,  en  général,  comme  celle  de 
Lagrange  (n°  330)  que  p et  p -}-  1 ne  comprennent  qu’une  seule 
racine  de  l’équation. 

Seconde  partis.  Cas  où  deux  nombres  entiers  consécutifs  peutent 
comprendre  plus  d'une  racine  réelle. 

339.  Lorsque,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs 
compris  entre  les  limites  —J—  L et  — L',  on  obtient  autant  de  chan- 
gements de  signes  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  {le  l’équation,  il 
est  clair  que  toutes  les  racines  de  l’équation  sont  réelles,  et  que  cha- 
cune d’elles  a une  partie  entière  différente. 

Mais  si  le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que  le 
degré  de  la  proposée,  cela  peut  provenir,  ou  de  ce  que  l’équation 
a des  racines  réelles  et  des  racines  imaginaires , ou  bien  de  ce  que 
plusieurs  racines  incommensurables  sont  comprises  entre  deux 
nombres  entiers  consécutifs.  En  effet  , on  a vu  (n°  304)  que  deux 
nombres  qui,  substitués  dans  le  premier  membre  d’uue  équation  , 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires,  peuvent  comprendre  un 
nombre  impair  quelconque  de  racines  réelles;  et  que  deux  nombres 
qui  donnent  des  résultats  de  même  signe,  peuvent  en  comprendre 
un  nombre  pair  quelconque. 

Par  exemple,  si  une  équation  devait  avoir  deux  racines,  \/  2 et 
(/ 3 par  exemple,  comprises  entre  1 et  2,  il  arriverait  que  1 et  2, 
substitués  dans  la  proposée,  donneraient  des  résultats  de  même 
signe. 

Pareillement,  qu’une  équation  ait  trois  racines  j/ll  , ÿ 13  , 
J/  18,  comprises  entre  3 et  4;  ces  deux  derniers  nombres  substi- 
tués donneraient  des  résultats  de  signes  différents. 

On  voit  donc  que  la  méthode  de  substitution  des  nombres  en- 
tiers consécutifs  serait,  dans  ce  cas,  insuffisante  pour  mettre  en 
évidence  toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée,  et  qu’elle  aurait 
l inconvénient  de  laisser  échapper  quelques  racines. 

340.  Cet  inconvénient  disparailrait  si  l’on  pouvait  déterminer, 
à priori, -line  quantité  t,  numériquement  moindre  que  la  plus  petite 
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(les  différences  qui  existent  entre  deux  quelconques  des  racines 
réelles  d’une  équation  proposée.  Car,  soit  mise  la  quantité  f pour 
intervalle  entre  deux  substitutions  successives;  il  est  évident  que 
deux  nombres  qui  auraient  entre  eux  la  différence  <7,  et  qui , étant 
substitués  donneraient  des  résultats  de  signes  contraires,  compren- 
draient une  racine  et  n’en  comprendraient  qu’une;  s’ils  donnaient 
des  résultats  de  même  signe,  ils  ne  comprendraient  aucune  raciuo. 
Aiusi,  le  nombre  des  racines  réelles  de  l’équation  serait  égal  au  nombre 
des  changements  de  signes  obtenus  par  les  substitutions. 

Voyons  donc  s’il  n’y  aurait  pas  quelque  moyen  de  déterminer  la 
quantité  <f.  Or,  cela  est  facile  d'après  l’équation  aux  carrés  des  dif- 
férences. 

En  effet,  désignons  par  X ==  0 l’équation  proposée,  et  par  Z = 0 
l'équation  aux  carrés  des  différences,  équation  que  nous  avons 
(n°5  273  et  297)  appris  à former. 

Remarquons  d’abord  que,  le  carré  de  la  différence  entre  deux  ra- 
cines réelles  quelconques  de  la  proposée  étant  positif,  on  no  doit  cher- 
cher les  carrés  des  différences  entre  les  racines  réelles,  que  parmi  les 
racines  positives  de  l’équation  7,  = 0.(  Ses  racines  négatives  corres- 
pondent à des  différences  entre  des  racines  imaginaires,  ou  entre  une 
raciue  réelle  et  une  racine  imaginaire.  ) Donc,  si  l’on  cherchula  li- 
mite inférieure  des  racines  positives  de  l'équation  L = 0,  et  qu’on 
en  extraie  la  racine  carrée,  on  sera  certain  d'avoir  une  quantité 
numériquement  moindre  que  la  plus  petite  différence  entre  deux 
racines  réelles  de  la  proposée  , c’est-à-dire  la  quantité  cherchée  <f. 

Pour  obtenir  cette  limite,  il  faut  (n°  310)  poser  s = - dans 

V 

7,  = 0,  ce  qui  donne  la  transformée  V = 0.  Soit  l la  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  de  V = 0;  1 sera  la  limite  inférieure 

de  Z = 0;  ainsi  est  la  quantités  qu’il  s’agissait  do  déterminer. 

lorsqu'on  recherchant  la  limite  / la  plus  resserrée  possible  par 
la  mélhodede  Newton  (n°  309)  ou  celle  des  décompositions  (u°  308), 

on  trouve  I 1,  il  en  résulte  ou  1 ; et  cela  indique  que 

la  différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  est  plus  grande 
que  l’unité.  Dès  lors,  on  est  certain  que  te  nombre  des  racines  réelles 
de  la  proposée  est  égal  au  nombre  de  changements  du  signe  qu’on 


Digitized  by  Google 


478  COMPLÉMENT  DE  LA  MÉTHODE 

avait  d’abord  obtenu,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  con- 
sécutifs. 

Mais  ordinairement  on  trouve  / ">  1,  d’où  —^—ou  <"  1.  Dans 

^ ’ (//  ^ 

ce  cas , comme  |/  / est  , en  général , incommensurable , il  convient 
de  remplacer  [/ 1 par  le  nombre  entier  A immédiatement  supérieur  j 

ce  qui  donne  - < ■— ^ , et  à plus  forte  raison,  i moindre  que  la  plus 

petite  des  différences  entre  les  racines  réelles.  On  pourrait  donc 

mettre  pour  intervalle  entre  deux  substitutions  consécutives  ; 

c’est-à-dire  qu’eu  substituant  dans  X = 0,  la  suite  des  nombres 


0»  J>  J • • • • !»  1 4"  J » jusqu’à  L, 

- -î -■ 


jusqu’à  — L', 


on  obtiendrait  autant  de  changements  de  signe  que  l’équation  doit 
avoir  de  racines  réelles. 

Maison  peut  encore  éviter  la  substitution  do  nombres  fraction- 
naires par  la  transformation  suivante  : 

Posons  dans  l’équation,  s = 


il  en  résulte  (n°  2Gb)  une  équation  dont  les  racines  sont  A fois  plus 
grandes  que  celles  de  In  proposée.  Par  conséquent , les  différences 
entre  ces  nouvelles  racines  sont  elles-mêmes  A fois  plus  grandes 
que  les  différences  correspondantes  entre  les  racines  de  la  proposée  ; 
en  sorte  que,  si  a — b désignera  plus  petite  des  différences  rela- 


tives à X = 0,  comme  on  avait  a 


■ b - , il  en  résulte . 


ka  — Ai  1.  Ainsi  la  nouvelle  équation  Y = 0 est  telle,  que  les 
différences  entre  toutes  ces  racines  réelles,  considérées  deux  à deux, 
sont  plus  grandes  que  l’unité. 

Donc  enfin  , si  l’on  substitue  dans  cette  équation  , la  suite  natu- 
relle des  nombres  0,1, 2, 3...  et  — 1,  — 2,  — 3,..,  compris 
entre  les  deux  limites,  on  obtiendra  autant  de  changements  de 
signe  que  l’équation  Y = 0 aura  de  racines  réelles. 
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( Le*  deux  limites  de  Y = 0 sont  d’ailleurs-}-  AL  et  — AL', 
si  — {—  L et  — L'  désignent  celles  do  X = 0.) 

341.  Résumons  ce  qui  vient  d’être  dit  : 

Pour  mettre  en  évidcnco  toutes  les  racines  réelles  incommensu- 
rables d’une  équation  X = 0 , il  faut , 

1°  Former  i équation  aux  carrés  de»  différence* , Z = 0 ; 


2°  Déterminer  la  limite  inferieure 


j de $ racines  posilices  de  cette 


dernière  équation  (si  l’on  trouve  j O 1 , c’est  une  preuve  que  la 

différence  entre  deux  racines  réelles  quelconques  delà  proposée  est 
aussi  plus  grande  que  l'unité;  dès  lors,  la  substitution  des  nombres 
entiers  consécutifs  dans  la  proposée  suffit  pour  mettre  toutes  les 

racines  réelles  en  évidence)  ; 3°  Dans  le  cas  général  de  y <[  1 , 


remplacer  par  ^ (A  étant  le  nombre  entier  immédiatement  su- 

y 

périeur  à l/ 1),  et  poser  x = A dans  la  proposée , ce  qui  donne  une 


équation  Y = 0,  dont  on  recherche  toutes  les  racines  réelles,  d’après 
la  méthode  exposée  dans  Ja  première  partie  de  ce  paragraphe. 

4°  Enfin  , substituer  successivement  ces  valeurs  dans  la  relation 


x = •£.  On  obtient  ainsi  toutes  les  racines  réelles  de  la  proposée. 

N.  B.  Observons  que  si,  pour  mettre  toutes  les  racines  réelles  de 
X = 0 en  évidence,  on  a été  obligé  de  la  transformer  en  une  autre 
dont  les  racines  soient  A fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée, 

ccs  dernières  sont  déjà  obtenues  à une  fraction  près  y.  Cela  résulte 


évidemment  de  la  relation  x = 


X 

A' 


342.  Appliquons  ces  principes  à quelques  exemples. 
Soit , en  premier  lieu  , l’équation 

ar3  — Or  — 7 = 0. 


Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  sont,  comme 
il  est  aisé  de  s’en  assurer,  -j~  3 , — 2. 

Or,  en  substituant  les  nombres 

4-3,  +2,  -fl,  »,  - 1,  - 2, 


Digitized  by  Google 


480  COMPLEMENT  DE  LA  MÉTHODE 

on  trouve  pour  résultats, 

+ 2,  - 11,  - 12,  - 7,  - 2, 

et  l’on  voit  que  — j—  S et  — {—  2 sont  les  seuls  nombres  qui  donnent 
deux  résultats  de  signes  contraires.  D’où  l’on  peut  conclure  que 
l’équation  a une  seule  racine  réelle  et  deux  racines  imaginaires;  ou 
bien  que  ses  trois  racines  sont  réelles,  mais  gîte  les  différence*  entre 
ces  racines,  prises  deux  à deux,  sont  moindres  que  l’unité. 

Pour  faire  cesser  toute  incertitude,  formons  l’équation  aux  carré* 
des  différences.  On  a trouvé  (n°  274),  pour  cette  équation, 

_ 36a’  + 324a  -f-  459  = 0. 

Faisons,  dans  cette  équation,  s = - ,-  il  en  résulte 


, t 324 
" + 460  “ 


30 

459 


+ 


1 

455 


— o, 


équation  que  l’on  peut  écrire  ainsi  : 

pî  + 4ÏÏ9  + J5ÏÏ  = °- 


Or,  il  est  visible  que  v = ou  ]>  - donne  un  résultat  positif  ; ainsi, 

U 

la  limite  supérieure  l des  racines  positives  de  celte  équation  étant 
plus  petite  que  l’unité,  In  quantité  correspondante  ~ est  1 ; et 


par  conséquent  les  différences  entre  les  racines  réelles  de  la  proposée 
sont  plus  grandes  que  l’unité.  D’ailleurs,  la  substitution  des  nombres 
entiers  dans  la  proposée  n’a  produit  qu’un  seul  changement  de  signe  ; 
donc  enfin  l’équation  proposée  a smc  seule  racine  réelle  qui  est  com- 
prise entre  2 et  3. 

La  méthode  de  Lagrange , appliquée  à cette  équation , donne, 
après  quatre  transformations  successives,  x = 2,9005  à 0,0001 
près. 

(l'oyez  le  n°  337,  où  cette  équation  a déjà  été  traitée  par  la  mé- 
thode de  Newton.) 

343.  Soit,  pour  second  exemple,  l’équation 


lUi  _ 6*  — 1 = 0 , . . (I). 
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Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  sont  évi- 
demment 1 et  — 1. 

Faisant,  dans  cette  équation,  x = -|-  1,  0,  — I, 

on  trouve  pour  résultat  ....  -J-  1,  — 1>  — 3; 

la  substitution  ne  donne  lieu  qu'à  un  seul  changement  de  signe; 
ainsi,  nous  devons  avoir  recours  à l’équation  aux  carrés  des  diffé- 
rences. 

Si  l’on  forme  cette  équation  , soit  par  la  méthode  d’élimination 
(n*  273),  soit  par  les  fonctions  symétriques  (n°  297)  on  trouve  pour 
résultat , 

64sJ  — 288s’  -f  324s  — 81  =0. 

Posons  t = i ; il  en  résulte 

v 


81e5  — 324 1?’  -f-  288p — 84  = 0 , 

équation  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

81e’  (e  — 4)  -f  82  (9e  —2)  = 0 ; 

cl  il  est  facile  de  reconnaître  que  3 est,  en  nombres  entiers,  la 
limite  supérieure  la  plus  resserrée  des  racines  positives. 

Ainsi,  l’on  a / = 3;  d’où  7 = S et 

Remplaçant  (/  3 par  le  nombre  entier  2,  immédiatement  supérieur, 

on  obtient  5 pour  la  quantité  moindre  que  la  plus  petite  différence 

qui  puisse  exister  entre  les  racines  réelles  de  la  proposée. 

Faisant  donc  dnus  la  proposée , conformément  à la  règle  du 

n°  341,*=!,  on  a la  transformée 

y5  — 8y  — 1 = 0 (3), 

équation  dont  toutes  les  racines  réelles  ont  entre  elles  une  diffé- 
rence plus  grande  que  l’unité. 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  étant 
d’ailleurs  -j-  2 et  — 2,  il  suffit  de  faire,  dans  l’équation  (3) , 

y = + 2,  — {—  1 , 0,  — 1,  — 2, 

ce  qui  donne  les  résultats  1 , — 3,  — 1,  — {—  I , — 3. 


l/l=  1/ 
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On  obtient  évidemment,  par  ce)  substitution* , trois  changements 
de  signe;  ainsi,  l’équation  (3)  a ses  trois  racines  réelles,  l’une  com- 
prise eutre  1 et  2,  une  autre  entre  0 et  — 1 , et  la  troisième 
entre  — I et  — 2. 

Donc  enfin  , l’équation  (1)  a elle-même  ses  trois  racines  réelles, 
l’une  comprise  entre  ^ et  1 , la  seconde  entre  0 et  — i , et  la  troi- 
1 

sieme  entre  — 5 et  — 1. 

Pour  approcher  davantage  de  ces  racines,  on  appliquera  d’abord 
à l’équation  (3)  l’une  des  deux  méthodes  d’approximation  ; après 


quoi  l’on  substituera  dans  la  relation» 


y 

2’ 


les  valeurs  de  y ob- 


tenues ; ce  qui  donnera  les  valeurs  de  * correspondantes. 
On  trouvera  par  ce  moyen , 


1 

1 y = 

1 , 8794  , 

pour  l’équation 

O 

II 

1 

CO* 

1 

(O 

>> 

y =■ 

-0,3474, 

1 

1 y = 

— 1 , 8320  ; 

1 

[ X = 

0 , 9397 , 

et  pour  l’équation 

8»3_6x  — 1 =0  < 

) 

i * = 

— 0,  1737, 

1 

t X = 

— 0 , 7660 , 

Ces  valeurs  sont  exactes  à 0,0001  près. 

344.  Première  remarque.  — La  méthode  exposée,  n°  341  , pour 
mettre  en  évidence  les  racines  incommensurables  , lorsque  plu- 
sieurs racines  peuvent  cire  comprises  entre  deux  nombres  entiers 
consécutifs , ne  saurait  être  appliquée  aux  équations  qui  ont  des 
racines  égales. 

En  effet , supposons  qu’une  équation  ait  deux  racines  réelles  éga- 
les à a ; comme  ces  deux  racines  ne  forment  qu’un  seul  et  même 
nombre,  elles  sont  nécessairement  comprises  entre  deux  nombres 
substitues,  quelque  petite  que  soit  la  différence  de  ces  derniers 
nombres.  Ainsi,  ces  nombres  qui  comprennent  deux  racines,  de- 
vront (n°  304)  donner  deux  résultats  de  même  signe , aussi  bien 
que  deux  nombres  qui  n’en  comprendraient  pas.  Si  l’équation  pou- 


(*)  En  appliquant  la  méthode  de  Newton  au  calcul  de  la  seconde  râleur  de  y,  on  re- 
connaît quelle  est  en  défaut  ; et  le  chiffre  de*  centièmes  obtenu  par  la  règle  du  nu- 
méro 335,  doit  être  corrigé  de  drux  unité"  par  le  moyen  indiqué  au  numéro  336. 


Digitized  by  Google 


DES  RACINES  INCOMMENSURABLES.  485 

Tait  avoir  trois  racines  égales  à a,  les  deux  nombres  qui  les  com- 
prendraient, donneraient  deux  résultats  de  signes  contraires, 
aussi  bien  que  deux  nombres  qui  comprendraient  une  seule  fois 
celte  racine. 

Observons  d’ailleurs  que , l’équation  X=0  ayant  des  racines 
égales,  l’équation  aux  carrés  des  différences,  7.  = 0,  aurait  néces- 
sairement des  racines  égales  à 0;  et  alors  la  limite  inférieure  des  ra- 
cines positives  de  cette  dernière  équation  serait  0 ; c’est-à-dire  qu’il 
faudrait  mettro  un  intervalle  nul  entre  deux  substitutions,  ce  qui 
est  absurde. 

Concluons  de  là  qu’avant  d’appliquer  la  méthode  du  n*  841,  il 
est  nécessaire  de  débarrasser  la  proposée  des  racines  égales  qu’elle 
peut  avoir  ( Voyez  n®281  ). 

34!}.  Seconde  remarque.  — Quand  l’équation  proposée  est  du  3° 
ou  du  4°  degré,  et  qu’elle  a ses  coefficients  commensurnbles,  il  est 
inutile  de  lui  appliquer  la  méthode  des  racines  égales. 

En  effet,  il  résulte  de  la  nature  de  cette  méthode,  laquelle  con- 
siste essentiellement  dans  la  recherche  du  p.  g.  c.  d.  entre  le  pre- 
mier membre  do  la  proposée  et  son  dérivé,  qu’elle  ne  peut  conduire 
qu’à  un  polynôme  dont  les  coefficients  sont  rationnels,  commeceux 
de  la  proposée.  Or,  dans  le  cas  où  l’équation  est  du  3°  degré,  le 
commun  diviseur  ( s’il  en  existe  ) est  du  1"  ou  du  2°  degré  au  plus. 
S’il  est  du  1er  degré,  en  l'égalant  à 0,  on  ne'peut  tirer  do  l’équation 
résultante  qu’une  racine  coininensurablc.  S’il  est  du  2“  degré,  le 
quotient  du  polynôme  proposé  , par  ce  diviseur,  est  du  1er  degré  et 
ne  saurait  encore  donner  qu’uue  racine  commensurnble.  On  voit 
donc  qu’une  équation  du  3'  degré  dont  les  coefficients  sont  rationnels, 
et  qui  n’a  pas  de  racines  cotnmensurables,  ne  saurait  avoir  de  racines 
égales. 

Lorsque  l’équation  est  du  4e  degré  et  n’a  pas  de  racines  commen- 
surnbles, le  p.  g.  c.  diviseur  ( s’il  en  existe  ) entre  le  premier  mem- 
bre et  son  polynôme  dérivé,  ne  peut  être  ni  du  1"  ni  du  3°  degré; 
car,  dans  l’une  et  l’autre  hypothèses,  on  en  déduirait  que  l’équation 
a des  racines  commensurnbles  ; et  s’il  est  du  second  degré,  les  fac- 
teurs de  ce  polynôme  diviseur  ne  sauraient  être  égaux,  puisqu’on 
en  déduirait  encore  que  l’équation  a des  racines  commensurnbles. 
Mais  si  les  deux  facteurs  sont  inégaux,  il  en  résulte  nécessairement 
(n°277)  que  chacun  d’eux  entre  au  carré  dans  le  polynôme  pro- 
posé qui  est  alors  un  carré  parfait. 
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Ainsi,  dans  ce  cas,  au  lieu  dis  soumettre  l’équation  à In  méthode 
des  racines  égales,  on  peut  se  borner  à extraire  la  racine  carrée  fie 
ton  premier  membre  ; et  ti  la  racine  n’est  pat  exacte,  on  en  conclut  que 
l’équation  n’a  pas  de  racines  égales. 

346.  Troisième  remarque.  — Ce  qui  précèdesuffit  pourfaire  sentir 
combien  l’application  de  la  méthode  du  n°  341  est  laborieuse,  puis- 
qu’elle suppose,  outre  la  recherche  des  racines  égnles,  la  formation 
de  l’équation  aux  carrés  des  différences.  Or,  dès  que  la  proposée  est 
d’un  degré  supérieur  au  4*,  les  calculs  relatifs  à la  détermination 
de  cette  dernière  équation  sont  impraticables  parleur  longueur.  11 
est  donc  à propos  de  faire  connaître  quelques  circonstances  dans 
lesquelles  on  peut  éviter  tous  ces  calculs. 

1°  Si,  en  substituant  les  nombres  0,  1,  2 ....  , — 1,  — 2, 
— 8 compris  entre  — j—  L et  — L',  on  obtient  autant  de  chan- 

gements de  signe  qu’il  y a d’unités  dans  le  degré  de  la  proposée, 
ou  est  certain  que  foutes  les  racines  de  l'équation  sont  réelles,  et  que 
chacune  d’elles  a une  partie  entière  différente. 

2°  Il  peut  se  faire  que,  sans  connaître  les  racines  d’une  équation, 
l’on  sache,  à priori,  combien  elle  doit  avoir  de  racines  réelles  ( la 
trigonométrie  en  offre  des  exemples  ) (*).  Cela  posé,  il  se  présente 
deux  cas  : 

Ou  la  substitution  des  nombres  0,  1,  2 ....  , — 1,  — 2 . . . , 
donne  lieu  à autant  de  changements  de  signe  que  l’équation  a de  ra- 
cines réelles  ; dans  ce  cas,  toutes  les  racines  réelles  sont  encore  mi- 
ses en  évidence,  et  chacune  d’elles  a une  partie  entière  différente. 

Ou  bien  , le  nombre  des  changements  de  signe  est  moindre  que 
celui  des  racines  réelles.  Comme,  dans  ce  cas,  on  est  assuré  d’avoir 
laissé  échapper  quelques  racines  dont  les  différences  sont  moindres 
que  l’unité,  il  faut  tâcher  de  rendre  ces  différences  plus  grandes. 

Pour  cela,  on  fait  dans  la  proposée  , x = h étant  une  indéter- 
minée, ce  qui  donne  la  transformée  Y = 0,  dont  les  racines  sont  k 
fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée  (il  en  est  par  consé- 
quent de  même  des  différences).  On  donne  ensuite  à k différentes 
valeurs.  Soit , eu  premier  lieu  ,4=3;  substituant  dans  Y = 0 , la 
série  des  nombres  naturels,  on  voit  si  le  nombre  des  changements 


(*)  t °ytz  mon  Irait*'  Je  Géométrie  analytique,  pour  la  détermination,  par  de»  inter- 
section*  «le  courl>c«,  «lu  nombre  «Je»  rocinc*  réelle*  qu'une  équation  peut  renfermer. 
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de  signe  devient  égal  au  nombre  des  racines  réelles  quo  L’on  sait 
devoir  exister  dans  la  proposée.  Si  l’hypothèse  k = 3 ne  réussit  pas , 
un  fait  k — h,  5 ....  , jusqu’à  ce  qu’enfiu  l’un  obtienne  pour  la 
transformée  correspondante  le  nombre  de  changements  de  signe 
exigé. 

N.  B.  Il  faut  bien  observer  ici  qu’on  suppose  l’équation  dépour- 
vue de  racines  égales. 


THf.ORËUE  DE  ■.  STl'RX  (*). 

Son  application  à la  recherche  des  racines  incommensurables. 

C’est  ici  le  lieu  défaire  connaître  un  fort  beau  théorème,  à l'aide 
duquel  toutes  les  racines  incommensurables  d’une  équation  peuvent 
être  mises  en  évidence  bien  plus  simplement  qu’avec  le  secours  do 
l’équation  aux  différences. 

Nous  venons  de  voir  (n°  346,  2U)  que,  si  l’on  connaissait  à priori 
le  nombre  des  racines  réelles  d’une  équation  , l’on  parviendrait 
aisément  à leur  détermination,  puisqu’il  suffirait  alors  de  subdivi- 
ser convenablement  l’intervalle  des  substitutions  successives.  Or , 
le  théorème  doM.  Sturm  atteint  complètement  ce  but,  ainsi  qu’on 
va  le  voir. 

847.  Soit  X = 0 une  équation  à coefficients  réels , que  nous  sup- 
poserons n’avoir  pas  de  racines  égales.  Appelons  X<  son  premier 
polynôme  dérivé,  et  appliquons  à X,  X>,  le  procédé  du  p.  g.c.  di- 
viseur relatif  ( n°*  246,  239),  avec  cette  condition,  toutefois,  de 
changer  le  signe  du  reste  de  chaque  opération , et  de  prendre  ce  reste 
ainsi  modifié,  pour  diviseur  de  l’opération  suivante  (Ce  changement 
de  signe  est  très-utile  à la  clarté  de  la  démonstration  du  théorème 
que  nous  nous  proposons  d’établir  ici). 

Désignons  d'ailleurs  par  X>,  Xj,  X» Xr,  les  restes  suc- 

cessifs, pris  avec  des  signes  contraires. 

Nous  pourrons  exprimer  la  série  des  opérations  par  le  tableau 


(•)  Ce  jeune  géomètre , déjà  fort  diitingué  par  ses  découvertes  scientifiques  , est  pro- 
fesseur de  mathématiques  au  collège  Rulliu,  C’est  eu  1839  qu'il  communiqua  à l'Institut  un 
mémoire  comprenant  ce  théorème. 

A1GÈBRE.  31 
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X =»  X,  q,  — X, 
X.  = X,  q,  — X, 
X»  « Xi  q*  — X* 


Xr — t Xr — | ' Xr  J 

X,  est  nécessairement  indépendant  de  x et  différent  de  zéro,  puis- 
que, par  hypothèse,  l’équation  n’a  pas  do  racines  égales. 

Concevons  maintenant  qu’après  avoir  obtenu  les  fonctions 
X,  X,,  X,,  . . . Xr)  on  y substitue  pour  x deux  nombres  p et  q , do 
signes  quelconque*  ( p étant  <f  q).  D’abord , la  substitution  de  p 
donnera  pour  chaque  fonction  un  résultat  généralement  positif  ou 
négatif  (mais  qui  pourra  quelquefois  être  nul);  et  en  ne  tenant 
compte  que  des  signes  de  ces  résultats,  ou  obtiendra  une' suite  do 
signes  qui , écrits  sur  une  racine  ligne,  présenteront  une  certaine 
succession  de  variations  et  de  permanences. 

Pareillement,  la  substitution  do  q à la  place  de  x donnera  une 
seconde  suite  de  signes  présentant  de  même  une  certaine  succession 
de  variations  et  de  permanences. 

Or , le  théorème  en  question  consiste  en  ce  que  : 

La  DirrtKEscE  entre  le  nombre  des  variations  quo/fre  la  première 
suite  de  signes,  et  le  nombre  des  variations  delà  seconde,  exprime  exac- 
tement le  soxere  des  racines  réelles  de  la  proposée,  qui  se  trouvent  com- 
prises entre  p et  q. 

848.  De  là  résulte  la  règle  suivante  pour  déterminer  le  soidre 
total  des  racines  réelles  d’une  équation. 

Après  avoir  déterminé  (n°  310)  les  limites  — Let  ~{-L'  des  racines 
négatives  et  positives,  1°  on  applique  aux  deux  polynômes  X,  X,  le 
procédé  du  p.  g.  c.  diviseur,  avec  la  modification  indiquée  dans  le  nu- 
méro précèdent  ; cela  donne  une  série  do  fonctions  X,  X„  X,, ...  X,, 
qui  sont,  généralement,  au  nombre  de  { w*  —J—  I J,  si  m est  le  degré 
de  l’équation  ; 

2°  On  écrit  sur  une  première  ligne  les  signes  des  résultats  de  la 
substitution  de  — L'  dans  chacune  des  fonctions,  et  sur  une  seconde 
ligne , les  signes  des  résultats  de  la  substitution  de  -j-  I,  (Le  signe  do 
X.  doit  rester  le  même,  puisque  Xr  est  indépendant  de  .r). 

3°  On  compte  le  nombre  de  variations  qu’offre  ta  première  ligne , et 
le  nombre  de  variations  de  la  seconde.  La  oirrËiissci  entre  ces  deux 
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nombres  est  l'expression  du  soanni!  total  des  racines  réelles  de  la 
proposée. 

Celte  règle  est  d’un  usage  facile  dès  que  l’on  connaît  les  fonc- 
tions X,  X, , X.  . . . ; cl  si  les  opérations  nécessaires  à leur  détermi- 
nation sont  un  peu  laborieuses,  on  u’en  doit  rien  conclure  contre 
la  simplicité  de  la  règle;  car  il  y a identité  entre  ces  operations  et 
celles  que  comporte  la  méthode  des  racines  égales,  méthode  à la- 
quelle il  faut  soumettre  préalablement  toute  équation  dont  ou  re- 
cherche les  racines  incommensurables. 

849.  La  démonstration  du  théorème  ci-dessus  repose  sur  plusieurs 
principes  que  nous  allons  d’abord  établir. 

Pbeiièkehsst.  Considérons  la  fonction  X en  particulier,  et  soit  a 
une  racine  réelle  de  X = 0.  Si  l’on  met  a -f-  u à la  place  de  x,  dans 
X,  on  obtient  (n°  328)  un  résultat  de  la  forme 

A -f-  K'u  -(-  "Y"  «’  -f- -{-  u" 

(A  étant  lo  résultat  de  la  substitution  de  a pour  x dans  X,  et 

A',  A",  A'", les  polynômes  dérivés  de  A d’après  la  loi 

connue). 

Comme , par  hypothèse , a est  racine  de  X = 0 , l’on  a A = 0 ; 
et  l’expression  précédente  se  réduit  a 

(A"  A"'  \ 

v + y « + âTf  + u— y . 

Or,  je  dis  qu’on  peut  toujours  trouver  pour  u un  nombre  assez  petit 
pour  que  la  quantité  entre  parenthèses  soit  de  même  signe  que  son 
premier  terme  A'  (qui  d’ailleurs  est  différent  de  zéro  tant  que  X — 0 
n’a  pas  de  racines  égales). 

Il  suffit,  en  effet,  pour  cela  , d’obtenir  pour  u une  valeur  qui 

A"  A'" 

rende  -g-  u -f-  -j— 5-  «’  -{- * numériquement  moindre  que 

2 2 , ü 

A'.  Or,  nous  avons  vu  (n°303)  comment  on  remplit  cette  dernière 
condition  ; ainsi,  il  est  toujours  possible  de  satisfaire  à la  précé- 
dente. 

Il  est  en  outre  évideut  que , dès  qu’on  a obtenu  pour  l’indétermi- 
née u une  valeur  remplissant  celte  condition,  toute  valeur  plus 
petite  y satisfait  à plus  forte  raison. 

380.  Secosdeïsat.  Si  l’on  conçoit  que , dans  les  fonctions 

51* 
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X,  X,,X,,  ....  on  remplace  x par  un  nombre  quelconque  a,  il 
ne  peut  jamais  arriver  que  deux  fonctions  consécutives  s’évanouis- 
sent à la  fois. 

En  effet,  considérons  les  trois  fonctions  consécutives  de  rang 
quelconque,  X„_„  X„  , XnH.,. 

On  a (n°  349)  l’égalité X,_,  = X.  qH  — X„+I. 

Or,  si  l’on  pouvait  avoir  à la  fois  X„_,  = 0 , X"  = 0 , on  en  dé- 
duirait X*_4_,  — 0; 

mais  , comme  on  a aussi  X„  = X.+,  — X*^., , 

il  en  résulterait  encore  X«+,  = 0;  et  ainsi  de  suite.  On  parvien- 
drait alors  finalement  à l’égalité  Xr  = 0 ; ce  qui  est  absurde  puis- 
que , la  proposée  n’ayant  pas  de  racines  égales , Xr  ne  saurait 
être  nul. 

TioisitnEiKST.  La  même  relation  X«_,  = X„ç>  — X.+,,  nous 
apprend  que  , si  une  fonction  X»  devient  nulle  par  la  substitution 
de  x — a,  les  deux  fonctions  X„_, , , entre  lesquelles  elle  est 

pincée , sont  nécessairement  de  signes  contraires  pour  la  meme  va- 
leur x = a. 

381.  Ces  principes  admis,  désignons  pari  une  quantité  positive 
ou  négative,  mais  moindre  (c’est-à-dire  plus  rapprochée  de  l 'infini 
négatif)  que  toutes  les  racines  réelles  des  équations  X = 0,  X,  = 0, 

X,  = 0, Xr_,  = 0 ; et  concevons  qu’en  faisant  croître  x 

d’une  manière  continue  (n°  303)  à partir  de  k,  ou  substitue  tonies 
ses  valeurs  successives  dans  les  fonctions , X , X, , X,  , . . . Xr. 

11  est  évident  d’abord  que  les  variations  et  les  permanences  four- 
nies par  les  signes  de  ces  fonctions  et  celui  de  Xr  (que  nous  savons 
déjà  être  constant) , se  reproduiront  toutes  et  dans  le  même  ordre, 
tant  que  x n’aura  pas  atteint  une  des  valeurs  qui  rendent  nulle 
quelqu’une  de  ces  fonctions  ; car , pourvue  le  nombre  ou  l’ordre 
de  ces  variations  et  permanences  vînt  à se  modifier , il  faudrait 
que  l’une  des  fonctions  , X.  par  exemple , changeât  de  signe , et  * 
par  conséquent  (n0  303)  que  X.  fut  d’abord  devenu  nul  ; ce  qui  est 
coutro  l’hypothèse. 

Supposons  actuellement  qu’une  valeur  x = a rende  nulle  une  ou 
plusieurs  des  fonctions  ; et  voyons  ce  qui  doit  arriver. 

Il  peut  se  présenter  deux  circonstances  : Ou  x — a anéantira  une 
(ou  plusieurs)  des  fonctions  intermédiaires  X,,  X, , X,  , . . . Xr_, 
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«ans  faire  évanouir  X;  ou  bien  x = o anéantira  X,  pouvant 
d’ailleurs  rendre  aussi  nulle  une  ou  plusieurs  des  fonctions  intermé- 
diaires. Or,  je  dis  que,  dans  le  premier  cas,  aucune  variation  ne  dis- 
paraîtra dans  le  passage  de  x par  les  trois  états  consécutifs  a — u, 
a,  a -(-  u (u  étant  l’intervalle  des  substitutions  successives)  ; que, 
dans  le  second , une  variation  disparaîtra,  et  qu’il  n’en  disparaîtra 
qu’une  seule  si  u est  suffisamment  petit. 

Considérons  le  premier  cas  , celui  où  la  fonction  X»,  par 
exemple,  devient  nulle  pour  x = a , sans  qno  X le  soit  en  même 
temps. 

Comme,  pour  la  même  valeur  x — a,  X„_,  et  X„+I,nc  peuvent 
devenir  nulle»,  et  qu’elles  sont  de  signes  contraires  (n°  380),  il 
s’ensuit  que  les  trois  fonctions  consécutives 

X»-i,  X-,  Xn+n 

formeront , quant  aux  signes  , l’une  des  deux  combinaisons 
0 — , ou  — 0 -}-  ; 

et  soit  qu’on  prenne  0 avec  le  signe  -{-,  ou  avec  le  signe  — , on 
voit  qu’il  en  résulte  une  variation  et  une  permanence. 

D’un  autre  côté,  chacune  des  fonctions  X„_,,  X.+I,  a dû  con- 
server le  même  signe,  pour  les  valeurs  de  x comprises  depuis  x — k 
jusqu’à  x = a;  et  les  signes  ne  doivent  pas  changer  dans  le  passage 
dex  = aàx  = a-f-M,  puisqu’on  peut  toujours  supposer  u assez 
petit  pour  qu’aucune  racine  de  X„_,  = 0,  X«+I  = 0,  ne  soit  com- 
prise entre  a et  a -j-  m. 

On  peut  donc  affirmer  que  les  trois  fonctions  ci-dessus,  qui, 
pour  x = a,  présentent  une  variation  et  une  permanence , don- 
nent également  une  variation  et  une  permanence  pour  toutes  les 
valeurs  comprises  depuis  x=k  jusqu’à  x = a -j-  «.  Ainsi , l’hypo- 
tlièsex  = o,  introduite  dans  la  série  des  fonctions  X , X,,X,.  . ., 
n’a  fait  perdre  ni  gagner  aucune  variation. 

Passons  au  cas  où  X devient  nul  quand  on  y met  a pour  x. 

Soit  fait  x = a -f-  u dans  X et  X,  ; puis  désignons  par  D , U, , ce 
que  deviennent  respectivement  X,  X,,  par  cette  substitution.  Ap- 
pelons (u°  349)  A,  A',  A",  ...  les  résultats  de  la  substitution  de  a 
pour  x dans  X et  ses  polynômes  dérives,  puis,  par  analogie, 
A, , A', , A",, ...  ce  que  deviennent  X,  et  Scs  polynômes  dérivés, 
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par  la  même  substitution  ; nous  aurons  les  deux  égalités 

U = A + A'»  + ^«--{-... 

Jt 

U,=  A,  + A',«  + ç «’+.... 

Comme,  par  hypothèse,  a est  racine  de  X ==  0 , on  a nécessaire- 
ment A — 0.  De  plus,  les  deux  quantités  A'  et  A,,  exprimant  l’une 
et  l’autre  le  résultat  de  la  substitution  do  a pour  s dans  X„  n’en 
forment  qu’une  seule  qui  est  différente  de  0,  puisque  X = 0 n’a  pas 
de  racines  égales.  Ainsi  les  deux  égalités  précédentes  se  changent 
en  celles-ci  : 

U = A'  u -f  »’  + . . . 

À 

* 

U.  — A'  + A',  « + yi  «’  + . . . , 

dont  les  seconds  membres  sont  nécessairement  de  même  signe  que 
leurs  premiers  termes  A'u  et  A',  lorsqu’on  prend  (n°  349)  pour  l’in- 
déterminée u une  valeur  suffisamment  petite.  On  voit  donc  que  U 
et  U,  sont  de  mêmesiguo  quand  « est  positif,  cl  de  signe*  contraire* 
quand  u est  négatif. 

D’où  il  résulte  que  les  signes  des  deux  fonctions  X,  X„  qui  pré- 
sentaient d’abord  une  variation  pour  x — a — u, 

forment  ensuite  u,no  permanence  pour  x = a t*. 

Ainsi,  dans  lo  passage  de  ï = o — « à » = a -)-  s,  uno 

variation  s’est  changée  en  une  permanence. 

La  même  conséquence  aurait  lieu  lors  même  que  x = a,  qui 
satisfait  à X = 0,  anéantirait  en  même  temps  uuc  ou  plusieurs 
autres  fonctions  ; puisqu’on  a vu  précédemment  que,  quand  quel- 
qu’une de  ces  autres  fonctions  vient  à s’évanouir,  le  nombre  des 
variations  ue  change  pas  pour  cela. 

Maintenant , si,  à partir  de  x = a -f-  u,  on  continue  de  fairo 
croître  x par  degrés  insensibles,  le  nombre  actuel  des  variations  de 
la  suite  des  signes  demeurera  le  même  jusqu’à  ce  que  x vienne  à 
dépasser  une  nouvelle  racine  de  X = 0;  auquel  cas  une  seconde 
variation  disparaîtra,  et  se  trouvera  remplacée  par  une  perma- 
nence. Et  ainsi  de  suite. 
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Dono  enfin,  le  nombre  des  variation s perdues  lorsque  «croit  de- 
puis une  râleur  quelconque  A;  jusqu’à  une  autre  râleur  k',  est  égal 
nu  nombre  des  racines  réelles  do  X = 0 , comprise  entre  k et  k\ 

Ce  qui  démontre  évidemment  le  théorème  énoncé  n°3-47. 

382.  Avant  de  passer  aux  applications,  nous  ferons  plusieurs  re- 
marques fort  importantes. 

1°  Dans  la  recherche  des  fonctions  X , X,  , on  peut  intro- 
duire ou  supprimer  des  facteurs  numériques  (n°  289),  pourvu  que 
ces  facteurs  soient  positifs  ; mais  il  faut  bien  prendre  garde,  quant 
aux  signes,  à ne  faire  que  les  changements  qui  ont  été  indiqués 
n°  3-47  ; puisque  c'est  de  la  considération  des  signes  qui  affectent 
les  fonctions  X,  X„  X,  i . . . que  dépend  principalement  la  mé- 
thode de  M.  Sturm. 

2°  Quand  on  veut  simplement  connaître  le  nombre  total  des  ra- 
cines réelles  de  l’équation  proposée,  il  n’est  pas  nécessaire  d'opérer 
la  substitution  des  limites  — L'  et L dans  les  fonctions  X,  X, .. 
il  suffit  de  substituer — co  et  -j-  co  dans  le  premier  terme  de  cha- 
cune d’elles  ; puisque  l’on  sait  (n°  308)  que  le  signe  de  la  fonolion 
est  alors  le  mémo  que  le  signe  de  ce  premier  terme. 

La  substitution  de  — co  et  de  -f-  co  , dispense  de  déterminer 
d’abord  les  deux  limites  — L'  et  -f-L,  qu’il  faudrait  d’ailleurs  cal- 
culer de  manière  qu’elles  conviassent  à toutes  les  foliotions  si  l’on 
ne  voulait  opérer  la  substitution  que  dans  leur  premier  terme. 

Nous  ajouterons  même  qu’en  faisant  usage  de  la  méthode  de 
M.  Sturm  , on  n’a  besoiu,  dans  aucun  cas,  de  connaître  à priori 
les  deux  limites  — L' et  -j-L.  En  effet,  après  avoir  reconnu  d’abord 
combien  il  y a do  racines  réelles  dans  la  proposée,  si  l’on  veut  en- 
suite déterminer  d’une  manière  plus  précise  le  lieu  des  racines,  il 
n’y  a qu’à  substituer  successivement  les  nombres  0,  1,  2,  3,  ...  , 
et  0,  — 1,  — 2,  . . . ; et  dès  que,  par  la  substitution  do  0,  1,2,..., 
on  est  parvenu  à une  suite  de  signes  qui  présente  autant  de  varia- 
tions qu’en  avait  donné  la  substitution  do  -j-  «o  , on  peut  affirmer 
qu’il  n’y  a plus  de  racines  au  delà  du  dernier  nombre  substitué. 
Même  raisonnement  par  rapport  aux  nombres  0,  — 1,  — 2 

On  obtient  ainsi  les  deux  limites  supérieures  les  plus  resserrées 
(en  nombres  entiers  );  ce  que  ne  donne  pas  toujours  d’une  manière 
bien  certaine  (n°  309)  la  méthode  de  Newton. 

3°  Si  l’on  cherche  ensuite  combien  il  y a de  racines  réelles  com- 
prises entre  deux  nombres  particuliers  p et  q,  il  peut  so  faire  que 
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p on  q rende  nulle  qnelqu’une  des  fonctions.  Dans  ce  cas,  quand 
c’est  une  fonction  intermediaire,  X„,  qui  s’évanouit,  on  n’a  pas  be- 
soin  de  tenir  compte  du  résultat  0 dans  la  suite  des  signes;  car  on 
a vu  (n°  880)  que  X._I(  Xn+1,  offrent  une  variation  pour  cette 
même  valeur  de  x;  or,  la  combinaison  du  double  signe  db  dont  0 

est  censé  affecté,  avec  les  signes  -| , ou 1~,  no  donne  encore 

qu’une  variation.  Ainsi , le  nombre  des  variations  n’est,  nullement 
altéré  par  l’omission  du  résultat  0. 

Lorsque  c’est  X qui  s’évanouit  pour  x =p,  par  exemple,  on  con- 
clut d’abord  que/)  est  racine  de  X = 0;  puis  on  compte  les  varia- 
tions qui  existent  à partir  de  X,. 

4°  Enfin,  si,  après  avoir  obtenu  les  fonctions  X,  X,,  X,,  . . . Xr, 
on  vient  à reconnaître  que  l’une  des  fonctions  intermédiaires,  X„, 
est  de  nature  à conserver  constamment  le  même  signe,  pour  toutes 
les  valeurs  comprises  entre  p et  q ( p étant  q ),  il  est  inutile  de 
substituer  ces  nombres  dans  les  fonctions  suivantes  ; car  autant  la 
suite  des  fonctions  jusqu’à  X„  inclusivement,  présentera  de  varia- 
tions déplus,  pour  \ = p que  pour  x = q,  autant  il  y aura  de  ra- 
cines réelles  comprises  entre  p et  q. 

Il  suffit , pour  s’en  convaincre , d’appliquer  aux  fonctions 
X,  X,  X,,  . . . X.,  ce  qui  a été  dit  ( n°  881)  par  rapport  à toutes  les 
fonctions.  La  suite  des  signes  jusqu’à  celui  de  X.  inclusivement, 
perdant  une  variation  pour  chaque  racine  de  X =0,  et  le  nombre 
des  variations  n’étant  nullement  altéré  par  l’évanouissement  de 
quelqu’unedes  fonctions  intermédiaires  X,,  X,  , . ..  X._,,  puisque 
d’ailleurs  X„  conserve  toujours  le  même  signe  par  hypothèse,  il 
faut  nécessairement  qu’au'tant  il  y a de  variations  perdues  dans  la 
suite  des  signes  de  X,  X,,  ...  X.,  lorsqu’on  passe  de  x=p  à x=  q, 
autant  il  y ait  de  racines  de  X=0,  comprises  entre  ces  deux  nombres. 

On  déduit  de  là  le  cas  particulier  suivant  : si,  dans  le  cours  des 
divisions  nécessaires  à la  détermination  des  fonctions  X,  X, . . . Xr, 
on  reconnaît  qu’une  certaine  fonction,  X.,  ne  peut  avoir  que  des 
racines  imaginaires,  comme  alors  elle  no  saurait  changer  de  signe 
(n°818)  quelque  valeur  qu’on  y substituât  pour  x,  on  n’a  pas  be- 
soin de  pousser  plus  loin  les  divisions;  c’est-à-dire  qu’il  est  inutile 
de  déterminer  X.^_, , . . X, . 

Celte  circonstance  est  Ires-importante  à retenir  : car  on  ne  peut 
se  dissimuler  que  les  calculs  relatifs  à la  détermination  des  fonc- 
tions sont  très-pénibles,  surtout  lorsqu’on  arrive  aux  dernières 
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* fonctions,  à cause  de  la  grandeur  des  coefficients  numériques. 

( Voyez  le  hiim‘  et  le  5,,'n'  des  exemples  du  n°  suivant.  ) 

383.  Faisons  maintenaut  quelques  applications,  en  ne  considé- 
rant toutefois  que  des  équations  qui,  par  la  substitution  des  nom- 
bres entiers  consécutifs  compris  entre  les  limites,  donnent  moins  de 
changements  de  signe  qu’il  n’y  a d’unités  dans  la  proposéo. 

1er  Exemple.  — 6x  — 1=0...  (1). 

( Cette  équation  a déjà  été  traitée  n°  343.  ) 

On  a d’abord  X,  = 24*’  — 6,  ou  plutôt,  X,  = ix1  — 1, 
d’après  la  1"  remarque  du  n"  352. 

Divisant  X par  X,,  on  obtient  pour  reste, 

— 4*  — 1 ; d’où X , = — }—  4jp  — j—  1 . 

La  division  de  X,  par  X,  après  les  prépa- 
rations convenables  (n”  289,  et  1'“  remarque 
n"  352),  donne  pour  resto,  — 3;  d’où  . . X,  = -j-  3. 

Ainsi,  l’on  a pour  les  fonctions  cherchées, 

X = 8i3  — 6x—  1,  X,  = 4.r’  — 1,  X,  = 4x  + 1,  X,  = + 3. 

Cela  posé,  la  substitution  de  — » et  do  oo  dans  les  premiers 
termes  de  ces  fonctions  donne  les  deux  suites . • 

— -|-  — -j-  . ....  3 variations, 

+ + + + ; o, 

ce  qui  prouve  que  l’équation  a ses  trois  racines  réelles,  puisqu’il 
disparail  trois  variations  dans  le  passage  de  — oc  à -j-oo. 

Soit  fait  maintenant  dans  les  mûmes  fonctions,  x = — 1,  0,  — 1 j 
on  trouve 

pour  x — — 1,  — -j 1- 3 variations, 

* = o, h + i. 

* — -H  ï»  “1 — 1 — 1 — h o. 

Comme  — 1 donne  trois  variations,  et  que  0 n’en  donne  qn’nno 
seule,  il  s’ensuit  que  0 et  — 1 comprennent  deux  racines. 

Pareillement,  0 donnant  une  variation,  et -j-  1 n’en  donnant  au- 
cune, il  y a une  racine  comprise  entre  0 et  1. 

Pour  séparer  les  deux  racines  négatives,  il  faut  (n°  340)  resserrer 
1’inlcrvalle  des  substitutions;  mais,  auparavant, il  convient  dcclian- 
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gcr  * en  — x,  ce  qui  ramène  l'équation  (1)  à 


8*3  _ 0*  + 1 = 0 (2); 

et  les  racines  positives  de  cette  nouvelle  équation,  étant  prises  avec 
le  signe  — , donneront  les  racines  négatives  de  la  proposée. 

Actuellement,  posons  (u°  340)  dans  l’équation  (2),  * = -|  ; il  en 

résulte  la  transformée 

y3  — 8y  + 1 = 0 • • • (3). 

Or,  en  faisant  successivement  y = 0,  1,  2, 

on  trouve  pour  résultats  -j-  I,  — 1 , —J—  3; 

donc  les  deux  racines  positives  de  l’équation  (3)  sont  comprises, 
l’une  entre  Oct  1,  l’autre  entre  1 et  2. 

Appliquant  à l’équation  (3)  l’une  des  deux  méthodes  d’approxi- 
mation, cl  6ubstituaut  les  valeurs  obtenues  pour  y,  dans  la  relation 

x — 5 , ou  plutôt  x — — ~r  (à  cause  du  changement  de  x en  — x ), 
2 À 

on  aura,  avec  tel  degré  d’approximation  qu’on  voudra,  chacune  des 
trois  racines  del’équation  proposée. 

N.  B.  Pourlc  calcul  delà  racine  positive  del’équation  (1),  on  peut 
opérer  directement  sur  cette  équation. 

2e  Exempte.  *3  — 8*’  8*  — 1 = 0. 

En  opérant  sur  cet  exemple  comme  sur  le  précédent , on  trouve 

X=*3— 8*’4-8x  — 1,  X,  =3x’  — 10*-f8,  X,  = 2.v—3l, 
Xs=  — 2295. 

Or,  la  substitution  de  — ce  et  de  -(-  oo  dans  les  premiers  termes 


de  ces  fonctions,  donne  les  deux  suites 

— -j-  — — 2 variations, 

4"  + 4~  — 1 

d’où  l’on  voit  que,  dans  le  passage  de  — oo  à -f-  oo  , il  n’y  a 


qu’une  seule  variation  perdue.  Donc  l’équation  n’a  qu’une  seule  ra- 
cine réelle,  laquelle  est  d’ailleurs  positive  (n°  312),  puisque  le  der- 
nier terme  de  l’équation  est  négatif.  Il  est  aisé  de  reconnaître 
qu’elle  est  comprise  entre  0 et  1 . 
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3"  Exemple.  *4  — 2*3  — 7*’  4“  10*  10  = 0 , . . (1). 

En  appliquant  à cette  équation  la  règle  du  n°  847,  on  trouve  suc- 
cessivement X = *4  — 2*5  — 7*1  4“  10*  “1“  *0  > 

X,  = 2x3  — 3.r’  — 7*  -j-  5 , 

X,  = 17x’  — 23*  — 45, 

X.  = 152*  — 305, 

X„  = + 624785. 

Si  l’on  substitue  — oc  et  -)-  oo  dans  les  premiers  termes  de  ces 
fonctions  , on  obtient  les  deux  suites 

— -j j-  . • . 4 variations , 

1 [ — | — (-  . . . 0; 

donc  les  quatre  racines  de  l’cquation  sont  réelles. 

Actuellement,  soit  fait  successivement,  dans  les  fonctions  , 


* = 0,1, 2,3,  . . 
il  vient  pour  * = 

* = 
x — 

puis  pour  x = 
x = 
X = 
X — 


. .,  et  * = 0 , — 1,  — 2,  ....  ; 

0,  -j ] — variai. 

1,  + + 2 

->  + — ~ ~ + • • • 2 

0,  -j — j 1-  . . . 2 variai. 

— 1, {--j J-...3 

— 2, b -j (-...3 

-3,  + - 4 h ...  4; 


d’où  l’on  voit  que  l’équation  a deux  racines  positives , comprises 
entre  2 et  3 ; une  racine  négative , comprise  entre  0 et  — 1 ; enfin 
une  racine  négative,  comprise  entre  — 2 et  — 3. 

Pour  séparer  les  deux  racines  positives , on  pourrait  (n°  346)  faire 

dans  l’équation  , *«;,  on  J,...;  mais  on  va  voir  que  la  mé- 

thode  d’approximation  de  Lagrange  suffit  pour  opérer  cette  sépara- 
tion. 

Soit , en  effet,  posé  dans  l’équation  (1),  * = 2 -j — ; 
il  vient,  tout  calcul  fait  (n°  328),  la  transformée 
2 y4  — 10y3  -j-  %’  + + 1 = 

qui  a nécessairement  deux  racines  plus  grandes  que  l’unité. 
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Or,  en  faisant  successivement  y=l,  2,  8,  4,  S, 

on  trouve  pour  résultat,  . . . -J-  4,  — 15, — AK,  — 28,— {—1  B6j 

d’où  l’on  voit  que  les  deux  valeurs  de  y sont  comprises,  l 'une  entre 
1 et  2,  l’<i«tre  entre  4 et  5; 

C’est-à-dire  que  les  deux  valeurs  de  x seront  exprimées  par  deux 
fractions  continues  de  la  forme 


et  l’on  pourra  déterminer  chacune  de  ces  fractions  continués  sépa- 
rément [V oyez  les  n°*  880  et  854). 

N.  B.  Dans  cet  exemple,  après  avoir  obtenu  les  fonctions 
X,  = 17*1  — 23*  — 45  , X,  = 152*  — 305  , il  n’était  pas  né- 
cessaire d’effectuer  la  division  de  X,  par  Xi , opération  assez  longue 
sous  le  rapport  des  calculs  numériques. 

En  efTet,  ce  qu’il  importe  de  connaître,  dans  l’application  de  la 
méthode  de  M.  Slurra  , ce  n’est  pas  la  valeur  numérique  du  dernier 
reste,  mais  bien  le  signe  de  ce  reste,  afin  d’en  déduire  ensuite  celui 
de  XT , lequel  est  constant , ainsi  qu’on  l’a  vu. 

Or,  on  sait  (n°  287)  que,  quand  on  divise  une  fonction  entière 
de  x par  un  facteur  de  la  forme  x — a , le  reste  n’est  autre  chose 
que  le  résultat  de  la  substitution  de  a au  lieu  de  x dans  la  fonction. 
Ainsi  le  signe  du  reste  de  la  division  dcX,  par  X» , doit  être  le  même 
que  celui  qui  résulterait  de  la  substitution  dans  l’équation  X,  = 0 
(ou  17*1 — 23* — 45  = 0),  de  la  racine  donnée  par  l’équation 
X.  = 0 (ou  152*  — 305  = 0). 

Mais  l’équation  X,  = 0,  dont  les  racines  sont  de  signe»  contraires, 
donne  pour  la  positive,  2,4  à 0,1  près  ; tandis  que  la  racine  de 

X i = 0,  est  *=2-| — -î—.  On  voit  donc  que  cette  racino  est  com- 

i O A 

prise  entre  les  deux  racines  de  l’équation  X.  = 0,  et  que  par  con- 
séquent , si  on  la  substituait  dans  le  polynôme  X. , on  obtiendrait 
(n°  111,  1°)  un  résultat  de  signe  contraire  au  premior  terme  de  X»  , 
c’est-à-dire  négatif. 

Or,  puisque  le  reste  do  la  division  de  X>  par  Xi  , est  négatif,  il 
s’ensuit  que  la  fonction  X„  est  positive. 

(Cotte  remarque  fait  suite  à la  quatrième  du  n°  352.) 
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4«  Exemple.  2*4  _ 13*’  + 10*  — 19  = 0 (1). 

Les  fonctions  X,  X< , X>  . . . étant  calculées  d’aprcs  la  règle  du 
n°  347,  ou  trouve  d’abord  pour  les  trois  premières , 

X = 2*4  — 13**  + 10*  — 19, 

X,  = 4*3  — 13*  -f  8 , 

X.  ==  18*’  — 15*  + 38. 

Or , je  dis  qu’il  est  inutile  d’aller  plus  loin  , et  de  calculer  Xj  et  X» . 
En  effet,  il  est  aisé  de  voirque  les  racinesde  l'équation  X.  = 0,  sont 
imaginaires,  puisque  l’on  a (15)’  — 4 . 13 . 38  <[  0 (n°  111 , 3°)  ; 
d’où  il  résulte  que  X>  ne  peut  changer  de  signe , quelque  valeur 
qu’on  donne  à *.  Ainsi  la  4*  remarque  du  n°  352  est  applicable  à 
cet  exemple;  et  il  suffira  de  considérer  les  trois  fonctions  X,  X,,  X.. 

Or,  en  substituant  successivement  — oo  et  -j-co  dans  leur  pre- 
mier terme,  on  obtient  les  deux  suites 

-|- j-  ....  2 variations , 

4 — I — j-  . • • . 0 ; 

ce  qui  démontre  que  l’équation  a deux  racines  réelles  et  deux  ra- 
cines imaginaires.  Les  racines  réelles  sout  d’ailleurs  l’une  positive 
et  l'autre  négative  (u°  812),  puisque  le  dernier  terme  de  l’équation 
est  négatif. 

8“  exemple.  *5  — 36*5  72*’  — 37*  -j-  72  = 0. 

(Nous  nous  bornerons  ici  à présenter  le  tableau  du  calcul.) 

X ==  *5  — 30*3  -j-  72*’  — 37*  + 72 , 

X,  = 8*4  — 108*3  -f  144*  — 37, 

X,  ==  18*3  _ 84**  37*  — 90, 

X,  =a  1319*’  — 2442*  — 684, 

X,  = — 2803469*  + 32408254, 

Xs  = — 

(Le  signe  de  Xs  se  détermine,  comme  daus  le  troisième  exemple, 
en  observant  que  la  racine  de  Xs  = 0,  est  évidemment  plus  grande 
que  la  racine  positive  de  Xi  = 0.) 

Or,  * = — co  donne 1 j — 1 • ••  ■ 4 variât. 

x st  — j—  œ — j—  — — |—  — j — — — • . • . 1 seule  f 
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donc  l’équation  proposée  n’a  quo  trois  racines  réelles.  Mais  si,  avant 
d’appliquer  la  méthode  actuelle,  on  eût  d’abord  substitué  les  nom- 
bres entiers  consécutifs , on  aurait  reconnu  facilement  que  chacun 
des  couples  de  nombres,  4 et  5,  8 et  6 , — 0 et  — 7,  donnent  deux 
résultats  de  signet  contraires.  Donc  les  trois  racines  réelles  ont  res- 
pectivement pour  partie enlièro,  4, 8,  et  — 0;  les  deux  autres  ra- 
cines sont  imaginaires. 

Ces  exemples  nous  paraissent  suffisants  pour  donner  une  idée  do 
toute  l’importance  du  théorème  de  M.  Sturm,  et  du  parti  qu'on  peut 
en  tirer  dans  la  résolution  des  équations  numériques. 

384.  Nous  ajouterons  cependant  encore  que,  quand  on  a reconnu, 
par  In  substitution  des  nombres  entiers  consécutifs  dans  les  fonc- 
tions X,  X, , X,  . . . , combien  il  y a de  racines  réelles  entre  deux  de 
ees  nombres,  a et  a -f-  1,  la  combinaison  du  théorème  avec  la  mé- 
thode de  Lagrange  donne  le  moyen  de  séparer  ces  racines  sans  qu’on 
soit  obligé  do  recourir  à la  transformation  du  n°  340,  laquelle  de- 
vient très-laborieuse  quand  les  racines  sont  très-peu  différentes  les 
unes  des  autres.  Voici  en  quoi  consiste  ce  moyen  : 

On  substitue  a 4-  - à la  place  de  x , non  seulement  dans  X , mais 

y 

encore  dans  toutes  les  fonctions  X„  X, , . . puis  on  y fait  successive- 
ment y = 1,  2,  3 ....  La  différescs  entre  les  deux  nombres  de 
variations,  résultant  de  la  substitution  de  deux  de  ces  nombres  b 
et  b -j-  1,  est  égale  ab  soibre  des  valeurs  de  x , comprises  entre 

a + b et  ° + i+T 

Si  ccllo  différence  est  égale  à 1,  on  conclut  que  la  transformée 

qui  résulte  de  la  substitution  do  n -j-  y à la  place  de  x dans 

X = 0 , n’a  qu’toie  seule  racine  compriso  entre  b et  6 -f- 1 ; cl  l’on 
peut  facilement  (n°  330)  obtenir  la  fraction  continue  correspon- 
dante. 

Mais  quand  cette  différence  est  égale  à 2 , 3,  ...  ou  en  déduit 
que  la  transformée  en  y a deux,  trois,  . . . racines  comprises  entre 

b et  b -j-  1 . Alors  on  remplace  y par  b -}-  — dans  les  fonctions 

X,  X,,  X,  . . . (qui  sont  déjà  exprimées  en  y)  ,•  puis  on  y fait  succes- 
sivement * = 1 , 2,  3, . . . .La  diffîresce  entre  les  deux  nombres  de 
variations  résultant  de  la  substitution  de  deux  do  ces  nombres, 
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cet  c -{-  1,  est  égale  ad  nombre  de  valeurs  de  x comprises  entre 

, 1 . 1 

o -J - et  a = r • 

l + r ‘ + rri 

On  voit  aisément  que,  par  ce  moyen , toutes  les  valeurs  de  xt 
comprises  entre  a et  a 1 , pourront  se  développer  en  autant  de 
fractions  continues  ayant  pour  partie  commune,  une  ou  plusieurs 
fractions  intégrantes  à partir  de  a. 

35S.  M.  Sturm  a étendu  son  théorème  au  cas  où  l’équation  pro- 
posée admet  des  racines  égales  ; mais  nous  n’entrerons  dans  aucun 
détail  à ce  sujet , puisqu’on  peut  toujours  (n°  281)  faire  dépendro 
la  résolution  de  l’équation , décolles  d’autres  équations  qui  n’ont 
que  des  racines  simples.  Il  en  a également  déduit  d’autres  consé- 
quences fort  curieuses,  mais  qui  ne  sont  pas  indispensables  pour 
la  résolution  des  équations  (*). 

Nous  renvoyons,  pour  do  plus  amples  détails  sur  la  résolution  des 
équations  numériques,  aux  ouvrages  suivants  : Traité  de  la  résolu- 
tion des  équations  numériques,  par  Lagrange  ; Supplément  à la  théorie 
des  nombres , par  Legendre;  Nourelle  méthode  pour  résoudre  1rs 
équations  numériques,  par  M.  Budan  ; Analyse  des  équations,  ou- 
vrage posthume  do  Fourier. 

On  trouvera  dans  ces  deux  derniers  ouvrages  un  théorème  qui  a 
quelque  analogie  avec  celui  de  M.  Sturm  , et  qui  parait  avoir  été 
découvertà  peu  près  dans  le  même  temps  par  SIM.  Fourier  et  Budau  ; 
en  voici  l’énoncé  : 

Soient  f ( x ) un  polynôme  entier  du  degré  m , f (*) , f (x) , 
f (x),  . . . ses  dérivés.  Appelons  p et  q deux  nombres  réels  de  signes 
quelconques  (pétant  g);  et  concevons  qu’on  ait  substitué  suc- 
cessivement p cl  q dans  la  suite  de  ces  fonctions;  ce  qui  donne  les 
deux  résultats, 

1”  pour  p,  f ( p ),  f (p),  f {p), . . . 

2°  pour  g,  f(q),  f (g),  f"  (g) 

Le  théorème  consiste  en  ce  que  les  signes  de  la  première  suite  ne 
peuvent  jamais  présenter  moins  de  rariations  que  ceux  de  la  seconde  ; 
et  si  p et  q comprennent  un  nombre  k de  racine*  réelles , la  première 
suite  a au  moins  k variations  de  plus  que  la  seconde. 

(*)  y oyez  lo  d°  399  , cbap,  IX , pour  une  autre  application  du  tbéortme. 
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Ce  théorème  , beaucoup  moins  explicite  que  celui  de  M.  Sturm,' 
qui,  dans  aucun  cas,  ne  laisse  d’incertitude  sur  l’existence  de  ra- 
cines réelles  entre  des  nombres  déterminés,  fournit  cependant  une 
méthode  assez  complète  de  résolution  (*). 

J IV.  Suite  de  l' Elimination. 

336.  Après  avoir  fait  connaître  les  différents  moyens  do  résoudre 
(du  moins  en  nombre s réels ) les  équations  d’un  degré  quelconque  à 
une  seule  inconnue,  il  convient  de  s’occuper  de  la  résolution  des 
équations  à plusieurs  inconnues. 

Lorsque  le  nombre  des  équations  proposées  est  égal  à celui  des 
inconnues,  elles  n'admettent , en  général,  qu’un  nombre  limité  de 
systèmes  de  valeurs  pour  ces  inconnues.  Or,  la  détermination  com- 
plète de  tous  ces  systèmes  constitue  le  problème  général  de  l’élimi- 
nation. 

Nous  avons  déjà  exposé  (n°  267  et  suivants)  uno  partie  de  ce  pro- 
blème, celle  qui  a pour  objet  de  former  l’équation  finale,  c’est-à-dire 
une  équation,  fonction  d’une  seule  des  inconnues,  qui  donne  toutes 
les  valeurs  de  cette  inconnue  , propres  à vérifier  les  équations  pro- 
posées en  même  temps  que  certaines  valeurs  des  autres  inconnues. 

La  sccondo  partie  consiste  à résoudre  l’équation  finale,  et  à déter- 
miner les  valeurs  des  autres  inconnues,  correspondant  à celles  de  l’in- 
connue qui  entre  dans  cette  équation. 

Nous  considérerons  plus  particulièrement  ici  le  cas  de  deux  équa- 
tions à deux  inconnues. 

337.  Avant  d’entrer  dans  tous  les  détails  relatifs  à la  seconde 
partie  de  l’élimination,  il  est  nécessaire  de  revenir  sur  la  manière 
dont  on  forme  l’équation  finale. 

Lorsqu’on  emploie  la  méthode  par  le  commun  diviseur,  pour  éli- 
miner l’une  des  inconnues,  on  parvient  bien  à une  équation  qui 
fournit  toutes  les  valeurs  convenables  de  l’autre  inconuuc;  mais 
cette  équation  donne  aussi , en  général,  des  valeurs  étrangères; 
c’est  ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  voir  actuellement. 

(Pour  abréger , nous  conviendrons  d’appeler  solution  de  deux 


C*)  y oyez  aussi,  pour  le  développement  île  ce  théorème  et  pour  les  conséquences  qu'on 
en  déduit,  uuc  note  placée  à la  fin  de  la  O édition  de  mou  AUjcbrc. 
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équations  en  x et  y,  tout  système  do  valeurs  de  x et  do  y,  qui , sub- 
stituées à la  fois  dans  ces  équations,  y satisfont,  o’est-à-dire  ren- 
dent leurs  premiers  membres  identiquement  nul».) 

Soient  donc  deux  équations  d’un  degré  quelconque, 

A = 0,  B = 0; 

et , après  avoir  ordonné  les  premiers  membres  par  rapport  à x , par 
exemple,  appliquons-leur  le  procédé  du  plus  grand  commun  divi- 
seur, avec  les  modifications  qui  ont  pour  objet  de  rendre  les  quo- 
tients et  les  restes  entiers  (Nous  supposerons  d’ailleurs,  pour  le 
moment , que  , dans  le  cours  du  calcul , on  ne  supprime  aucun 
facteur  fonction  de  y ; car  on  verra  plus  tard  que  ces  facteurs,  égalés 
à 0,  peuvent  donner  des  valeurs  convenables). 

Désignons  par  a,  a,',  a”,  ....  les  différents  facteurs  introduits, 
ces  facteurs  étant , en  général , des  fonctions  de  y;  soient  en  outre, 
Q,  Q',  Q",  . . . R,  R',  R"  , . . . les  quotients  et  les  restes  succes- 
sifs. 

La  série  des  opérations  donnera  lieu  aux  identités  suivantes  , 


o A = BQ  -fR (1), 

«'  R = RQ'  R' (2), 

a"  R = R'Q"  -j-  R" (3), 


«(•>  RC— > = RC— *1 QM  -f.  RC-)  . . . (n  -f  1) 

(R(“)  est  supposé  le  reste  indépendant  de  x et  fonction  de  y seule- 
ment). 

Cela  posé,  l’identité  (1)  fait  voir  que  toute  solution  du  système 
[A  = 0,  B = 0]  satisfait  nécessairement  à R = 0;  car  a et  Q,  étant 
des  polynômes  entiers  en  x et  en  y,  ne  peuvent  devenir  infinis 
pour  des  valeurs  particulières  attribuées  à x et  à y.  Ainsi  les  solu- 
tions du  système  [A=  0,  B = 0]  conviennent  au  système 
[B  = 0 , R = 0]. 

L’identité  (2)  prouve  également  que  toute  solution  du  système 
[B  = 0 , R = 0]  satisfait  à R'  = 0;  d’où  l’on  peut  conclure  que 
les  solutions  du  système  [A  = 0,  B = 0]  conviennent  encore  nu 
système  [R  = 0 , R'  = 0]. 

L’identité  (3)  démontre  que  toute  solution  du  système  [R  = 0, 
R'  — 0]  satisfait  à R"  = 0.  Donc  , les  solutions  de  [A=0,  B =0] 

AI.RtBRK.  33 
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conviennent  an  nouveau  système  [R'  = 0,  R"=0].  Et  ainsi  de 
suite. 

D’où  il  résulte  enfin  que  toutes  les  solutions  du  système  proposé 
[A  = O , B = 0]  se  trouvent  nécessairement  comprises  dans  le  dernier 
système  [R  t“— ’)  = 0 , RW  — 0]. 

Ainsi  l’équation  R (*)  = 0 renferme  toutes  les  valeurs  convenables 
de  y. 

Je  dis  maintenant  qu’elle  doit  renfermer,  en  général,  des  valeurs 
étrangères. 

Pour  cela,  reprenons  les  identités  (1),  (2) , (8) . . . (n  -{-  1). 

On  reconnaît  par  l’identité  (I)  que  toute  solution  du  système 
[B  = 0,R  = 0]  satisfait  à aA  =■  0.  Or,  celte  dernière  équation 
se  divise  en  deux  autres,  a = 0 et  A = 0 ; d’où  il  suit  que  les  so- 
lutions de  [B  = 0,  R = 0]  comprennent  non-seulement  les  solu- 
tions du  système  proposé  [A  = 0 , B = 0]  , mais  encore  toutes  les 
solutions  du  système  [o  = 0 , B = 0]. 

De  même  , à cause  de  l’identité  (2) , tonte  solution  de  [R  — 0 , 
R'  = 0)  satisfait  à a'B  = O,  qui  peut  être  décomposée  en  deux 
autres  équations , a'  = 0 et  B = 0 ; donc  les  solutions  de  [R  = 0 , 
R' = 0]  comprennent  les  solutions  du  système  [B  = 0,  R=0], 
et  celles  du  système  [o'  = 0,  R =0].  Mais  on  vient  de  voir  que  le 
système  [B  = 0,R  = 0]  renferme  déjà  toutes  les  solutions  des 
deux  systèmes  [A  = 0 , B = 0]  cl  [a  = 0,  B = 0]  , donc , le  sys- 
tème[R  = 0,  R'=0]  renfermetouteslessolutionsdes trois  systèmes. 

[A  = 0 , B = 0]  , [a  = 0,  B = 0],  [a'  = 0,  R = 0]. 

En  continuant  ces  raisonnements,  on  verra  que  le  dernier  sys- 
tème [R  ("-’)  = 0,  R W = 0]  comprend  non-seulement  toutes  les 
solutions  du  système  proposé  [A  = 0 , B = 0]  , mais  encore  toutes 
les  solutions  des  systèmes 

[a  = 0,  B =0]  , [a'  =0,  R = 0J,  . . . [oW  = 0,  R(— ■)=()]. 

358.  Si  l’on  était  certain  qu’en  substituant  dans  l’équation 
B = 0 , chacune  des  valeurs  de  y que  donne  a = 0 , on  pût  tirer 
du  résultat  de  cette  substitution  une  ou  plusieurs  valeurs  de  x, 
toutes  les  solutions  qu’un  obtiendrait  ainsi  se  trouveraient  dans 
[R  (*-’)=  0 , R*  = 0] , et  seraient  étrangères  à [A  = 0,  B = 0]. 
Dès  lors , pour  débarrasser  R (")  = 0 des  valeurs  de  y qui  correspon- 
dent à ces  solutions  étrangères,  il  sufiirait  de  diviser  R H para, 
qui  . comme  on  l’a  déjà  vu  , n’est  fonction  que  de  y. 
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Même  raisonnement  par  rapport  aux  autres  facteurs  , a',  a",  ... 
introduits  dans  le  cours  du  calcul. 

Il  suit  de  là  que , si  l'on  divisait  R W par  le  produit  . . . 
a X a>  X *”•  . . . X a i k quotient  résultant , égalé  à 0 , donne- 
rait la  véritable  équation  finale  (*). 

Mais  il  n’en  est  pas  toujours  ainsi , parce  que  telle  valeur  dey, 
tirée  de  a = 0 (laquelle  , dans  tous  les  eas,  doit  anéantir  le  coeffi- 
cient du  premier  terme  de  B),  peut  aussi  anéantir  les  coefficients 
des  puissances  inferieures  de  x jusqu’à  la  première  inclusivement  ; 
et  dans  ce  cas  , il  n’y  aurait  aucune  valeur  de  x correspondante. 
359.  L’exemple  suivant  éclaircira  ce  que  nous  venons  de  dire. 
Soit  proposé  d’éliminer  eutre  les  deux  équations 

ylr1  — 3y5x  — y’  -{-2  = 0 (1), 

( f — 3y  + 2 ) *’  + ( y — 1 ) x — 3y  + 1 =* 0 • • • (2). 

Four  éliminer  x entre  ces  deux  équations,  il  faut,  en  prenant 
le  polynôme  (1)  pour  dividende,  et  le  polynôme  (2)  pour  diviseur; 
il  faut,  dis-je,  multiplier  (I)  par  le  facteur  (y*  — 3y-{-  2 ),  coeffi- 
cient du  premier  terme  du  diviseur. 

Cette  préparation  faite,  on  effectue  la  division,  ce  qni  donne, 
pour  reste, 

( — 3y5  -f-  8y 4 — By3  ) x -f-  2y*  -f  2y3  — 6y  4 . . . . (3). 

Prenons  maintenant  le  polynôme  (2)  pour  dividende,  et  le  reste 
(3)  pour  diviseur. 

Comme  le  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste,  savoir  : 

- 3y5  + 8y4  _ V, 

revient  à — y3  ( 3yJ  — By  -j-  5 ), 

ou  bien  encore,  à — y3  ( y — 1 ) ( 3y  — B ), 

et  que  le  coefficient  du  premier  terme  du  polynonte  (2),  savoir  : 

y5  — 3y  -f-  2, 

peut  se  décomposer  en  (y  — 1 ) ( y — 2 ), 

il  s'ensuit  que,  pour  obtenir  des  quotients  et  des  restes  entiers,  il 
suffit  de  multiplier  le  polynôme  (2)  par  y6  ( y — 1 ) ( Sy — k )\ 
Effectuant  celte  multiplication, puis  la  division  du  polynonte  (2) 

(*)  f I*  deuxième  note  placée  à la  fin  de  ce  chapitre. 
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ainsi  préparé,  par  !o  reste  (8),  on  obtient  un  certain  quotient  qu'il 
est  inutile  d’ccrire  ici;  et  le  dernier  reste,  c’est-à  dire  lepolynoino 
indépendant  de  x,  égalé  à 0,  donne 

27y'° — 130y9-}-214y9—  myi-fOSy11  — 100y5 
+ 30y*  — 24y3  + 120y'—  112y  -j- 32  . 

Voyons  maintenant  quels  peuvent  être  les  facteurs  étrangers 
renfermés  dans  cette  équation. 

1°  Comme  on  a multiplié  le  premier  membre  de  l’équation  (1) 
par  le  facteur  (y1  — - 3y  -}-  2 ),  qui,  étant  décomposé,  revient  à 
(y  — 1 ) ( y — 2 ),  il  s’ensuit  que  l’équation  (4)  peut  contenir 
comme  facteurs  étrangers  les  deux  binômes  (y  — l)et(y  — 2). 

Cependant  il  est  aisé  de  vérifier  que  cette  équation  n’est  pas  sa- 
tisfaite par  y = 1,  mais  qu’elle  l’est  par  y = 2;  le  quotient  de  la 
division  par  (y  — 2 ) est  exact  et  égal  à 

27y9  _ 82y8  + SOy?  - 12y«  + 41  y*  1 
— I8y4  — 0y»  _ 36y  -f  48y  - 10  ) ' ‘ ’’ 

Pour  comprendre  comment  le  facteur  (y  — 1 ) ne  fait  pas  partie 
du  polynôme  (4),  il  suffit  d’observer  que  si  l’oil  fait  y = 1 dans  l’é- 
quation (2),  le  premier  membre  se  réduit  à une  quantité  indépen- 
dante de  x;  et  alors  il  n’en  résulte  aucune  valeur  correspondante 
pour  x. 

Au  contraire,  soit  posé  y = 2 dans  l’équation  (2)  ; elle  se  réduit 
à x — 8 = 0,  d’où  x = 8;  c’est-à-dire  que  les  deux  équations 

y1  — 8y  -f-  2 = 0, 

et  ( y’  — % + 2 ) -f-  ( y — 1 ) x — 3y  -{-  1 = 0, 

ndmettentpour  solution  unique  les  valeurs  x = 8 et  y =2. 

L’équation  (4)  doit  donc  contenir  le  facteur  (y  — 2 ) qui  corres- 
pond à cette  solution,  mais  ne  peut  renfermer  le  facteur  (y  — 1 ) 
auquel  ne  répond  aucune  solution. 

2°  Dans  la  seconde  opération  principale,  pour  rendre  la  division 
possible,  on  a introduit  le  facteur  y6  ( y — 1 ) ( 3y  — 8 )’. 

Mais  il  est  facile  de  reconnaître  qu’aucun  des  facteurs  simples 
dont  se  compose  ce  produit,  ne  peut  entrer  dans  l’équation  finale; 

g 

car  en  faisant  y = 0,  ou  y = 1,  ou  y=  -,  dans  le  reste 

U 

(3)  égalé  à 0,  la  partie  affectée  de  x disparait,  et  il  n’en  résulte  au- 
cune valeur  pour  x. 


= 0...  (4). 
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En  général,  l’inlrodoclion  du  facteur  aW  (n°  387)  dans  lo  reste 
qui  précède  lo  reste  du  1"  degré  n’influe  jamais  sur  l’èqualion  finale, 
parce  que  les  râleurs  de  y,  tirées  de  ce  facteur  égalé  à *éro,  réduisent 
le  reste  du  premier  degré  à une  quantité  numérique  ; donc  il  ne  peut 
y avoir  aucune  valeur  de  x correspondante. 

Traitons  encore  le  même  exemple,  en  prenant  lo  polynôme  (2) 
pour  dividende,  et  le  polynôme  (1)  pour  diviseur. 

Il  faut , pour  cela  , multiplier  (2)  par  y’,  coefficient  du  premier 
terme  de  (1). 

Cela  fait,  on  effectue  la  division,  ce  qui  donne  un  certain  quo- 
tient et  un  reste  du  premier  degré,  savoir: 

( 3y*  - 8y4  + Sy3  ) * - 2y4  - 2y3  + 0y  - 4 . . . (6). 

Prenons  à son  tour  le  polynôme  (I)  pour  dividende,  et  le  reste 
(6)  pour  diviseur. 

Comme  le  coefficient  du  premier  terme  de  ce  reste  revient  à 
y5  ( 3y’  - 8y  + 8 ), 

ou  bien , à y3  ( 'J  ~ 1 ) ( 3y  — 8 ) > 

cl  que  le  coefficient  du  premier  terme  de  (1)  est  y3,  il  suffit  de  mul- 
tiplier (I)  par  y3  ( y — 1 )’  ( Sy  — S )\ 

Après  cctlo  préparation  , on  effectue  la  division,  et  l'on  obtient 
pour  reste  indépendant  de  x, 

27y9  — 8 ây»  -f  B0y7  — 12y6  + 41y5  — 18y4 
— 6yJ  — 36y  -f  48y  — 16, 

résultat  identique  avec  le  quotient  (8)  qu’on  avait  obtenu  en  divi- 
sant le  reste  (4)  par  le  facteur  (y  — 2 ). 

Ici,  aucun  des  facteurs  introduits  dans  le  cours  du  calcul  ne  sc 
retrouve  dans  l’équation  finale;  et  la  raison  en  est  que  le  facteur  y3 
par  lequel  on  a multiplié  (2),  étant  égalé  à 0 , le  diviseur  (1)  se  ré- 
duit à une  quantité  indépendante  de  x;  par  conséquent  il  n’y  a au- 
cune valeur  de  x qui  correspond  a y = 0. 

360.  Si  l’on  a bien  compris  ce  qui  s’est  passé  dans  l’exemple  pré- 
cédent, on  entendra  facilement  la  règle  suivante,  pour  débarrasser 
l’équation  finale  des  fadeurs  étrangers  qu’elle  peut  renfermer: 

Désignons  par  F (y)  l’un  quelconque  des  facteurs  introduits  dans 
le  cours  du  calcul,  et  par 

bx " -J-  r*""1  -j-  dxn -j-  , . , . -J-  tx  -J-  «, 
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le  reste-diviseur  qui  lui  correspond  ; en  sorte  que  les  facteurs  sim- 
ples de  F (y)  soient  des  facteurs  du  coefficient  b. 

Premièrement , si,  comme  cela  arrive  le  plus  souvent,  F (y)  est 
immédiatement  décomposable  en  facteurs  simples , on  égale  chacun 
d’eux  à 0,  et  l’on  en  tire  une  valeur  de  y. 

Quand  aucune  de  ces  valeurs  n’anéantit  à la  fois  tous  les  coeffi- 
cients b,  c,  d,  . . jusqu’à  t inclusivement,  on  est  certain  que  F (y) 
se  trouve  tout  entier  dans  l’équation  finale;  et  l’on  divise  alors  le  pre- 
mier membre  de  cette  équation  par  ce  facteur,  lequel  est  étranger. 

Si  une  ou  plusieurs  valeurs  anéantissent  à la  fois  b,  c,d,  .. . t,  les 
facteurs  simples  correspondants  ne  se  retrouvent  pas  dans  l’équa- 
tion finale  qui  ne  renferme  de  facteurs  étrangers  provenant  de 
F (y),  que  les  facteurs  simples  dont  les  valeurs  ne  rendeut  pas  nuis 
à la  fois  b,  c,  d,  . . . t.  On  divise  alors  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion finale  par  le  produit  de  ces  derniers  facteurs. 

Secondement , si  l'équation  F (y),  =0,  ne  peut  pas  être  immé- 
diatement résolue,  on  recherche  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  F (y)  et  tous  les  coefficients  b,  c,  d, . , . t ( voyez  n°  5U7).  Si  l’on 
n’en  trouve  pus,  on  peut  encore  regarder  comme  certain  que  F (y) 
se  trouve  tout  entier  dans  l’équation  finale,  et  on  la  débarrasse  de  ce 
facteur. 

Mais  s’il  en  existe  un  , soit  F'  (y)  co  facteur  commun  ; oit  divise 
F (y)  par  F (y),  ce  qui  donne  le  quotient  F"  (y)  qui  est  alors  lo  seul 
facteur  étranger  [provenant  do  l’introduction  du  facteur  F (y)]  que 
comprend  l’équation  finalo.  On  divise  ensuite  le  premier  membre  de 
cette  équation  par  F"  (y). 

Co  raisonnement  s’appliquerait  à tout  autre  facteur  introduit. 

(Nous  n’examinerons  pas  ici  le  cas  où  le  facteur  commun  à 
b,  c,  d , . . . t,  se  trouverait  aussi  dans  u ; c’est  une  circonstance 
pour  laquelle  nous  renvoyons  aux  n°*  866,373  et  suivants.) 

On  voit  donc  qu’il  est  toujours  possible  de  débarrasser  l’équation 
finale  des  facteurs  étrangers  qu’elle  peut  renfermer,  et  cela,  sans 
supposer  connue  aucune  des  méthodes  pour  résoudre  une  équation 
à une  seule  inconnue  {voyez  le  numéro  370). 

361.  Première  remarque.  — La  méthode  d’élimination  par  le 
p.  g.  c.  d.,  appliquée  a deux  équations  du  second  degré  en  x et  y, 
conduit  toujours  à la  véritable  équation  finale. 

En  cfïut,  on  a vu  ,(n“  116)  que  deux  équations  do  celte  espèce 
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peuvent  être  ramenées  à la  forme 

(M’-f-Ar  + c = 0,  et  a'*'  + i'*  + c'=0, 

a et  a'  étant  des  quantités  connues  ou  numériques. 

Cela  posé,  la  première  préparation  à faire  subir  à l’un  des  poly- 
nômes, se  réduisant  à l’introduction  d’un  facteur  numérique,  ne 
peut  influer  sur  l’équation  Anale.  Quant  à la  seconde , qui  consiste 
à multiplier  l’un  des  polynômes  proposés  par  la  seconde  paissance 
du  coefficient  de  x dans  le  reste  du  1er  degré  a"x-\-  b" , nous  avons 
déjà  prouvé  (n°  339)  que  ce  facteur  introduit  ne  pouvait  entrer 
dans  l’cquation  finale. 

Il  en  est  de  même  toutes  les  fois  que  l’une  des  équations  propo- 
sées est  du  second  degré  en  x (quel  que  soit  d’ailleurs  le  degré  en  y), 
pourvu  que  le  coefficient  de  x*  soit  nnc  quantité  numérique. 

362.  Seconde  remarque.  — Le  degré  do  l’équation  finale  à la- 
quelle on  parvient  fait  souvent  reconnnilre  la  présence  des  fac- 
teurs étrangers.  En  effet , on  a démontré  (n°  302)  que  le  degré  de 
l’équation  finale  ne  saurait  surpasser  le  produit  des  degrés  des  deux 
équations  proposées.  Si  donc  l’on  parvient  à une  équation  d’un 
degré  plus  élevé,  on  est  certain  qu’il  y a des  valeurs  étrangères. 
Mais  de  ce  que  le  degré  est  précisément  égal  au  produit  des  degrés 
des  deux  équations,  on  ne  peut  pas  conclure  qu’il  n’y  a pas  de 
valeurs  étrangères;  car  le  degré  de  la  véritable  équation  finale  est 
quelquefois  moindre  que  ce  produit.  II  peut  meme  arriver  que  le 
degré  soit  nul,  c’est-à-dire  qu’il  n’y  ait  pas  d’équation  finale 
(voyez  le  numéro  368). 

En  général,  le  degré  de  l’équation  finale  est  égal  au  nombre  des 
solutions  dont  les  équations  sont  susceptibles. 

363.  Passons  actuellement  à la  détermination  de  tous  les  systèmes 
de  valeurs  propres  à vérifier  deux  équations  données. 

Soient,  pour  premier  exemple,  les  deux  équations 

y*3  — 3*  + 1 = 0 . . . . (1) , 

(y  — 1)*’  +*-2  = 0....  (2). 

Après  avoir  introduit  le  facteur  (y — 1 )’  dans  le  poly- 
nôme (1), ...  on  effcctuo  la  division,  cl  l’on  trouve,  pour  premier 
reste , 

( y>  _ 8y  + 3 ) * — y’  + 4y  — I . . . . (3). 
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Multipliant  ensuite  le  polynôme  (2)  par  (y1  — '6y  -f-3  )’  et  di- 
visant le  résultat  par  le  reste  (8),  on  obtient  pour  le  reste,  fonction 
de  y seulement , 

y5  _ 10y4  -j-  S7y3  — 64y’  -f  SS2y  — 10 (4). 

Comme,  pour  effectuer  la  première  opération , on  a été  obligé 
d’introduire  le  facteur  (y  — 1 )J,  et  que  y = 1,  substitué  dans 
l'équation  (2),  donne  x =2  , il  s’ensuit  que  ce  facteur  doit  entrer 
comme  étranger  dans  le  polynôme  (4). 

Divisons  donc  ce  polynôme  par  (y  — 1 il  vient  pour  ré- 
sultat 

y3  — 8y’  -j-  20y  — 16  = 0 ...  . (5), 

équation  qui  est  la  véritable  équation  finale. 

En  appliquant  à cette  équation  la  méthode  des  racines  comrneu- 
surables,  on  trouve,  pour  racines, 

y = 2,  y = 2,  y = 4. 

Pour  obtenir  les  trois  valeurs  correspondantes  do  x,  il  faut, 
comme  on  l’a  vu  (n°  270),  substituer  chacune  de  ces  valeurs  dans  lu 
reste  du  premier  degré,  et  l’on  obtient  s = 1,  a;  = 1,  j:  = — 1 j 
c’est-à-dire  que  les  équations  proposées  admettent  trois  solu- 
tions, dont  deux  sont  [ * = 1,  y — 2 ] et  la  troisième  est 

[*=  — y = •*]• 

En  effet,  supposons  dans  les  équations  (1)  et  (2),  y = 2 j il  vient 

2*3  — Sx  -f-  1 et  x'  * — 2, 

polynômes  qui,  comme  il  est  aisé  de  s’en  assurer,  admettent  le 
commun  diviseur  (a;  — 1 ). 

Pareillement,  y = 4,  substitué  dans  (1)  et  (2),  donne 

4*3  — Sx  -j-  1 et  Sx1  -j-  x — 2, 

qui  admettent  le  commun  diviseur  x l. 

364.  Soient  encore  les  deux  équations 

— (3y  — 3)T’-j-(3y’—  6y—  1)*— y3+ ây’-J-y—  3=0..  .(1), 
*’+  (2y-f-4)ar-j-y,-{-4y-}-3  = 0 (2). 

En  appliquant  le  procédé  ordinaire,  on  obtient , pour  reste  du 
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premier  degré, 

( 3y’  + 8y  ) a:  + y3  Oy*  + 5y (8), 

et  pour  reste  indépendant  de  x, 

y*  + 3y*  4-  y4  — 3y3  — 2y’  = 0 (T). 

C’est  la  véritable  équation  finale ; car,  d’après  ce  qui  a été  dit 
n°  361  , l’équation  (2)  étant  du  second  degré,  et  le  coefficient  do 
x ’ étant  numérique,  l'introduction  d’un  facteur,  dans  le  cours  du 
calcul,  ne  change  rien  à l’équation  finale. 

Cela  posé,  si  l’on  résout  l’équation  (4),  on  reconnaît  facilement 
qu’elle  peut  être  mise  sous  la  forum 

y1  (y  + >)’ (y  - i)  (y  + 2)  = o. 

Considérons  d’abord  les  deux  valeurs  de  y qui  n’entrent  qu’une 
fois  dans  celte  équation. 

En  faisant  y = 1 dans  le  reste  (3),  et  égalant  ce  reste  à 0,  on  trouve 
4"  12  = 0,  d’où  l’on  déduit  x = — 2,  c’est-à-dire  que  le  fac- 
teur ( x -J-  2 ) devient  commun  aux  deux  proposées. 

Substituant  de  même  y = — 2 dons  le  reste  (8),  on  obtient 
6j  4"  ® = 0,  d’ou  x =s  — 1 ; donc  ( x 4-  1 ) devient  diviseur 
commun  des  deux  équations. 

Mais  si  l’on  porte  y = 0 dans  le  reste  (3),  tous  les  termes  de  ce 
reste  disparaissent,  c’est-à-dire  que  l’on  trouve  0 . x = 0,  d'où 
0 


Pour  expliquer  cette  circonstance,  il  faut  observer  que  l’hypo- 
thèse y = 0 rendant  nul  le  reste  du  premier  degré  en  x,  il  est  à 
présumer  que  c’est  le  reste  du  second  degré  qui  devient  dioiteur 
exact  des  deux  polynômes.  Eu  effet,  remontons  à ce  reste  du  second 
degré,  c’est-à-dire  à l’équation  (2),  il  vient,  par  la  substitution 
de  y = 0, 

a»  4*  4*  4"  3. 

Posant  de  même  y = 0 dans  le  premier  membre  de  l’équation  (1), 
on  trouve 

x3  -f-  3iJ  — x — 8. 

Or,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ce  dernier  polynôme  est  divisible 
par  le  précédent,  cl  donne  pour  quotient,  #—1. 
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De  l’équation  #’  — |—  4j?  — 3 = 0,  on  tire  d'ailleurs 
x — — # = — 8; 

et  ce  sont  les  deux  valeurs  de#  qui  correspondent  à y = 0. 

Il  reste  encore  à considérer  la  valeur  y = — 1.  L’hjpothèse 
y = — 1 introduite  dans  le  reste  (3)  anéantit  encore  tous  les  tenues, 

c’cst-à-dirc  que  l’on  trouve  0 . x — 0,  d’où  x = 

Mais,  si  l’on  remonte  au  diviseur  du  second  degré , ou  à l’équa- 
tion (2) , il  vient,  par  la  substitution  do  y = — 1, 

x1  -f-  2#  = 0 , 

d’où  l’on  tire  x=0,x  = — 2. 

La  meme  valeur , y — — 1 , reportée  dans  (1) , la  réduit  à 
x3  -}-  6#’  8#  = 0 , 

dont  le  premier  membre  est  divisible  par  #J-{-2r,  et  donne  pour 
quotient  x -j-  4. 

Récapitulant  ue  qui  vient  d’ètre  dit,  ou  trouve,  pour  les  solutions 
des  équations  proposées  , 

y—  1,-2,  0,  0,— 1,— 1, 

*=-2,  -1,-  1,  -3,  0,  -2. 

385.  N.  B.  Il  est  à remorquer  ici , 1°  que  le  nombre  des  solutions  • 
est  égal  au  produit  des  degrés  des  équations  ; 2°  que  chacune  des 
valeurs  de  y à laquelle  il  correspond  deux  valeurs  de  x,  entre  deux 
fois  dans  l’équation  duale. 

Ce  résultat  est  conforme  à ce  que  nous  avons  dit  n°  382,  savoir, 
que  le  degré  de  l’équation  finale  doit  être  égal  au  nombre  des  solu- 
tions de  la  question. 

880.  Le  cas  particulier  que  nous  venons  d’examiner  étant  l’un 
des  plus  importants  de  l’élimination  , nous  allons  entrer  dans  quel- 
ques détails  n ce  sujet. 

Toutes  les  fois  que  la  substitution  de  l’une  dus  valeurs  de  l’é- 
quation finale  en  y dans  le  reste  du  premier  degré  en#,  anéantit 
tous  ses  tenues  , c’est  une  preuve  certaine  qu’à  cette  valeur  de  y il 
correspond  plus  d’une  vateur  de  #,  ou,  ce  qui  revient  au  même  , 
un  commun  diviseur  des  deux  proposées,  d’un  degré  supérieur  au 
premier. 
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Pour  obtenir  co  commun  diviseur , ou  les  râleurs  de  x correspon- 
dant à la  valeur  de  y,  il  faut  substituer  celle-ci  dam  le  reste  du  se- 
cond degré.  Si  tous  les  termes  de  ce  reste  s’évanouissent  encore  , 
on  remonte  au  reste  du  8"  degré,  et  ainsi  de  suite , jusqu’à  ce  qu’on  en 
trouve  un  dont  tous  les  termes  ne  s'évanouissent  plus  ; et  c’est  alors 
le  diviseur  commun  des  deux  proposées.  Egalant  ce  reste  à 0 , et  ré- 
solvant l’équation  résultante,  ou  obtient  toutes  les  valeurs  de  x,  cor- 
respondant à la  valeur  de  y que  l'on  a considérée. 

La  réciproque  est  vraie  , c’est-à-dire  que  , toutes  les  fois  qu’à  une 
même  valeur  de  y il  doit  correspondre  deux , trois,  , . . n valeurs 
de  sr,  il  arrive  nécessairement  que  les  restes  du  1e',  l1*"4,.  . . 
(n — 1)“"*  degré  s’évanouissent  ; et  le  reste  du  nu“*  degré  , égalé 
à 0 , donne  les  n valeurs  de  x. 

Le  facteur  du  premier  degré , correspondant  à oette  valeur  de  y, 
entre  d’ailleurs  à la  «*“  puissance  dans  l’équation  finale,  confor- 
mément à la  remarque  du  n°  363. 

867.  Lorsque  , dans  le  reste  du  premier  degré  en  x,  qu’on  sup- 
pose de  la  forme  Mx  N (M  et  N étant  généralement  des  fonctions 
de  y) , on  substitue,  à la  place  de  y , une  des  valeurs  tirées  de  l’é- 
quation finale,  il  peut  arriver  deux  cas  singuliers  dont  il  est  bon 
de  faire  mention  : 

1”  N peut  se  réduire  à 0 par  l’effet  de  cette  substitution , et  M à uno 
quantité  numérique  quelconque. 

Dans  ce  cas,  il  est  évident  que  la  valeur  correspondante  de  x so 
réduit  à zéro,  puisque  l’on  a 


2“  N peut  se  réduire  à une  quantité  numérique , et  M a 0. 

„ N j N , 

Dans  ce  cas,  r équation  x = — donne  x — — - , cest-a- 


dire  que  la  valeur  correspondante  de  x devient  infinie.  Ce  résultat , 
que  l’on  obtient  quelquefois  dans  les  formules  du  premier  et  du  se- 
cond degré,  peut  fort  bien  convenir  à la  question,  si  elle  est  de 
nature  à admettre  des  solutions  infinies  pour  x , et  finies  pour  y.  La 
géométrie  analytique  en  offre  des  exemples  nombreux, 

368.  Jusqu’à  présent,  nous  avons  supposé  que  l’application  de  la 
méthode  conduise  à nne  équation  finale  en  y;  mais  il  n’en  est  pas 
toujours  uiusi. 
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Le  reste  indépendant  de  x , auquel  on  parvient  nécessairement 
tôt  ou  tard  , peut  se  réduire  à une  quantité  numérique  quelcon- 
que, ou  à 0. 

Examinons  d'abord  le  cas  où  l’on  parvient  à un  reste  numérique , 
c’est-à-dire  indépendant  de  x eide  y. 

Ce  résultat  prouve  évidemment  que  les  deux  équations  sont  in- 
compatibles, ou  n’adinctlcnt  aucune  solution,  puisque,  d’après  la 
méthode  du  n°  269,  pour  former  l’équation  finale,  il  faudrait  éga- 
ler le  reste  à 0 , ce  qui  conduirait  a une  absurdité  (à  moins  que  la 
solution  y = l’infini  ne  fût  admissible  pour  la  question  proposée). 

Et  en  effet  , comme,  en  appliquant  aux  deux  polynômes  propo- 
sés le  procédé  du  p.  g.  c.  d. , ou  trouve  un  reste  numérique  avant 
aucune  substitution  particulière  faite  pour  y , si  l’on  donne  à cette 
inconnue  une  valeur  quelconque,  et  qu'on  applique  le  même  pro- 
cédé aux  deux  polynômes  résultant  de  cette  substitution,  on  doit 
nécessairement  retrouver  le  même  reste.  D’où  l’on  voit  qu’aucune 
valeur  de  y ne  peut  introduire  do  commun  diviseur  en  x,  condition 
qui,  cependant,  est  inséparable  de  toute  valeur  convenable  de  y. 

Soient,  par  exemple , les  deux  équations 

ÿ-rJ  — (y3  — 3y  — 1)  x -f-  y = 0 , x'  — y'  -f-  3 = 0 , 


y’ 
+ 3y 

x + y j 

i 

| *’  — Ÿ 
+ 3 

+ 1 

! 

\ y* 

1er  reste.  ...  x -j-y 

£_±JL 
4- y i * — y 

2°  reste.  ...  -j-  6. 

Doue  les  équations  sont  incompatibles. 

Dans  cet  exemple,  l’impossibilité  de  l’existence  simultanée  des 
deux  équations  peut  être  mise  en  évidence.  Eu  effet,  il  résulte  do 
la  première  opération  que  l’équation  eu  x3  peut  être  mise  sous  la 
forme 

(*’  — y’  + 8)  y*  + x + y — 

D'ailleurs  l’équation  en  x’  est 

x‘  — y’  -j-  3 = 0 ; 

or,  toute  solution  do  celle  dernière  équation  anéantit  la  première 
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partie  de  l’équnlion  précédente;  donc,  pourqueccs  deux  équations 
cxistent'siraultancmcnt , il  faut  que  l’on  ait  à la  fois 

* -j-  y = 0 et  s*  — y’  -}-  8 = 0 ; 
ce  qui  est  impossible,  puisque  x -j-  y = 0 donne 

^ — y>  = 0, 

résultat  contradictoire  avec  x1  — y’  — 3 ==  0 , tant  que  x et  y 
seront  des  quantités  finies. 

369.  Considérons  actuellement  le  cas  où  le  reste  etl  nul. 

Ce  résultat  prouve  que  les  premiers  membres  des  deux  équations 
ont  un  commun  diviseur  en  x avant  aucune  substitution  particu- 
lière faite  pour  y {voyez  n"  268),  et  que,  par  suite,  ces  équations  sont 
indéterminées. 

En  effet , soit  D le  facteur  commun  aux  deux  premiers  mem- 
bres ; ou  peut  luettre  les  deux  proposées  sous  la  forme 

A’XD  = 0,  B’XD  = 0; 

et  l’on  voit  qu’elles  peuvent  être  satisfaites , soit  en  posant  séparé- 
ment D = 0,  soit  en  posant  A’=0,  B’ = 0. 

(Nous  ne  parions  point  des  solutions  qui  pourraient  être  fournies 
par  A'  = 0 et  D = 0 , ou  bien  par  B'  = 0 et  D — 0,  parce  qu’elles 
se  trouvent  implicitement  renfermées  dans  l’équation  unique 
B = 0.) 

Si  maintenant  on  supprime  le  facteur  D dans  les  premiers  mem- 
bres des  deux  équations,  les  résultantes  seront  A'  =0,  B'  = 0,et 
n’admettront  plus  qu’un  nombre  limité  de  solutions. 

Or,  comme  il  est  possible  que  le  facteur  commun  aux  premiers 
membres  des  deux  proposées , qui  les  rend  indéterminées  , soit  tout 
n fait  étranger  à la  question  d’où  dérivent  ces  équations  , et  comme 
d’ailleurs  ce  facteur,  égalé  à xéro,  peut  n’admettre  que  des 
solutions  imaginaires  ( telle  serait  , par  exemple  , l’équation 
D =:  x1  — j-  y1  —J—  1 = 0 , qui  donne  pour  y des  valeurs  imaginaires 
correspondant  a des  valeurs  réelles  de  x , et  réciproquement),  on 
conçoit  qu’il  peut  être  utile  de  connaître  les  solutions  des  équations 
A'  =0,  B'=  0;  ces  solutions  différant  d’ailleurs,  en  général , du 
celles  que  fournit  l’équation  unique  D=0. 

Prenons,  pour  fixer  les  idées  , l’exemple  suivant  : 
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Soient  les  deux  équations 

x3  — 3yj’  -f-  3y’.r  — Br3  -j-  lOyx  -J-  Cj:  — y3  — By’  — 0y=0  ...(I), 
*3  — Byx3  -j-  8y'4f  — x — 4y3  -j-  y = O.  . . . (5). 

Ordonnant  les  premiers  membres  par  rapport  à x,  et  divisant  (1) 
par  (2),  on  obtient,  pour  premier  reste , 

(2 y - 6)  (Sy1  - 10y  - 7)  x + 3y3-  By>  - 7y  . . . (3). 

Prenant  ce  reste  pour  diviseur  , le  polynôme  (2)  pour  dividende, 
et  faisant  la  préparation  d’usage,  on  trouve,  pour  second  reste, 

(y4-10y3+3By>-50y-f24)  *-y5-fl0y4-38y3-j-B0y>_24y...  (4). 

Enfin , après  avoir  multiplié  le  polynôme  (3)  par  le  earré  du 
coefficient  de  x dans  (4),  si  l’on  divise  par  (4)  le  polynôme  (3) , ainsi 
préparé,  on  parvient  à un  reste  nul. 

Ce  résultat  semblerait  indiquer  que  (4)  est  diviseur  commun  des 
deux  polynômes  (1)  et  (2),  puisque  la  dernière  division  est  exacte  j 
mais  cela  est  évidemment  impossible , d’après  l’inspection  du 
reste  (4)  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  y,  tandis  que 
le  coefficient  de  x3  dans  (1)  et  (2)  est  égal  à l’unité. 

Pour  expliquer  celte  contradiction  , il  faut  observer  qu’on  a 
multiplié  (3)  par  le  carré  du  coefficient  dont  x est  affecté  dans  (4) , 
sans  s’assurer  d’abord  (n°  38)  si  ce  coefficient  n’est  pas  facteur  de 
la  partie  de  (4)  affectée  de  x°.  Or,  c’est  précisément  ce  qui  a lieu; 
cor  celte  partie  revient  à 

— y (y4  — 10y3  -f  3Sy’  — BOy  -}-  24). 

11  résulte  de  cette  remarque  que  ce  n’est  pas  (4)  qui  est  ttn  divi- 
seur commun  aux  deux  proposées , mais  (4)  débarrassé  du  facteur 
y4  — 10y3  -f-  38y’  — BOy  -f-  24 , ou  bien  x — y. 

Supprimant  donc  le  facteur  (s  — y)  dans  les  deux  polynômes  (1) 
et  (2),  on  obtient  pour  résultats 

*’  — (2y  + *>)  x + y’  + % + 6 — 0.  . . (3) , 
et  x ’ — 4yr-f-4y’  — 1=0 (6). 

370.  Concluons  de  là  que  , toutes  les  fois  qu’on  opère  sur  deux 
équations  dont  les  premiers  membres,  ordonnés  par  rapport  à x , ont 
des  coefficients  premiers  entre  eux,  si  l’on  parrient,  après  un  certain 
nombre  d’opérations , s ex  jilstf.  si;l,  et  que  les  coefficients  du  reste 
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précèdent  ne  soient  pas  premiers  entre  eux,  ce  n’est  pas  ce  reste 
qui  est  commun  diviseur  des  deux  proposées,  mais  bien  le  quotient  de 
la  division  de  ce  reste  par  le  facteur  commun  à ces  coefficients. 

II  resterait  maintenant  à appliquer  de  nouveau  aux  deux  équa- 
tions (5)  et  (6)  le  procédé  de  l’élimination,  afin  d’en  déduire  l’équa- 
tion finale  qui  leur  correspond  , et  par  suite , toutes  les  solutions 
des  équations  (8)  et  (6).  Mais  nous  allons  faire  voir  que  ce  calcul 
est  inutile,  c’est-à-dire  que  la  première  série  d’opérations  donne 
Viquation  finale  relative  aux  deux  équations  (8)  et  (6),  ainsi  que  le 
reste  du  1*'  degré  en  x correspondant  à cette  équation  finale. 

871.  Pour  nous  rendre  compte  de  cette  circonstance  d’une  ma- 
nière générale,  considérons  les  deux  équations  A=0,  B = 0, 
que  nous  supposons  renfermer  un  commun  diviseur  en  x et  y,  ou 
bien  en  x seulement. 

En  appliquant  d’abord  aux  deux  polynômes  le  procédé  du  p.  g. 
c.  diviseur  , on  trouvera  une  première  série  de  quotients  et  une  pre- 
mière série  de  restes,  lesquels  restes  contiendront  également  le  fac- 
teur commun.  Mais  si  l’on  supprime  ce  facteur  dans  A et  dans  B, 
qu’on  veuille  ensuite  agir  sur  les  polynômes  résultants  A'  et  B',  on 
retrouvera  nécessairement  les  mêmes  quotients,  et  des  restes  qui  ne 
différeront  de  ceux  de  la  première  série  d’opérations,  qu’en  ce 
qu’ils  ne  contiendront  plus  le  facteur  commun  ; donc  le  dernier 
reste,  entre  autres,  de  la  seconde  série  d’opérations,  ne  différera  du 
dernier  reste  do  la  première  série,  que  par  l’absence  du  facteur 
commun. 

Ainsi  déjà  , le  premier  membre  de  l’équation  finale  qui  correspond 
à A'  = 0 , B ==  0 , n’est  autre  chose  que  le  dernier  reste  de  la  pre- 
mière série  d’opérations , débarrassé  du  facteur  commun  à A et  à B; 
en  d’autres  termes  , c’est  le  facteur  commun , fonction  de  y,  qui  existe 
entre  les  coefficients  de  ce  reste. 

Quant  au  reste  du  premier  degré  en  x de  la  seconde  série  d’opé- 
rations , il  doit  être  égal  à l’avant-dernier  reste  de  la  première  série , 
divisé  par  le  facteur  commun  ; c’est  donc  ledemier  quotient  de  lapre- 
mière  série. 

Dans  l’exemple  précédent,  l’équation  finale  relative  aux  deux 
équations  (8)  et  (6) , est 

y*  — lOyî  -f  88yJ  — BOy  + 24  =»  0 . . . (1)  ; 

et  le  reste  du  premier  degré  en  x n’est  autre  chose  que  le  quotient 
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du  rosie  (3) , par  ( x — y ) ; ou  bien 

(2y-S)  *_3y’+By  + 7...  (8). 

L’équalion  (7) , résolue  d’après  la  méthode  des  racines  comraen- 
surables , donne  pour  valeurs 

y = 1,  2,  3,  4. 

Substituant  chacune  de  ces  valeurs  dans  le  reste  (8) , et  résol- 
vant ce  reste  égalé  à zéro , on  trouve,  pour  les  valeurs  de  x corres- 
pondantes , 

* = 8,  6,  8,  7. 

372.  Considérons , pour  second  exemple,  les  deux  équations 
s3  — ( % — 1 ) **  + ( y’  - 2y  ) * + y’  -f  y = 0 . . . (1) , 

*3  — ( y — 1 ) *’  — ( y — 1 ) * + 1 = 0 (2); 

on  obtient  d’abord , pour  reste  du  2*  degré  , 

2y*’  — (y1  — y—  1 ) * — y’  — y-f  1 (8), 

et , pour  reste  du  premier  degré , 

{ y4  — 8y’  + 2y  — 1 ) x -f  y4  — 8y’  -f  2y  — 1 ...  (4). 

Biais,  au  lieu  d’opérer  comme  dans  l’exemple  précédent,  c’est-à-diro 
de  multiplier  (3)  par  le  carré  de  yt  — 5y’  -j-  2y  — 1,  et  de  diviser 
(8)  ainsi  préparé , par  (4) , on  peut  observer  sur-le-champ  que  le 
reste  (4)  revient  à 

( y<  - Bjr  + 2y  - I ) ( * + 1 ). 

Omettant  alors  le  facteur  en  y,  et  divisant  (3)  par  ( x -}-  I ) , on 
obtient  un  quotient  exact  et  égal  à 

2y*  — y’  — y + 1 ....  (8); 

d’où  l’on  peut  conclure  que  f or  —J—  1 ) est  diviseur  commun  des 
deux  proposées. 

Ces  équations  débarrassées  du  facteur  ( jr  — {-  1 ) se  réduisent  à 

x1  — 3yx  -f  y’  -f-  y = 0 (8)  , 

**  — *y  +1  =0 (7); 

et  la  question  est  ramenée  à éliminer  entre  ces  deux  équations. 
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Or , en  opérant  sur  ces  denx  équations  comme  précédemment , on 
trouvo,  ponr  équation  finale  , 

y5  — Sy1  + 2y  — 1 = 0, 

et  pour  l’équation  du  premier  degré  en  x correspondante,  le  résul- 
tat (8)  égalé  à 0,  c’est-à-dire 

2y*  — y’  — y + 1 = 0. 

La  première  de  ces  deux  équations  n’admettant  pas  de  racines 
commcnsurables,  il  faudrait  y appliquer  la  méthode  des  racines 
incommensurables;  après  quoi,  l’on  substituerait  chacune  des  va- 
leurs de  y obtenues  dans  la  seconde  équation,  laquelle  donnerait 
alors  les  valeurs  de  x correspondantes. 


tuxiiuTio*  svsc  snruricATioii. 

373.  Les  principes  qui  viennent  d’ètro  établis  suffisent,  à la  ri- 
gueur, pour  tout  système  d’équations  à deux  inconnues.  Cependant 
il  y a des  circonstances  où  l’on  peut  apporter  de  très-graudes  sim- 
plifications dans  la  détermination,  soit  de  l’écyiation  finale,  soit  des 
systèmes  de  valeurs  de  x et  de  y. 

Reprenons  les  deux  équations  déjà  traitées  au  numéro  364, 

— (3y  — 3)s’-H3y’— 6y— 1)*— y’-{-3y’-fy-3=0...(l), 
*’-H2y +•*)*-}- y’  +-<y  +3=  o (2), 

Après  être  parvenu  nu  reste  du  premier  degré 

( 3y’  + 8y  ) * + y>  + 0y’  + 8y  . . . . (3), 
on  peut  observer  que  le  coefficient  de  x revient  à 

3y  (y  + U 

et  le  coefficient  de  *°,  à y ( y1  + 8y  -f-  8); 

d’où  l’on  voit  d’abord  que  y est  facteur  commun  à ces  deux  coeffi- 
cients; d’ailleurs,  y’  — j—  6y  — j—  5 devenant  nul  par  l’hypothèse  y =ra  — 1 , 
il  s’ensuit  que  y + 1 divise  ce  polynôme.  Donc  y ( y -j-  1 ) est  divi_ 
seur  commun  des  deux  coefficients  du  reste  (3). 

Cela  posé,  puisque,  pour  y — 0 et  y = — 1,1e  resto  (3)  s’éva- 
nouit, il  en  résulte  que  chacune  de  ces  valeurs,  substituée  dans  le 
algèbre.  33 
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reste  du  second  degré  (2),  le  rend  diviseur  commun  des  doux  propo- 
sées. 

On  peutdonc  provisoirement  supprimer  ces  deux  facteurs,  sauf  à 
les  introduire,  à la  fin  du  calcul,  dans  l’équation  finale,  comme  de- 
vant en  faire  partie. 

Divisant  donc  (3)  par  y ( y -{-  1 ),  on  obtient  pour  résultat 
8x  -J-  y -j-  8 • • • (4). 

Prenant  (2)  pour  dividende  et  (4)  pour  diviseur,  on  parvient, 
toute  réduction  faite,  à l’équation  finale 

y’  ■}”  y — 2 = 0....  (8). 

Remarquons  maintenant  que,  ayant  supprimé,  dans  le  cours  du 
calcul,  les  facteurs  y et  ( y — 1 ) b chacun  desquels  correspondent 
deux  valeurs  de  x,  un  doit  introduire  ces  mêmes  facteurs  à la  se- 
conde puissance  dans  le  résultat  ( en  vertu  de  ce  qui  a été  dit 
n°  368  ) ; et  il  vient 

y'  ( y + 1 )’  ( y’  + y — 2 ) = °> 

pour  la  véritable  équation  finale.  — C’est  l’équation  trouvée  n°  304 
par  la  méthode  générale. 

374.  Concluons  de  là  que  si,  pour  simplifier  les  calculs,  on  vient 
à supprimer  dans  l'un  des  restes  un  facteur  fonction  de  y,  il  faut, 
pour  avoir  la  véritable  équation  finale,  multiplier  le  reste  indépen- 
dant de  x auquel  on  est  parvenu  après  la  suppression , par  chacun  des 
facteurs  du  premier  degré  en  y qu’on  a pu  supprimer,  élevé  à une  puis- 
sance d’un  degré  égal  au  nombre  de  valeurs  de  x qui  correspondent  à 
ce  facteur  supprimé  : ces  valeurs  de  x se  tirent  d’ailleurs  du  reste  qui 
précède  celui  dans  lequel  on  a upéré  In  suppression. 

D’où  il  suit  encore  que,  quand  on  a supprimé,  dans  le  cours  du 
calcul,  des  facteurs  fonctions  dey,  et  qu’on  parvient  ensuite  à un 
reste  numérique  (n°  308),  les  équations  proposées  ne  doivent  pas  être 
regardées  comme  incompatibles  ; mais  elles  admettent  pour  solution 
les  valeurs  de  x et  de  y qui  peuvent  correspondre  aux  facteurs  sup- 
primés, et  dont  il  faut,  par  conséquent,  avoir  soin  de  tenir  compte. 

378.  Appliquons  encore  ces  principes  aux  deux  équations 

*»— (*y  + 9)**+  (8y’-f  18y+23)j-y5—  9y’-23y— 18=0. . . (1), 
»*  — j— {3y  — 3)v* + (Sy’ -f-  6y—  lJjr-J-y1— 3y>—  y -{-  3=0... (2); 
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on  obtient  d'abord,  pour  premier  reste, 

(6y-f-  6 )*’  — ( 24y  -{-  24  ) * -{-  2y3  -f-  6y’  -{-22y  -j-  18  . . . (3). 

Or,  avec  un  peu  d’attention,  on  reconnaît  que  2 ( y-)-  1 ) est  facteur 
commun  des  trois  coefficients  de  ce  reste  (le  dernier  coefficient  se 
réduit  en  effet  à 0,  par  l’hypothèse  y = — 1 );  supprimant  donc  ce 
facteur,  oïl  a pour  résultat 

8*’  — 12*  -|-  y*  -f-  2y  -j-  0 . . . (4). 

Prenons  actuellement  (2)  pour  dividende,  cl  (4)  pour  diviseur; 
il  vient,  pour  nouveau  reste, 

( 24y’  + 48y  ) x — 48y’  — 96y  . . . (5). 

On  reconnaît  encore  icique24y  ( y -j-  2)  est  facteur  commun  des 
deux  coefficients;  et  il  vient,  apres  la  suppression, 

x — 2 . . . (6). 

Divisant  enfin  (4)  par  (6),  on  trouve,  pour  quotient,  3x  — 0,  cl, 
pour  reste, 

y*  -J-  2y  - 3 ...  (7). 

Revenons  sur  nos  opérations,  et  observons  d’abord  que,  comme, 
pour  rendre  les  divisions  possibles,  nous  n’avons  eu  besoin  que 
d'introduire  des  facteurs  numériques,  le  résultat  (7)  ne  saurait  ren- 
fermer aucun  facteur  étranger. 

Cela  posé  : 1°  En  égalant  à 0 le  facteur  ( y — 1 ) supprimé  dans 
le  reste  (3),  on  en  lire  y = — 1;  vnleur  qui,  substituée  dans  l’équa- 
tion (2),  donne 

• jr3  — 6x’  — {—  8ji?  = 0 ; 
d’où  l’on  déduit  x = 0,  x — 2,  * = 4 ; 

donc  le  résultat  (7)  doit  être  multiplié  par  ( y — f-  1 )*. 

2”  Le  facteur  y ( y -J-  2 ) ayant  été  supprimé  dans  le  reste  (5),  il 
faut  poser  successivement  y = 0 et  y = — 2 dans  le  reste  (4) , ce 
qui  donne 

pour  y = 0,  3*’ — 12jt  — 9 = 0 j d’où  x — 1,  x ae  3; 

pour  y = — 2,  S*3  — 12* -{-9  = 0;  d’où  * = 1,  *=3; 

ainsi,  le  facteur  y’(  y-{-  2 )'  doit  être  introduit  dans  le  résultat  (7). 

53* 
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3°  Enfin,  si  l’on  résout  l’équation 

«/’  — 2y  — 3 =0, 

on  en  déduit  y = 1,  y = — 3,  valeurs  qui,  combinées  avec  la  va- 
leur x =r  2,  que  l’on  tire  du  reste  (0)  égalé  à zéro , donnent  encore 
les  deux  systèmes 

y — 1 et  x = 2, 
y = — 3 et  i = 2; 

donc  l’équation  finale  cherchée  est 

(y  + l)J  • y’  • (ÿ  + 2)My  - l)  (y  + 3)  = 0, 

équation  dont  le  degré  est  égal  au  produit  de  ceux  des  équations 
proposées. 

On  a d’ailleurs,  pour  les  solutions  de  ces  équations, 

y = - 1,  - 1,  - 1,  0,  O,  - 2,  - 2,  1,  - 3, 

x = 0,  2,  4,  1,  3,  1,  3,  2,  2; 

d’où  l'on  peut  aussi  conclure  que  l’équation  finale  en  x est 

* ( * — 2 )3  (x  — 4 ) ( * — 1 J*  (x  — 3 )»  = 0. 

376.  N.  B.  Lorsqu'on  a l’attention  do  supprimer  les  facteurs  en 
y qui  se  rencontrent  dans  les  différents  restes,  le  reste  indépendant 
de  x,  auquel  on  parvient,  ne  renferme  plus  aucune  valeur  de  y à 
laquelle  il  corresponde  plusieurs  valeurs  de  x ( à moins  que  le  der- 
nier diviseur  ne  soit  d’un  degré  supérieur  au  premier)  ; c’est-à-dire 
que  le  reste  du  premier  degré  en  x ne  s'évanouit  plus  par  la  substi- 
tution d’une  valeur  particulière  de  y ( voyes  n°  306).  Mais  quelque- 
fois ces  facteurs  échappent  à l’observation,  et  alors  ils  se  retrou- 
vent dans  le  résultat  de  la  dernière  opération. 

Deux  nouveaux  cas  particuliers  se  rattachent  à celui  où  la  mé- 
thode est  susceptible  de  simplification. 

377.  Premier  cas.  — Lorsqu’on  veut  former  l’équation  finale  en  y, 
il  peut  se  faire  que  Tune  des  équations  proposées  renferme  un  facteur 
fonction  de  y ; ce  qu’on  reconnaîtra  aisément  d’après  l’inspection  des 
coefficients  dn  polynôme  ordonné  par  rapport  à x. 

Dans  ce  cas,  comme,  ce  facteur  étant  égalé  à 0,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  y ont  la  propriété  de  vérifier  cette  équation  quelque 
valeur  que  l’on  donne  à x,  il  s’ensuit  que,  si  Ton  substitue  ces  mêmes 
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valeurs  de  y dans  l’autre  équation,  les  valeurs  de  x qu’on  en  tirera, 
jointes  aux  valeurs  de  y,  donneront  autant  de  solutions  communes 
aux  deux  équations.  Ainsi,  l’on  pourra  supprimer  provisoirement  ce 
facteur  dans  l’équation  qui  le  renferme,  opérer  onsuilc  sur  les 
équations  résultantes,  et  introduire  dans  le  résultat  le  facteur  sup- 
primé, à une  puissance  d’un  degré  marqué  par  le  nombre  des  valeurs 
de  x que  donne  l'équation  indépendante  de  ce  facteur. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 

Sx3  — 2yxa  — 8y’x  -f-  2y3  = 0 . . . (1), 

( y5  — y ) x — 6yJ  +6  ==  0 . . . (2). 

Avec  un  peu  d’attention,  l’on  voit  que  { y1  — 1 ) est  facteur  com- 
mun aux  deux  coefficients  de  la  seconde.  Supprimant  ce  facteur, 
on  trouve,  pour  résultat, 

yx  — 6 =>  0 ...  (3); 

et  la  question  est  ramenée  à éliminer*  entre  les  équations  (1)  et  (3). 
Ou  trouve,  pour  l'équation  finale  correspondante, 

y6  _ 9ÿ4  _ 30y’  + 324  = 0 . . . (4), 1 

résultat  dans  lequel  il  faut  introduire  le  facteur  (y1  — 1 )3;  co  qui 
donue,  pour  la  véritable  équation  finale, 

(y1  - 1 Ÿ (y6  - 0y*  - 36y’  + 324  ) = 0 . . . (8) 

( Le  degré  de  celle-ci  est  égal  à 6 -f-  6,  ou  12,  qui  est  précisé- 
ment le  produit  de  ceux  des  équations  proposées). 

L’équation  yJ  — 1=0,  donnant  d’ailleurs  y = ± 1,  si  l’on  sub- 
stitue chacune  de  ces  valeurs  dans  l'équation  (1)  on  obtient  les  va- 
leurs de  x correspondantes,  savoir  : 

1°  Pour  y =a  1,  3s3  — 2xJ — 3x-|-2  = 0,d’oùx=l,  — 1,  ~ j 

2°Poury= — 1,  3x34-2x’ — 8x — 2=0,d’oùx=  I,  — 1, — ■?. 

- «J 

Quant  à l’équation  y6  — 9y4  — 36y3  -j-  324  = 0,  observons 
qu’elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

y’(yt—  38)—  9 (y*  — 36)  = 0, 
ou  bien  (y’-9)(y4-36)  = 0. 

Cela  posé,  1°  y’ =9  donne  y=^d;3. 
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Faisant  dans  l'équatiou  yx — G =0  , y=3 , 

on  trouve  *=2»  c’c,t'»-dire *=3. 

Pareillement,  si  l’on  pose y—  — 3, 

il  en  résulte x = — 2. 


2" y!  — 38  = 0,  ou  (y’  — 6)  (y1  -j-  6 ) = 0,  donne 


y = ±J/6cty  = ±l/—  6. 

Reportant  ces  valeurs  dans  yx  — 6 = 0,  on  obtient  pour 
y=-}-(/6,  * = — {-  0 > 

'J  = — V'  8| x — — \/  6^ 

y — + V — 0>  * ==  — ]/ — 0, 

y — — |/—  6,  J = + [/—  6. 


On  a donc  enfin,  pour  les  12  solutions  des  équations  proposées, 
y=l,  1,  1, — 1,  —1,  — 1,3, —3,  i/6,-l/6,l/^6,  -/=g; 
,=l,  -1,J,  1,  — 1,  — g, 2, — 2,  y 8, — |/ 6, — /-«; 


et  pour  l’équation  finale  en  x, 

{x—  l)’(ar-fl)’  ( 9 j’  — 4 ) (*’— 4)  (*>—6)  (^  + 6)=0. 

378.  Second  cas.  — Lus  coefficients  des  deux  équations  ordon- 
nées par  rapport  ù x peuvent  renfermer  un  facteur  commun  fonction 
de  y. 

Dans  ce  cas,  elles  sont  (n°  268)  indéterminées,  en  ce  sens  que 
chacune  des  valeurs  de  y,  données  par  lo  fauteur  commun,  les  vé- 
rifio  quelque  valeur  qu’on  y substitue  d’ailleurs  pour  x.  Pour  faire 
disparsitre  l’indétermination,  il  suffit  do  supprimer  lo  facteur 
commun , et  d’opérer  ensuite  sur  les  équations  résultantes. 

Soient  les  équations 

(y1  — y) **  + (y3  — y’)*  + y4  — y3  — y + i = °-  • • (i), 

( y’  — 3y  -}-  2 ) x3  + (y’  — y)  x — y3  -f-  2y>  — y = 0 . . . (2). 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  (y — 1)  est  facteur  commun  de 
tous  les  coefficients  de  (1)  et  do  (2)  ; ainsi , y = 1 les  vérifie  quoltc 
que  soit  la  valeur  de*.  Mais  si  l’on  supprime  ce  facteur,  il  vient 

y* ’ + y’-r  + y1  — 1 =*>,  0, 

(y  — 2)  x*  -j-  y#  — y*  + y = 0 , 

équations  sur  lesquelles  on  peut  opérer  comme  à l’ordinaire. 
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379.  Remarque  générale  sur  V élimination.  — Il  est  très-imporlaut 
de  décomposer,  lorsque  cela  est  possible,  les  équations  proposée* 
en  facteurs,  quand  bien  mémo  ils  devraient  être  fondions  de  x et 
de  y à la  fois.  Les  calculs  de  l’élimination  se  font  alors  très-prorap- 
ternent. 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  ait  pu  mettre  les  proposées  sous 
la  forme 

(JT*  — 8 )(*’-l)=aO, 

(2*  — 3y)  (*’  — y’)  = 0, 

équations  qui  reviennent  à celles-ci  : 


(y*  — 6)  (a  — 1)  (*  + !)  = 0, 
(2*  — 3y)  {a  — y)  (*  + y)  = 0. 


En  combinant  successivement  chacun  des  trois  facteurs  de  la 
première  avec  chacun  des  trois  facteurs  de  la  seconde,  on  obtiendra 
neuf  systèmes  d’équations  dont  l'ensemble  pourra  remplacer  le 
système  proposé,  et  qu’on  devra  traiter  successivement. 

Par  exemple,  en  combinant  les  trois  facteurs  de  la  première 
équation  avec  le  premier  facteur  de  la  seconde  , ce  qui  donne  les 
systèmes 


yx  — 6 = 0 et  2jt  — 3y  = 0 , 

x — 1 = 0 et  2r  — Üy  — 0 , 

x -j-  1 =5  0 et  2x  — 3y  = 0 , 

= 2,  x = 3, 


trouve,  pour  le  premier,  j ^ 


3,  x = — 3 ; 


pour  le  second, y — ô>  * = 1 j 


pour  le  troisième , 


2 . 

y =-3,  * ==-  1. 


Combinant  de  même  les  trois  facteurs  de  lu  première  équation 
avec  le  second,  puis  avec  le  troisième  facteur  de  la  seconde , on 
trouverait 

y = [/ 6,  -p/6,  1,  -I,  /=67  _ i/~T,  1,-1, 

x = /e,  -i/6,  1,  (/ — 6,  — I,  1; 

co  qui  donnerait  ainsi  douze  solutions  différentes. 

Quant  aux  équations  finales  en  y et  en  x , il  suffit , pour  lus  fur- 
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mer,  de  rapprocher  les  facteurs  qui  correspondent  aux  valeurs 
de  y et  de  x. 

On  trouvera,  par  cc  moyen  ,les  deux  équations 

(y.  _A)  (0y’-4)  (y*  -86)  (y’-  1)’  = 0, 

(*x‘  — 9)  (x1  — l)3  (x4  — 36)  = 0. 

Ces  mêmes  équations  ne  pourraient  s'obtenir  d’après  la  méthode 
ordinaire,  que  par  des  calculs  extrêmement  laborieux  (*). 

Si  l’une  des  équations  seulement  pouvait  être  décomposée  en 
facteurs,  il  suffirait  de  combiner  chacun  do  ces  facteurs  égalés 
à 0,  avec  l’autre  équation  ; ce  qui  donnerait  autant  de  systèmes 
particuliers  d’équations  auxquelles  on  appliquerait  la  méthode. 

A’.  B.  La  remarque  précédente  sert  aussi  à faire  voir  comment 
on  peut  former  à priori  des  systèmes  d’équations  susceptibles  d’ad- 
mettre des  solutions  données. 

Voici  de  nouveaux  exemples  d’élimination  : 

1°  *3+(3y—  1 — 2y— 9)x-{-y3 — y’— 9y-J-9==0, 

x’ — 2xy-J-y’-j-4x — 4y-j-3  = 0; 

équation  en  y y (y— 2)’(y’—  l)(y  — 3)=0, 

équation  en  x x’(x’ — 1 ) (x4~3)(x4-2)=0. 

2°  y3-f-(2x-f-2 ) y’ — x’y-j-7xy — Sy  — 2x34-9x> — 7x — 6=0, 
y’  -}-  8x’  + 4 xy +y  + 3*—  2=0; 

équation  en  x ....  (x  — 1 )’  (4x*  — 1)  (x — 2)  = 0, 
équation  en  y ....  (4yJ— 28)  (y-f-  2 ) (y+8)  (y-|-5)=0. 

3°  x1  — 2xy  -j-  y1  — 4x  -j-  4y  3 = 0, 
x 3 — 2xy  y’  — -j-  6y  -j-  8 = 0j 

équations  incompatibles, 

* 

4«  x ’ 4“  2xy  4-  y’  — 10y  — lOy  4-  21  = 0, 

x1  — 2xy  4~  y’  4“  0*  — Oy  -j-  S = 0; 

équation  en  y . . . . (y  — 4)*  (y  — 2)  (y  — 6)  = 0, 

équation  en  x , . . . (x  — 1 )’  (x  — 3)  (x  4*  1)  — 0, 


(1  Boÿii , pour  li  dc'corapotiüon  de»  poljnotncs , U accoude  pirlic  de  I*  uolc  placée 
& la  fiu  tic  cc  chapilro. 
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raniiii  Mine. 

Démonstration  du  théorème  énoncé  n°  250  (*). 

Tout  polynôme  premier  P (rationnel  et  entier),  qui  divise  exactement  le 
produit  A x B de  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers,  doit  nécessai- 
rement diviser  l’un  de  ces  polynômes. 

Ce  théorème  général  repose  sur  plusieurs  autres  propositions  qui  n'en  sont  que 
des  cas  particuliers,  et  que  nous  allons  démontrer  successivement, 

1.  Parant!  cas.  — Soient  P un  nombre  premier,  A un  nombre  entier  qnel- 
conque,  R un  polynôme  rationnel  et  entier,  mais  dépendant  d'une  seule  lettre  «, 
c'est-i-dire  tel  que  l’on  ait 

bu • -t- c«"-’  +,,..+  n-l-( 

(a,  b,c, S,t,  étant  des  nombres  entiers  quelconques  positifs  ou  négatifs). 

Comme  le  produit  A x B devient  alors 

Ad.  «"  -t-  AS  . •»-■+  Ac.  . . ,-t-A*  . «-t-A t, 

et  que  P divise,  par  hypothèse , ce  produit , il  s'ensuit  nécessairement  (n»  30)  que 
P doit  diviser  chacun  des  coefficients  A a,  A b,  kc,...ks,  kt  ; donc  il  faut  ( Arith- 
métique, n°  133)  que  P divise  A,  ou  bien  chacun  des  nombres  a,  b,  c, ...  s,  t,  et 
par  conséquent  B. 

D’où  l'on  peut  conclure  que  Tout  nombre  premier  P,  qui  divise  exactement 
le  produit  A x B de  deux  quantités  dont  l’une  A est  un  nombre  entier  quel- 
conque, et  l’autre  B un  potynome  rationnel  et  entier  dépendant  d’une  seule 
lettre  et,  doit  diviser  A ou  B. 

3.  Sicosd  cas.  — Soient  P nn  nombre  premier,  A et  B deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers  dépendant  de  la  seule  lettre  «,  c'est-à-dire  tels  que  l'on  ait 

A = axn  -t-  bu”—1  -t-  cscn_a  -k-  ....  -k-  Set  -k-  t, 

B =«'«"'  -t-ù'a»'-*  -t- -k-s'et-k-l' 

(a,  b,  e, ...  s,  t,  a',  b',  c ', ...  s1,  t',  étant  des  nombres  entiers). 

(•)  C*u.  dcmoiutritioD  ut  dus  A U,  Leféburs  de  Fourcjr,  esiuûiutcur  d'adssissioa  k l'Êcols 
Poljlfduünoii 
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Désignons  par  A'  l'ensemble  des  terme»  de  A,  dont  les  coefficients  renferment  le 
facteur  P,  et  par  A"  l’ensemble  des  termes  dont  les  coefficients  ne  sont  pas  divisibles 
par  P ; il  en  résulte 

A=  A'-+-A".  . .(I). 

Soient  de  même  B'  et  B"  les  deux  parties  de  B,  dont  l'une  a tous  scs  coefficients 
divisibles,  et  l'autre  ses  coefficients  non  divisibles  par  P ; on  a aussi 

B = B'  -é-  B"  . . . (2). 

Multipliant  l'une  par  l'autre  les  égalités  (t)  et  (S),  on  obtient 

AB  = A'  B'  -t-  A"  B'  •+-  A'  B"  -+■  A"  B"  . . . (3). 

Cela  posé,  puisque,  par  hypothèse,  P divise  chacun  des  coefficients  de  A'  et  de  B', 
il  s'ensuit  que  P divise  les  trois  premières  parties  du  second  membre  de  l'égalité  (3)  ; 
donc,  pour  que  P divise  le  produit  AB,  il  faut  nécessairement  qu'il  divise  la  qua- 
trième partie  A" B”.  Or,  je  dis  que  cette  dernière  division  est  impossible  ; car  dé- 
signons par  kar,  AV',  les  deux  termes  de  A"  et  de  B",  affectés  du  plut  haut  expo- 
sant de  «;  comme  leur  produit  AA'.  'ne  peut  se  réduire  avec  les  autres 
produits  partiels  qui  entrent  dans  A"B",  il  faut  nécessairement  (o«  30),  pour  quo 
P divise  A" B",  qu'il  divise  AA';  ce  qui  est  absurde,  puisque  le  nombre  P ne  divise 
ni  A ni  A'. 

Le  seul  moyen  de  faire  cesser  l’absurdité  est  de  supposer  A"  ou  B"  égal  à o ; et 
alors , tous  les  termes  de  A ou  de  B étant  divisibles  par  P,  il  s'ensuit  que  A ou  B 
doit  être  divisible  par  P,  pour  que  A x B soit  lui-méme  divisible  par  P. 

Donc  Tout  nombre  premier  P,  qui  divise  exactement  te  produit  A X B de 
deux  polynômes  rationnels  et  entiers,  doit  diviser  tous  tes  coefficients  de  l’un 
de  ces  polynômes,  et  par  conséquent  ce  polynôme. 

3.  Tnoisir.se  cas.  — Soient  A un  nombre  entier  quelconque,  B un  polynôme  ra- 
tionnel et  entier,  dépendant  de  la  seule  lettre  *,  P un  polynôme  premier,  de  même 
nature  que  B. 

Puisque,  par  hypothèse,  le  produit  A x B est  divisible  par  P,  on  a l’égalité 


A x B=P  x Q . . . (1) 

(Q  étant  uno  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique). 
Décomposons  le  nombre  A dans  ses  facteurs  premiers  ; et  soit 

k=r.r.r — /» 

(plusieurs  de  ces  facteurs  pouvant  être  égaux)  ; l’égalité  (t)  devient 

f.r.r /W.  B s=  P x Q . . • (*); 

<Toii,  divisant  les  deux  membres  par  f, 


r r... 


r w . b = 


P X Q 

t 


Or,  le  premier  membre  de  celle  ci  étant  une  quaulilé  rationnelle  cl  entière,  il  doit 
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eo  élrc  de  mime  du  second  membre  ; mai»  f est  un  nombre  premier  qui  ne  peut 
diviser  P,  puisque  P est  premier;  donc  , en  vertu  du  tecond  cas  , / doit  diviser  Q , 
et  l’on  a Q = / x Q'  (0'  étant  une  quantité  entière)  ; d’où  , substituant  dans  l’éga- 
lité (3) , et  divisant  par  f, 

r.r...  ./(»)  .B  = P x Q'.-.p). 

Raisonnant  sur  celte  égalité  comme  sur  l’égalité  (1),  on  reconnaîtra  de  même  que 
Q'  = f X Q"  (Q''  étant  une  quantité  entière)  ; d’où , substituant  dans  (S)  et  divi- 
sant par/, 

/M.  B = Px  Q"...(4)j 

et  ainsi  de  suite.  Iionc,  après  avoir  supprimé  suctesaivement  tous  les  facteurs 
/(") , on  parviendra  enfin  à une  égalité  de  la  forme 

B = P X Q 

Q("-4->)  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique  ; ce  qui  démontre  que 
B est  divisible  par  P. 

Ainsi , Tout  polynôme  premier  (rationnel  et  entier)  dépendant  d’une  toute 
lettre  *,  qui  divise  exactement  le  produit  d’un  nombre  entier  quelconque  A , 
par  uji  polynôme  rationnel  et  entier  B dépendant  de  ta  mime  lettre  x,  doit  di- 
viser ce  dernier  polynôme. 

4.  QciTMiac  cas. — Soient  A,  B,  deuv  polynômes  rationnels  et  entiers,  dépen- 
dant d’une  seule  lettre  «,  et  P un  polynôme  premier  de  même  nature. 

Supposons  que  A ne  soit  pas  divisible  par  P,  et  admettons  d’ailleurs  que  A soit 
de  degré  plus  élevé  que  P;  divisons  alors  A par  P,  en  poussant  la  division  Jusqu’l 
ce  qu’on  parvienne  i un  reste  de  degré  moindre  que  P.  Mais,  afin  d’obtenir  au 
quotient  des  coefficients  entiers,  multiplions  d'abord  A par  un  nombre  convenable 
m (ce  nombre  a généralement  pour  valeur  le  multiple  le  plus  simple  des  dénomina- 
teurs des  coefficients  fractionnaires  auxquels  on  serait  conduit  si  l’on  n'effectuait 
pat  cette  préparaliou).  Désignons  enfin  par  Q le  quotient  de  la  division,  et  par  R le 
reste  ; nous  aurons  l'égalité 

m . A = P x Q + R • ••  • (>) 

(R  doit  être  supposé  différent  de  0 ; car  autrement  il  s'ensuivrait  que  P diviserait 
»i  . A,  et  par  conséquent  A,  en  vertu  du  3»  cas,  ce  qui  serait  contre  la  supposition 
ci-dessus). 

Cela  posé,  multiplions  par  B,  et  divisons  par  P les  deux  membres  de  l'égalité  (I)  ; 
fl  vient 

”’-\Xj  = BxQ  + 1*1. 

P P 

Or,  P devant,  par  hypothèse , diviser  A x B,  et  par  conséquent  m . K x B,  il  faut 
nécessairement  que  P divise  aussi  B X R ; et  si  R est  un  nombre  entier  quelconque , 
la  proposition  est  démontrée  , puisque  P,  divisant  B X R)  doit  diviser  B,  en  vertu 
du  3*  cas. 

Mais  supposons  que  R soit  dépendant  de  x,  et  divisons  P par  R,  après  avoir  loulc- 
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fois  introduit  dont  P un  facteur  numérique  m'  propre  à donner  au  quotient  dea 
coefficient*  entiers  ; il  rient  encore 

m'.P  = R x5'  + R'... . (2) 

(R'  doit  être  différent  de  0 ; car  si  l'on  avait  R'  = 0,  il  s'ensuivrait  que  R diviserait 
m'.  P,  et  par  conséquent,  que  tous  les  facteurs  premiers  algébriques  de  R divise- 
raient P,  ce  qui  est  impossible , puisque  P est  premier). 

Multiplions  par  B et  divisons  par  P les  deux  membres  de  l’égalité  (2)  ; il  vient 

n B X R X 0*  . B X R' 

171  . U — ...  - , 

p p 

égalité  qni  prouve  que  la  divisibilité  de  B X R par  P entraîne  celle  de  B x R'  par 
P.  Si  R'  est  indépendant  de  a,  la  proposition  est  démontrée,  puisque  P,  divisant 
B x R',  doit  diviser  B,  d'après  le  3*  cas. 

Mais  supposons  R'  dépendant  de  a,  et  continuons  de  diviser  P par  R',  parR"...., 
et  ainsi  de  suite  ; nous  parviendrons  bientôt  à un  reste  RW  indépendant  de  a,  et 
tel  que  B x RW  sera  divisible  par  P.  Donc  enfin  B lui-méme  est  divisible  par  P. 

(Dans  le  cas  où  l'on  aurait  P de  degré  plus  élevé  que  A,  on  diviserait  P par  A, 
puis  P par  R,  R',  R",  et  les  raisonnements  seraient  absolument  les  mêmes.) 

Ainsi,  Lorsqu’un  polynôme  premier  P (rationnel  et  entier),  dépendant  d’une 
seule  lettre  a,  divise  exactement  te  produit  AxBtfs  deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers  qui  ne  dépendent  que  de  ta  même  lettre  a,  on  peut  conclure 
que  P divise  exactement  A ou  B. 

5.  II  est  maintenant  bien  facile  de  généraliser  ia  proposition;  car,  en  supposant 
que  les  trois  polynômes  A,  B,  P,  puissent  renfermer  les  deux  lettres  a,  S,  on  aura 
quatre  nouveaux  cas  A considérer,  savoir  : 

1«  P un  nombre  premier, ou  un  polynôme  premier  dépendant  de  la  seule 
lettre  a;  A un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynôme' rationnel  et  entier  dé- 
pendant de  la  seule  lettre  a;  B un  polynôme  rationnel  et  entier  renfermant  les 
deux  lettres  a,  S; 

2°  P un. nombre  premier  ou  un  polynôme  premier  dépendant  d'une  seule  lettre 
a ; A,  B,  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  renfermant  les  deux  lettres  a,  (; 

3»  A un  nombre  entier  quelconque  ou  un  polynôme  rationnel  et  entier  dépen- 
dant d'une  seule  lettre  a ; B,  P,  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  renfermant 
les  deux  lettres  a,  S,  mais  P un  polynôme  premier; 

4°  Enfin,  A,  B,  P,  trois  polynômes  renfermant  les  deux  lettres  a,  S,  mais  P un 
poiynome  premier. 

Si  l'on  applique  à chacune  de  ces  hypothèses  des  raisonnements  analogues  à 
ceux  qui  ont  été  établis  n«<  1,  2,  3,  4,  on  parviendra  à cette  nouvelle  proposition, 
que  Tout  poiynome  premier  P (rationnel  et  entier)  dépendant  de  deux  lettres 
a,  C,  qui  divise  le  produit  A x B de  deux  polynômes  renfermant  les  deux 
mimes  lettres,  divise  nécessairement  l’un  des  polynômes. 

La  proposition  étant  reconnue  vraie  dans  le  cas  de  deux  lettres , on  peut  ensuite 
l'étendre  au  cas  de  trois,  quatre,  etc.,  lettres;  donc  elle  est  vraie  généralement. 

C.  On  en  déduit  immédiatement,  1°  que  Tout  poiynome  premier  P qui  divise 
A3,  doit  diviser  A,  puisque  l'on  a A3  = A X A.  De  même,  P ne  peut  diviser 
Aî,  A* A" , sans  diviser  A. 
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2«  Que,  Si  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A et  B sont  premiers  entre 
eux,  U en  est  de  même  de  leurs  puissances  A"  et  B»  ; car  tout  facteur  premier, 
commun  A A"  et  B",  devrait  ainsi  diviser  A et  B,  ce  qui  serait  contre  l'hypothèse. 

7.  En  réfléchissant  snr  la  proposition  principale  et  sur  toutes  celles  qui  consti- 
tuent la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  deux  polynômes  rationnels 
et  entiers,  on  peut  remarquer  qu'elles  ne  supposent  que  les  quatre  premières  opé- 
rations de  l'algèbre.  Ainsi,  nous  aurions  pu,  à la  rigueur,  placer  cette  théorie  tout 
entière  dans  le  premier  chapitre,  ce  qui  ertt  semblé  plus  naturel;  mais  les  raison- 
nements étant  d'une  nature  trop  abstraite  pour  des  commençants,  il  nous  a paru 
préférable  de  la  renvoyer  au  chapitre  où  l’on  en  fait  un  plus  fréquent  usage. 


SICORBI  rsSTlt. 


Sur  la  décomposition  d’un  polynôme  rationnel  et  entier 
en  ses  facteurs  premiers. 


Clairault  est  le  seul  auteur  qui,  dans  ses  Éléments  d’ Algèbre , ait  traité  celte 
question  ; mais  sa  méthode,  peu  commode  dans  la  pratique , n'est  pas  assez  géné- 
rale. Celle  que  nous  allons  exposer  a l'avantage  de  s'appliquer  A toute  espèce  de 
polynômes  rationnels  et  entiers , et  se  lie  d'ailleurs  immédiatement  à la  méthode 
des  racines  commensurables  des  équations  numériques. 

Nous  démontrerons , avant  tout,  un  nouveau  principe  sur  lequel  nous  aurons  à 
nous  appuyer. 

8..  On  a vu  (n°  237)  que,  toutes  les  fois  qu’une  fonction  entière  de  X peut  être 
rendue  nulle  par  une  valeur  quelconque  x — a,  le  binôme  ( x — a ) est  un  diviseur 
relatif  du  polynôme  proposé. 

Soit  maintenant  X un  polynôme  rationnel  et  entier  de  la  forme 
Ax1" -t-Hz”*— 1 4-Cx“— ’ -t- -t-  Mar-t-  N, 


A,  B,  C N,  étant  des  quantités  entières,  numériques  ou  algébriques  ; et 

admettons  qu'une  valeur  rationnelle , mais  fractionnaire. . . x — - (qu'on  peut  tou- 
jours supposer  irréductible),  jouisse  de  la  propriété  de  rendre  nulle  polynôme  X. 
Je  dis  que  ce  polynôme  est  aussi  exactement  divisible  par  (fir — «)  le  mot  divi- 
sible étant  pris  ici  dans  le  sens  de  la  division  algébrique  ordinaire  (n°  230). 

En  effet,  il  résulte  d’abord  de  ce  qui  a été  dit,  n«  238,  que  le  quotient  de  la  di- 


vision de  X par 


H) 

-+(*•?+*) 


est  exact  et  égal  i 


(a.J  + B.  j + c)x"-3 


("t  — I BCW”“* 

(nt — I £m  — 3 


. -4- *t*M| 
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en  «orlc  que,  ti  l'on  appelle  Q ce  quotient,  on  a 


<0: 


X=(*-î).Q, 

Q fiant  un  polynôme  de  forme  fractionnaire , mais  dont  tous  lea  dénominateur» 
sont  facteur»  de 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  (1)  part";  U vient 
X.  f«=(fcr — «) . Q.  f1»-';  et  il  est  évident  que  Q.  f-— 1 peut  être  considéré 

X.ff» 

comme  un  polynôme  rationnel  et  entier,  ainsi  que  aa  valeur . Mais  fcc  — « 

fcc— a 

est  un  polynôme  premier  qui  ne  peut  diviser  le  facteur  fc",  puisque  ce  facteur  est 
indépendant  de  x;  donc  (note,  n°  3)  X lui-même  est  divisible  par  fcc  — «,  et  l’on  a 

X = (fcc-«)Q'..  . (3), 

Q'  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier. ...  C.q.  f.  d. 

Q 

N.  B.  Comme  l’égalité  (1)  revient  à X=  (fcc—  «)  — , on  obtient , en  la  com- 
parant arec  l'égalité  (8) , 

= Q\  d’oü  Q=Q\f; 


ce  qui  démontre  que  le  quotient  Q,  que  nous  avions  dit  être  de  forme  fraction- 
naire, se  réduit  lui-méme  i un  polynôme  entier  et  tel  que  f est  facteur  commun  à 
tous  ses  coefficients. 

C’est  sur  ce  principe  que  s'appuie  la  détermination  des  facteurs  du  premier 
degré  de  la  forme  ( mx-hn ) pour  les  équations  numériques  (y oyez  les  exercices 
donnés  n°  383). 

9.  Passons  actuellement  i la  recherche  des  fadeurs  premiers  d'un  polynôme  ra- 
tionnel et  entier. 

Considérons,  en  premier  lieu,  un  polynôme  de  la  forme 

a” -t-  Pc™-'  -f-  Qn"— > -t-  Ta  ■+■  ü ... . (1), 


P,  Q, ....  T,  U,  désignant  des  quantités  algébriques  entières. 

11  est  facile  de  démontrer,  comme  on  l’a  fait  n°  318,  qu’aucune  expression  ra- 
« 

lionnelte  fractionnaire  — (qu’on  peut  toujours  supposer  irréductible),  substituée 

lia  place  de  a,  ne  petit  rendre  nul  le  polynôme  proposé. 

Supposons  en  effet  qu’on  pnlssc  avoir 


dm  Ot"1— * 

P- 1-0 

£nt  £ hi — i 


Cfm  — 2 

Çm—  a 


H- -t-T^-S-  U 0 j 


si  l'on  multiplie  par  P”—  ' , et  qu’on  transpose  tous  les  termes  i l’exception  du  pre- 
mier, il  vient  / 


— = — P*»— i — O»"— 'f. — — Ufc"-' , 
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égalité  évidemment  absurde  ; car  le  second  membre  est  tin  polynôme  rationnel  et 
entier,  tandis  que  le  premier  est  essentiellement  fractionnaire  [note,  n°  fl). 

Soit,  en  second  lien,  nn  polynôme  rationnel  et  entier,  tel  que 

Aa"’-t-Bnm-<  -+- -t-Ma-t-  N. 


Égalons  ce  polynôme  à 0,  et  posons  (n<>  Ï65) 

tion  des  dénominateurs , 


A 


on  trouve,  après  la  dispari- 


B . -t-C.  A . a'— ’-è-D.  A*,  a'" -3  + ...,  N.À"-i=0, 

équation  dont  le  premier  membre  est  de  même  forme  que  le  polynôme  (1)  et  qui , 
si  elle  admet  des  valeurs  rationnelles  pour  a',  ne  peut  en  admettre  que  d 'entières. 

Désignons  par  p,  p’,  p",...  les  différentes  racines  entières  de  cette  équation  ; les 
racines  correspondantes  de  l'équation 

Aa"-t-  Ba«— *•+•... . 4-  Ma-t-  Pi  = 0, 


seront  £,  t,  t. 
A’  A’  A 


Or,  parmi  celles-ci , lea  unes  peuvent  être  entières  et  re- 


présentées par  *, J, 


€ C 

les  autres  fractionnaires  et  exprimées  par  — , 

y i 


(f  et  i,  C et/, .. . étant  premier t entre  eux). 

Par  conséquent,  les  diviseurs  rationnels  et  entiers  du  1<v  degré  par  rapport  à a, 
du  polynôme  proposé,  seront 


a— a,  a— et  ya  — f,  /a  — P 

Il  suit  de  là  que  la  recherche  des  diviseurs  entiers  du  !>'  degré , par  rapport  à 
l’une  des  lettres  qui  entrent  dans  un  polynôme  donné,  est  ramenée  à la  recherche 
des  facteurs  de  la  forme  a — K,  K élant  une  quantité  entière,  positive  ou  négative, 
numérique  ou  algébrique  ; et  pour  obtenir  ces  facteurs,  il  suffit  de  savoir  résoudre 
en  quantités  entières  une  équation  de  la  forme 


a"  -t-  Pfl»-‘  -t-  Qa">->  -t-  . . . . -t-Ta-t-U  = 0, 

P,  Q,... . T,  U,  étant  des  quantités  algébriques  entières. 

I.a  méthode  établie  (no  330)  pour  résoudre  en  nombres  entiers  une  équation  nu- 
mérique de  même  forme , est  applicable  en  tons  pointa  A la  question  dont  nous 
nous  occupons  ici.  Il  suffit  donc  de  se  reporter  à ce  numéro,  pour  se  former  une 
Idée  de  la  marché  qu’il  faut  suivre  à l’égard  d’un  polynôme  rationnel  et  entier, 
quelque  compliqué  qu’il  soit.  Nous  nous  bornerons  à quelques  remarques  générales. 

10.  Première  remarque. — L’application  de  la  méthode  supposant  que  le  dernier 
terme  du  polynôme  ordonné  est  décomposé  dans  ses  facteurs  premiers , il  semble 
au  premier  abord  qu’on  soit  conduit  à une  pétition  de  principe  ; mais  observons , 
1«  que  ce  dernier  terme  est  plus  simple  que  le  polynôme  proposé;  S«  que,  dans 
tous  les  cas,  Il  renferme  une  lettre  de  moins  que  ce  polynôme. 

Ainsi  d’abord , quand  le  polynôme  ne  renferme  qu’une  leule  lettre,  le  dernier 
terme  est  numérique  ; et  l’on  sait  déjà  trouver  tous  les  diviseurs  d’un  nombre. 
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NOTE. 


Si  le  polynôme  renferme  deux  lettre»,  et  qu'on  l'ordonne  par  rapport  à l'nno 
d’elle»,  le  dernier  ternie  n'ett  plut  fonction  que  d'une  seule  lettre  ; et  l'on  e»t  censé 
lavoir  déterminer  tou»  les  diviseurs  entier»  d'un  polynôme  d'une  teule  lettre. 

Si  le  polynôme  renferme  trois  lettre»,  le  dernier  terme  n’en  renferme  que  deux; 
et  ainsi  de  suite. 

1 1 . Seconde  remarque.  — Lorsque,  dans  le  polynôme  proposé,  le  coefficient  de 
la  plus  haute  puissance  de  la  lettre  principale  est  différent  de  l'unité, comme  il  faut 
avoir  recours  à la  transformation  du  n°  265,  pour  rendre  ce  coefficient  égal  à i,el 
que  cette  opération  donne  lieu,  en  général,  i de  nouveaux  coefficients  très-compli- 
qués , il  convient  d'appliquer  d'abord  la  méthode  au  polynôme  lui-méme , de  la 
manière  indiquée  n»  321.  Par  ce  moyen,  on  obtient  tout  les  facteurs  premiers  de 
la  forme  (a — x)  ; après  quoi  l'on  divise  le  polynôme  proposé  par  le  produit  de 
tous  ces  facteurs,  et  la  question  se  réduit  i déterminer  tout  les  facteurs,  tels  que 
(ya— f),  du  polynome-quolient. 

12.  Troisième  remarque.— Dans  la  même  circonstance,  il  convient  encore  de 
s'assurer  si  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale  n’auraient 
pas  un  commun  diviseur  (n«  217),  parce  que,  s'il  en  existait  un,  on  le  supprimerait 
et  l'on  opérerait  ensuite  sur  le  polynôme  résultant  de  cette  suppression. 

Le  facteur  supprimé  pourrait  lui-méme  être  un  polynôme  décompotable  , et  tes 
facteurs  premiers  seraient  les  facteurs  indépendants  de  la  lettre  principale. 

13.  Quatrième  et  dernière  remarque. — Toutes  les  fois  que  le  dernier  terme 
renferme  comme  facteurs  des  monomes  littéraux , tels  que  b,  b*f ....  c,  c', ....  il 
est  plus  simple  de  substituer  immédiatement  ces  quantités  prises  avec  le  signe  -4-  , 
puis  arec  le  signe  — , dans  le  polynôme,  parce  que  le  résultat  de  celte  substitution 
est  un  polynôme  tout  développé. 

Celles  de  ces  quantités  qui  Jouissent  de  la  propriété  de  rendre  nul  le  polynôme 
sont  reconnues  racines.  C’est  la  même  règle  que  pour  -A-  1 et — 1 par  rapport  aux 
équations  numériques. 

Les  exemples  suivants  éclairciront  ces  différentes  remarques. 


1»  EIEXFLE. 

14.  - 2a4-+-alè-f-a»6s-4-ai}  — M. 

Égalons  ce  polynôme  à 0,  après  l'avoir  ordonné  ; Il  vient 

2a4  -+•  frai  -+■  6>a’  -4-  fc3a  — M = 0 (1). 

Conformément  à la  remarque  du  n»  1 1 , cherchons  d'abord  les  diviseurs  tels 
que  a— k. 

Or,  les  diviseurs  de  IA  étant  b,  b >,  M,  il  faudrait  essayer  ces  diviseurs  tant 

avec  le  signe  -4-  qu’avec  le  signe  — , et,  pour  cela,  les  substituer  au  lieu  de  a dans 
l'équation  (1);  mais,  comme  le  polynôme  proposé  est  homogène  (A  tg.,  n»  11  ),  il 
est  évident  que  b »,  substitué  à la  place  de  a,  donnerait  pour  2a*  un  terme  de  plus 
haut  degré  que  tous  les  autres , et  qui , par  conséquent,  ne  pourrait  être  détruit. 
Même  raisonnement  par  rapport  i b‘  et  b*.  Ainsi, l'on  ne  doit  essayer  que  les  divi- 
seurs -V-  b et— 6. 
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Or,  le  dernier  seul  donne,  par  sa  substitution, 

24»— 4»-V-4»— 4*  — 4»  = 0 ; 

donc  — 4 est  racine  de  l'équation,  et  par  conséquent  a — (—4)  ou  (a-t-b)  est  di- 
Tiseur  du  polynôme  proposé. 

Divisant  cc  polynôme  par  a -+-  4,  et  égalant  le  quotient  1 0,  on  trouve 
2a3  — 4a5  -+-  24>a  — 43  = 0. . . (2). 

On  pourrait  actuellement  faire  disparaître  le  coefficient  de  a3,  en  posant 
c 

a = - , puis  opérer  sur  l'équation  résultante  comme  sur  la  proposée  ; mais  si  l’on 

rapproche  le  1er  et  le  3®  terme,  le  2«  et  le  le,  de  l'équation  (2), on  reconnaît  qu'elle 
revient  b 


2a  (a>-+- 4’)— 4 (a3-t-43)=0,  ou  (2a— 4)  (a’-t-43).=  0. 
Donc  enfin  le  polynôme  proposé  est  égal  b 


(a  -I-  4)  (2a  — 4)  (a>  -t-  4»)  ; 

ce  qui  donne  deux  facteurs  du  premier  degré  et  un  facteur  du  second  degré. 

15.  Dans  cet  exemple , comme  dans  tous  ceux  où  le  polynôme  est  homogène  et 
composé  de  deux  lettres  seulement,  on  peut  ramener  la  résolution  de  l'équation  i 
celle  d'une  équation  numérique. 

Soit,  en  effet,  l’équation  générale 


An"  -t-B4o"— ' -q-Cé’n"-’  -+- . . . -+■  M4m— 'a  -H  NA~=  0, 
A,  B,  C, ...  M,  N,  étant  des  nombres  entiers. 

Si  l’on  pose  ^ = x,  d'oii  a = bx,  il  vient 


A4" 2" -+-  B4" X"— i CA"x"-a  ■+■ ...  H-  M4"X  N'A"=  0 , 

ou  supprimant,  pour  le  moment,  le  facteur  4", 

Ax"-4-  Bx"-' -l- Cx"— 1 -t- . . . -t- Mx -v-  N = 0, 

équation  numérique  qu'il  ne  s'agit  plus  que  de  résoudre  en  nombres  commensura- 
bles.  Ces  valeurs  étant  substituées  dans  la  relation  a —bx , donneront  les  valeurs 
de  a correspondantes,  et,  par  suite,  les  diviseurs  de  la  forme  a — a,  ou  y a — S. 

Ainsi,  soit  fait  dans  l'équation  (I)  du  n»  11,  a—bx;  il  vient 

4»  (2x»  -t-x3-t-2»  -+- 1—  1)=0....  (3). 

Le  facteur  entre  parenthèses  étant  égalé  à zéro  et  soumis  à la  méthode  des  ra- 
cines commensurables,  on  trouve  les  deux  facteurs  (x-4-1),  (Sx — 1),  et,  par  suite, 
le  facteur  (x3  -f- 1 );  d’oü , substituant  dans  l'équation  (3)  et  remplaçant  x par  ta 
valeur  tirée  de  la  relation  a=4x, 

(a  -I-  4)  (2a  — 4)  (a1  -+•  4')  = 0. 

àigEere.  34 
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NOTE, 


S«  tltOTtE. 

18,  a*  — (4  -4-  c)  a3  — (A3  — 3 Ac)  a3  -4-  (A3  — A’c  — fcc’)  a — A3c  -t-  A»c3 =0. 

Le  dernier  terme  — A3c-4-  A’c3  revient  à A’c  (—  A-4-e)  j ce  qui  donne,  pour  lei 
diviseurs  simples , 

b,  c,  — b -t-  c,  b — c,  — c,  — b. 

On  ne  doit  d'ailleurs  essayer  que  ces  diviseurs,  puisque  le  polynôme  est  homo- 
gène ; car  A3  ou  bc,  par  exemple , mis  h la  place  de  a dans  l'équation  , donnerait 
b 8 ou  b'ck,  quantité  d’un  degré  supérieur  à toutes  les  autres,  et  qui,  par  consé- 
quent, ne  pourrait  pas  être  détruite. 

En  faisant  successivement  a — b,  — b,  c,  — c,  on  reconnaît  que  b seul  vérifie 
l'équation.  Ainsi  déjà  (a  — b ) est  un  des  diviseurs  cherchés. 

Il  reste  maintenant  à appliquer  la  méthode  du  n°  320  aux  deux  facteurs 

— b -t-  c,  b — c. 

— b -t-  C, -I - b — c 

-4-  A’c. — A’c 

-t-  A3  — bc*  -4-  A3  — 2 A’C  — Ac3 

— 4*  — bc  » 

— 24 1 -4-  24c  » 

-4-24  ■ 

•t-  b '— c » 

— 1.  » 

Considérons  d’abord  le  facteur  (-4-4-  c).  Après  avoir  divisé  le  dernier  terme 
par  ce  facteur,  ce  qui  donne  -4-  A’c  pour  quotient,  on  ajoute  à ce  quotient  lecoef- 
fient  de  a',  et  l’on  obtient  pour  somme,  A3  — bc'. 

Divisant  A3  — b'c  par  — 4 -4-  c,  on  a pour  nouveau  quotient,  — 4>  — bc,  qui, 
ajouté  au  coefficient  de  a ’,  donne , pour  somme, 

— 2A3  -4-  24c. 

Divisant  — 24’  -4-  24c  par  — 4 -4-  c,  on  obtient  -4-  24,  quotient  qui,  ajouté  au 
coefficient  de  a3,  donne  , pour  somme, 

-4-  4 — c. 

Divisant  enfin  -t-  4 — c par  — 4 -4-  c,  on  trouve,  pour  quotient , — 1.  Donc 

— 4 -4-  e est  racine. 

En  appliquant  la  méthode  au  second  diviseur  (4  — c),  on  obtient,  pour  la  pre- 
mière somme,  A1  — SA’c  — 4c’,  quantité  qui  n’est  pas  divisible  par  4 — c.  Ainsi 
4 — c doit  être  rejeté. 

Il  résulte  de  là  que  les  seuls  diviseurs  entiers,  et  du  premier  degré,  du  polynôme 
proposé,  sont  (<j  — 4)  et  {a  -4-  4 — c).  Divisant  ce  polynôme  par  le  produit  (a— b) 
(a  -t-  4 — c)  ou  a'  — ac  — 4*  -4-  4c,  on  a pour  quotient,  a'  — 4a  -4-  4e. 

Ainsi,  le  polynôme  proposé  revient  à 

(a  — b)  (a  -4-  4 — c)  (a3  — An  -+-  4c). 
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3*  EXEXPLE. 

17.  2a*  -+-  (4  4-  3 e)  a*  — (74»  — 54c  — c»)  a»  — 2 (43  4-  34’e)  a 

4-  64*  — 44*c  — 24’c’  = 0 . . . (1). 

Le  dernier  terme  revient  1 24 1 (34»  — 24c  — c»)  ; or,  il  eil  ailé  de  reconnaître 
que  l'hypothèse  4 = c,  rend  nul  le  facteur  entre  parenthèiei  ; donc  ce  dernier 
terme  eat  divisible  par  4 — c,  et  l'on  troure 

64*  — 44 «c  — 24»c» =24»  (4 — c)  (34 4-  c). 

En  appliquant  la  méthode  à chacun  des  diviseurs  simples 

b,  b — e,  34  4-  C,  — 34  — c,  — 4 4-  C,  — 4, 
ou  24,  2(4  — c),  2(34  4- C),  —2(34  4- C),  — 2(4  — c),  —24, 

on  reconnaît  que  (4  — c)  seul  satisfait  b toutes  les  conditions.  Ainsi , l’on  a 
a = b — c,  d'où  a — 4 4-  C = 0. 

Divisant  le  polynôme  proposé  par  a — 4 4-  c,  on  obtient  pour  quotient 
2a3  4-  (34  4-  c)  a»  — 44»  . a — 64*  — 24>c  . . . (2). 

Posons,  dans  ce  nouveau  polynôme , a = ~ ; 

il  vient  a"  4-  (34  4-  c)  a'»  — 84»  . a'  — 244*  — 84>c  .. . (3). 

Or,  le  dernier  terme  revient  i 

— 84»  (34  4-  c)  ; 

ce  qui  donne  pour  les  diviseurs  simples,  abstraction  faite  du  facteur  8, 

4,  34  4- C,  —4,  — 34— e. 

L'application  de  la  méthode  aux  deux  diviseurs  34  4-  c,  — 34  — c,  fait  re- 
connaître que  — (34  4-  c)  est  racine  de  l'équation  (3) , et  par  conséquent  que 
(34  4-  c) 

a = est  racine  de  l'équation  (2).  Donc  (n»  8)  (2a  4-  34  4-  c)  est  di- 

viseur du  premier  membre  de  cette  équation. 

En  effectuant  la  division,  on  obtient , pour  quotient, 

a»  — 24». 

Donc  enfin,  le  polynôme  proposé  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(a  — 4 4-  c)  (2a  4-  34  4-  c)  (a»  — 24»). 

18.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  de  la  recherche  des  facteurs  du 
premier  degré  d'un  polynôme  rationnel  et  entier.  Quant  aux  diviseurs  du  second 
degré  ou  de  degrés  supérieurs,  il  faudrait  employer  une  méthode  analogue  à celle 
qui  a été  établie  n°  325. 

Au  reste,  il  arrive  souvent,  dans  les  applications  particulières, que  quelques-unes 
des  lettres  qui  entrent  dans  les  polynômes,  n'y  sont  élevées  qu’à  la  seconde  puis- 
sance ; et,  dans  ce  cas,  la  détermination  des  facteurs  ne  dépend  que  de  la  résolu- 
tion d'une  équation  du  second  degré. 

31* 
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NOTE. 


Reprenons  l'exemple  traité  n°  IG;  et  observons  que  la  lettre  c n’cnlrc  qu'l  la 
seconde  puissance  dans  le  polynôme.  , 

En  l’ordonnant  par  rapport  à cette  lettre,  on  obtient 
(6’ — ab ) c ' — (6*  -4-a6’  — 3a’6  -4- a •)«-*- ni • — o’6’  — a3 b -4-  a<  =0  ; 
et  il  suffirait  de  résoudre  cette  équation  par  rapport  à c,  puis  d'effectuer  toutes  les 
opérations  et  simplifications  auxquelles  on  serait  conduit;  mais,  avant  tout,  il  con- 
vient de  s'assurer  s'il  n'existerait  pas  un  diviseur  commun  1 tous  les  coefficients. 
Or,  le  coefficient  b » — ab  revient  à 6(6  — a)  ; et  il  est  aisé  de  reconnaître  que 
l'hypothèse  6 — a = 0,  ou  6 = a,  anéantit  les  deux  autres  coefficients;  donc 
(6  — a)  est  diviseur  commun.  En  supprimant  ce  facteur  dans  le  polynôme,  on 
trouve,  pour  quotient, 

6e’  — (6»  -4-  2a6  — a’)  c -4-  ab'  — a’  =0; 
d’où  l'on  déduit  immédiatement 

6’  -4- 2a6  — a»  / (6'  -4-  2a6  — a ')'  a*  — ab' 

c~  26  ±\  46*  ' 6 ’ 


ou,  réduisant  sous  le  radical  au  dénominateur  46 >,  développant  les  calculs , et  ex- 
trayant la  racine  carrée , 

_ 6>  -4-  2a6  — a'  ± (6‘  -4-  a») 

C 26  ' 


26’  -4-  2a6 

Donc,  1 0 c = — = 6 -4- a;  d'ou  c — 6 — a — 0; 


2« 


26 

2a6  — 2o’  ab  — a' 

C = = ; d’où  cb  — ab  +«‘  = 0. 

26  6 


Ainsi , les  diviseurs  du  polynôme  proposé  sont 

6 — a,  c — 6 — a,  cb  — ab  -t-  a', 
ou  a — 6,  a -4-  6 — c,  a’  — 06-4-60, 

comme  on  l’avait  déjà  reconnu  n»  16. 

Le  3e  exemple  (n«  17)  peut  être  traité  delà  même  manière;  car  la  lettre  c 
n’entre  également  dans  le  polynôme  qu'à  la  seconde  puissance.  On  serait  conduit  à 
supprimer  d'abord  le  facteur  (a’  — 26’),  commun  à tous  les  coefficients. 

19.  Nous  traiterons  encore  un  exemple  assez  remarquable  qu'on  rencontre  dans 
la  géométrie  analytique. 

Soit  l’équation 

{)  ' -4-  x’  — ex)’  — (a’  — c ')  y'  — a’  (x  — c)’  = 0. 

Comme,  après  le  développement  du  premier  membre  de  celte  équation,  les  deux 
lettres,  a et  c,  n’y  entrent  qu'à  la  seconde  puissance,  on  peut  ordonner  indifférem- 
ment par  rapport  à l'une  d'elles. 

Ordonnons,  par  exemple,  suivant  la  lettre  c;  il  vient 

(y'  -4-  x’  — a')c'— 3x{y>  -t-x’  — a')c+y*  -4-(2  x'  — a')y'  -t-x*— a’x’=0, 

équation  que  l’on  peut  résoudre  par  rapport  à c.  Mais  vérifions  auparavant  si 
y'  -4-  x’  — a',  qui  est  facteur  commun  aux  deux  premiers  coefficients,  ne  divise- 
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rail  pai  également  te  coefficient  de  c°.  Or,  en  essayant  la  division,  on  trouve,  pour 
quotient  exact,  jr*  -f-  x’. 

Donc  l'équation  peut  se  mettre  tous  la  forme 

(y*  -+■  x’  — a1)  (e’  — 3cx  -h  y*  ■+■  x’)  = 0 , 
ou  bien  ( y ’ -V-  x1  — a’)  [/*  -4-  (x  — c)’]  = 0 ; 

c'est  i-ilirc  que  le  premier  membre  est  décomposablc  dans  le  produit  de  deux  fac- 
teurs rationnels  du  second  degré,  que  l'on  doit  d'ailleurs  regarder  comme  des 
facteurs  premiers. 

Si  l'on  ordonnait  le  polynôme  par  rapport  à la  lettre  x,  on  ne  pourrait  appli- 
quer la  méthode  du  n«  9,  puisqu’elle  ne  donne  que  les  facteurs  rationnels  du 
1"  degré, et  que,  par  le  fait,  le  polynôme  n'est  décomposablc  qu'en  des  facteurs 
premiers  du  second  degré.  Mais  en  ordonnant  par  rapport  à y,  on  obtiendrait 
une  équation  du  4°  degré,  résoluble  à la  manière  de  celles  du  second. 

.V.  B.  L'équation  que  nous  venons  de  traiter  est  celle  du  lieu  géoxétmquc  des 
pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  foyer  d’une  ellipse  sur  la  tangente 
considérée  dans  toutes  ses  positions. 

30.  Enfin,  la  décomposition  d’un  polynôme  en  facteurs  rationnels  peut  être  fort 
utile  dans  l'élimination;  car  on  a vu  (n«  379)  que,  quand  on  est  parvenu  à décom- 
poser les  premiers  membres  de  deux  équations  en  leurs  facteurs  simples,  la  déter- 
mination des  systèmes  de  valeurs  propres  à vérifier  ces  deux  équations,  se  réduit  i 
celle  des  systèmes  qui  correspondent  aux  combinaisons  deux  à deux  de  ces  facteurs 
égalés  à zéro. 


NOTE  II  (*). 

SUR  L’ÉLIMINATION. 

Celte  note  a pour  objet  de  donner  quelques  éclaircissements , sur  tout  ce  qui  a 
été  dit  dans  les  n°»  553  et  suivants,  relativement  aux  facteurs  étrangers  que  doit, 
en  général,  renfermer  l’équation  finale. 

Ou  se  propose  de  démontrer  que , lors  même  que  les  solutions  des  équations 
[a  = 0,  B = 0],  [a'  = 0,  R = 0] , . . . . ne  seraient  pas  toutes  étrangères  aux 
équations  [A  = 0,  B = 0 ] , ou  bien,  que  les  équations  a = 0,  a'  = 0, ren- 

fermeraient des  racines  égales  (pourvu  qu’aucune  racine  de  a = 0,  ne  réduise  le 
polynôme  B ni  à zéro,  ni  à une  quantité  numérique  quelconque,  et  qu’il  en  soit  de 

même  de  a'=0,  a"  = 0, . ..  . par  rapport  aux  diviseurs  correspondants  R,  R' ), 

de  démontrer,  dis-je, 

lo  Que  te  dernier  reste  RH  est  toujours  divisible  par  aa ' a"...;  2®  que  le 

(*)  Cette  note,  sauf  quelques  changement*  de  rédaction,  est  due  i M.  Gérono,  principal  du  collège 

de  Louent. 
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quotient  ■ a„ — contient  toutet  les  valeurs  de  y cosvisailis  aux  deux 

équations  [ A = O,  B = O ]. 

Soient  a\  = BQ  -+-  R. ...  (1) 

a'B  = RQ'  -+-  R'....  (S) 
o',R=RT+l'"...  (S) 
a"'K'=  R"Q'"  •+■  R'". . . (4), 

les  identités  auxquelles  conduit  la  méthode  du  p.  g.  c.  diviseur  (Nous  supposerons, 
pour  plus  de  simplicité,  que  R'"  soit  le  reste  indépendant  de  x). 

Il  est  d'abord  facile  de  voir  que,  conformément  à ce  qui  a été  dit , n°  359  ( page 
505,  ligne  1"),  le  multiplicateur  a’"  introduit  dans  la  dernière  opération  ne  peut 
donner  lieu  à aucun  facteur  étranger.  Car,  si  une  valeur  y=k,  par  exemple , 
pouvait  annuler  à la  fois  a"'et  R'",  il  s’ensuivrait  que  (y  — k) , divisant  alors 
a'"  et  R"',  devrait  diviser  aussi  R"  Q'";  et  comme  il  ne  divise  pas  R",  par  hypo- 
thèse, il  devrait  diviser  Q'",  ce  qui  est  absurde,  puisque,  si  cela  était,  la  multiplica- 
tion de  R'  par  (y  — A)  eût  été  inutile. 

Cela  posé,  éliminons  R"  entre  les  équations  (3)  et  (4)  ; nous  aurons 

Q'"  a"R  = R'  (Q"  Q"'  .+.  a’")  — R'". . . (5). 

Maintenant  appelons  «,  f,  sf, les  racines  de  a"  = 0.  Si  dans  R',  on  substitue 

a iy,  le  résultat  de  la  substitution  contenant  encore  x,  par  hypothèse,  on  pourra 
en  l'égalant  à 0,  en  déduire  une  ou  plusieurs  valeurs  de  x qui,  conjointement  avec 
la  valeur  x dey,  fourniront  des  solutions  du  système  [a”=  0,  R'  = o].  Or,  d'après 
l'identité  (5),  toute  solution  du  système  [a"  = 0,  R'  = 0]  réduit  i zéro  R'",  qui 
est  seulement  fonction  de _r;donc  la  valeur  « d e y est  racine  de  l'équation R"'=0. 
Par  conséquent  R'"  est,  comme  a",  divisible  par  ( y — «);  et  il  faut,  d'après  la 
même  identité,  que  ( y — x)  divise  aussi  le  produit  R'(Q"Q"'  s- a"').  Mais  R'  n'est 
pas  divisible  par  (y  — et),  puisque  la  valeur  a de  y ne  réduit  pas  à zéro  tous  les 
coefficients  des  puissances  de  x dans  R';donc  Q "Q"'-+-a"'  est  divisible  par  (y — x). 

En  divisant  a",  Q"  Q'"  -+-  a'",  R"',  par  (y  — «),  on  obtiendra  l'identité 

Q'"a",  R = R'L  — R"',,.... 

dans  laquelle  a"i,  L,  R"'i , sont  des  fonctions  entières  égales  1 

a"  ' W""  -t-  a"’  R1” 

y — x ’ y — x ’ y — x ‘ 

Les  racines  de  l'équation  a" i = 0,  étant  ff,  f, ....  on  démontrera,  comme  précé- 
demment, que  a", , L,  R'", , sont  divisibles  par  (y  — S)  ; en  effectuant  celle  dit  i- 
sion,  on  obtiendra  une  nouvelle  identité 

R = R'L,  — R"',  ; 

et  a",,  I„,  R'", , seront  divisibles  par  (y  — J).  Ainsi  de  suite. 

il  est  évidont,  d’après  cela,  qu’on  pourra  débarrasser  successivement  <a'', 
Q"Q"'  -+-  a"',  R'",  des  facteurs  y — x,y  — e,  y — ...  et  que  l'identité  (5)  con- 

duira à celle-ci  : 

Q"'R  = R'M  — r", (6) 
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r"  = _ el 


• a”' 


Actuellement,  si  l’on  élimine  R'  entre  les  identités  (2)  et  (fl),  on  aura 
Ma'B  = R (MQ'  -s-  Q'")  ■+■  r ". 

Appliquant  1 cette  dernière  identité  le  raisonnement  fait  sur  l’identité  (5),  on  dé- 
montrera que  r"  et  MQ'  Q"'  sont  divisibles  par  a' ; et  l’on  sera  conduit  à la  nou- 
velle identité 


dans  laquelle 


H 


MB  = RN  -t-  r'....  (7) 
_ MQ'  -+-  Q'"  ^ __r" 


Éliminant  R entre  les  deux  identités  (1)  et  (7),  on  obtiendra 


NoA  = B (NQ  -4-  M)  — r”  ; 

et  l’on  démontrera,  comme  ci-dessus,  que  K et  NQ  -+-  M sont  divisibles  par  a. 
Ainsi , l’identité  précédente  conduira  finalement  à l’identité 


NA  = BP  — r, 

dans  laquelle  P et  r représentent  les  quotients  entiers  ^ ^ 

a a 

R"'  p/t  fJ 

Les  égalités  r"  = — — , r'  — —,  r : — -,  donnent  d’ailleurs  r — • 

a a’  a aa'a"  ’ 

ainsi,  R"' est  exactement  divisible  par  le  produit  aa!  a”  (le  dernier  facteur  intro- 
duit a’"  ne  faisant  pas  partie  de  ce  produit,  ainsi  qu’on  l’a  vu  plus  haut). 

De  plus,  le  quotient  r,  égalé  A zéro,  renferme  encore  toutes  les  valeurs  dey  qui 
conviennent  au  système  [A  = 0,  B = 0];  caris  dernière  identité  obtenue 
NA  = BP  -4-  r,  démontre  que  toute  solution  du  système  [A  ss  0,  B = 0]  réduit  r 
b zéro. 

C.  Q.  F.  D. 

N.  B.  Comme  il  arrive  souvent  que  certaines  valenrs  de  y tirés  de  or  = 0, 
a'  = 0,  a"  — 0, . . . réduisent  A zéro  tous  les  coefficients  des  diviseurs  correspon- 
dants, B,  R,  R',  . ..à  l’exception  du  coefficient  de  x«  (voyez  l’exemple  traité  n»359), 
il  s’ensuit  que  ces  valeurs  ne  se  trouvent  pas  dans  le  dernier  reste  RI*),  A moins 
qu’elles  n’appartiennent  A la  véritable  équatiou  finale  comme  étant  susceptibles  de 
satisfaire  en  même  temps  que  certaines  valeurs  de  x au  système  [A  = 0,  B = oj. 
Il  serait  peut-être  alors  plus  convenable  de  donner  A la  première  partie  de  la  pro- 
position précédente  l’énoncé  que  voici  : 

Soient  c,  c',  c",...  lez  facte  un  respectifs  de  a,  a',  a",...  qui  peuvent  four- 
nir des  solutions  pour  les  systèmes  [o  = 0,  B = 0],  (a'  = 0,  R = 0j,  le  reste 
RW  est  divisible  par  te  produit  c .&.  c". . . . 

Cet  énoncé  qui  renferme  évidemment,  comme  cas  particulier,  celui  que  nous 
avons  d’abord  présenté,  est  en  outre  plus  conforme  avec  la  règle  établie  n°  380. 

Il  peut  même  arriver  que  quelques  facteurs  de  a,  a',  a", ...  se  trouvent  dans 
tous  les  coefficients  des  diviseurs  correspondants  B,  R,  R'. ...  Mais  c’est  une  circon- 
stance pour  laquelle  nous  avons  renvoyé  (n°a  357  et  380)  au  paragraphe  qui  traite 
de  l'élimination  avec  simplification  (voir  les  n»*  373  et  suivants). 
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CHAPITRE  IX. 


Complément  de  la  théorie  des  Equations. 

Ce  chapitre  et  le  suivant  ont  pour  objet  des  théories  qui , moins 
indispensables  que  celles  qui  ont  été  exposées  dane  les  précédents, 
doivent  néanmoins  servir  à compléter  l'ensemble  des  principes  de 
l’analyse  algébrique.  Le  «enrièmepeut  être  regardé  comme  le  com- 
plément de  la  théorie  des  équations. 

§ Ier.  Recherche  des  Racines  imaginaires. 

880.  Observations  préliminaires.  — Nous  avons  donné  , dans  lo 
huitième  chapitre,  des  méthodes  pour  déterminer  les  racines  réelles, 
commensurables  ou  incommensurables, d’une  équation  numérique. 
Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  la  recherche  des  racines 
imaginaires.  Au  premier  abord  , cette  recherche  peut  paraître 
superflue;  cor  ces  racines,  étant  des  symboles  purement  algébri- 
ques, ne  sauraient  résoudre  la  question  dont  l’équation  est  la  tra- 
duction algébrique.  Cependant,  comme  nous  l’avons  déjà  dit, 
l’emploi  de  ces  expressions  dans  la  haute  analyse  est  d’un  usage 
très-fréquent,  et  conduit  quelquefois  à des  résultats  d’une  grande 
importance;  c’est  pourquoi  nous  tâcherons  de  donner  une  idée  du 
travail  des  plus  célèbres  géomètres  sur  cette  partie. 

381.  Commençons  par  remarquer  que  , lorsqu’une  équation  a 
des  racines  réelles  incommensurables  et  des  racines  imaginaires, 
on  ne  peut , comme  pour  les  racines  commensurables , la  débar- 
rasser d’abord  de  scs  racines  incommensurables  ; car  les  méthodes 
ne  donnent  ces  racines  que  par  approximation,  et  si  l’on  divisait 
l’équation  par  les  facteurs  du  premier  degré  correspondants,  on 
obtiendrait  pour  quotient  un  polynoiuc  dont  les  coefficients  ne 
seraient  que  des  nombres  approchés. 

Le  calcul  des  racines  de  l’équation  résultante  n'offrirait  plus 
alors  aucune  certitude. 
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Ainsi  nous  supposerons,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  que  les  équa- 
tions proposées  renferment  à la  fois,  et  des  racines  incommensu- 
rables, et  des  racines  imaginaires,  à moins  que  toutes  leurs  raciues 
ne  soient  imaginaires. 

Nous  avons  déjà  reconnu  (n°  318)  qu’une  équation  dont  les  coef- 
ficients sont  réels,  ue  peut  avoir  déracinés  imaginaires  qu’en  nombre 
pair.  Or,  les  analystes  sont  parvenus  à un  résultat  plus  positif 
encore,  qui  consiste  en  ce  que  les  racines  imaginaires  de  toute  équa- 
tion à coefficients  réels , sont  toutes  de  la  forme  de  celles  du  second  degré, 
c'est-à-dire  de  la  forme  a ± bj/  — 1,  a et  b désignant  des  quantités 
réelles,  commensurabtes  ou  incommensurables. 

382.  Avant  de  passer  à la  démonstration  de  celte  proposition 
importante,  nous  ferons  voir  que,  si  une  équation  a une  racine  de 
la  forme  a -f-  b (/  — 1,  elle  en  a nécessairement  une  autre  de  ta  forme 
a — b — 1 , a et  b étant  les  mêmes  dans  ces  deux  expressions. 

Pour  démontrer  ce  lemme,  considérons  l’équation 

x'“  _|_  Px»->  Qx>»-»  _{_  . . . T*  4-  D ==  0, 

P,  Q, ....  T,  V,  étant  des  quantités  réelles  quelconques,  et  suppo- 
sons que  celte  équation  soit  satisfaite  par  une  expression  telle  que 
a -j-6 j/  — 1 ; ou  aura  l’égalité  vérifiée 

(a-j-A(/irir_j_p(n_)_/,j/  nïj— ._j_. . ,_(_T(o-j- v — 7)+u=o . 

Développant  les  calculs  et  rappelant  que  les  diverses  puissances  do 
(/  — 1 sont  alternativement  (n°  170) 

/—T  —i,  — / -T  + i,  l j/=7,-i,-*/77,+i|..., 

on  obtiendra  une  expression  composée  do  deux  parties  bien  dis- 
tinctes, savoir  : une  partie  réelle,  provenant  de  toutes  les  puissances 
paires  de  b [/  — 1 , combinées  avec  les  puissances  a",  a"'-1,  a"-!,  . . . 
de  a,  et  les  coefficients  P,  Q,  R . . . puis  une  partie  imaginaire , 
provenant  de  toutes  les  puissances  impaires  de  b \/  — 1,  combinées 
avec  les  puissances  am~\  s"-3,  ...  de  a,  et  les  coefficients  P,  Q,  R... 

Désignant  donc  ces  deux  parties  par  M et  N \/  — 1,  l’égalité  ci- 
dessus  se  réduira  a 31  -|-  N |/  — 1=0,  équation  qui  ne  peut  évi- 
demment subsister  qu’autant  que  l’on  a séparément 

* H = 0 et  N = 0. 
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Actuellement  si,  dans  le  premier  membre  de  la  proposée,  au 
lien  de  a —J—  & j/  — 1,  on  substitue  o — b[/ — 1,  ce  qui  donne 

(a_4p/1TT)-+P(a  — i|/=T)— -j [_T(a— i/IT)  + U, 

il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  du  développement  ne  différera 
du  précédent  qu’en  ce  que  tous  les  termes  affectés  des  puissances 
impaires  de  b f/  — 1 , auront  changé  de  signe  ; car  ( — ij/ — 1)’« 
est  égal  à (- \-b  (/  — IJ’»;  mais  ( — b y'  — 1 )u*+l  est  égal 
à — (ij/  — 1 )>.+■  (n°  189);  donc  ce  résultat  sera  nécessaire- 
ment M — N — 1,  M et  N désignant  ici  les  mêmes  quantités  que 
dans  le  résultat  du  premier  développement.  Or,  on  a vu  tout  à 
l’heure  que  l’on  doit  avoir  séparément  SI  = 0 et  N =0;  ainsi, 
l’égalitc  M — N ]/  — 1 = 0 est  elle-même  satisfaite  ; par  consé- 
quent, si  a -(-  b [/  — 1 est  une  racine  de  la  proposée,  a — b |/  — 1 
est  nécessairement  une  autre  racine. 

Passons  maintenant  à la  démonstration  du  théorème  sur  Informe 
des  racines  imaginaires. 

883.  Celte  proposition  est  évidemment  une  conséquence  de  celle 
dont  voici  l’énoncé  : toute  équutionde  degré  pair,  dont  les  coefficients 
sont  réels,  est  dècomposable  en  facteurs  réels  du  second  degré,  c’est-à- 
dire  en  facteurs  de  la  forme  X* -j-  px  -J-  q,  x*  -f-  p'x  -(-  q',  ....  dans 
lesquels p,  q,  p' , q,  . . . désignent  des  quantités  réelles  quelcon- 
ques ; car  ceci  étant  admis,  les  facteursx’-j-pj-j-ç,  x*-\-p' x-\-q , ... 
égalés  à 0,  donnent  lieu  à des  racines  qui , si  elles  sont  imaginaires, 
ne  peuvent  être  que  de  la  forme  a -izbyf  — 1 ; et  réciproquement . 

Tâchons  donc  de  démontrer  ce  dernier  théorème  qu’on  doit  re- 
garder comme  un  des  plus  beaux  de  l’analyse.  Voici  la  démonstra- 
tion due  au  célèbre  Lnplace  : 

Soit  une  équation  X — 0 do  degré  pair  m,  et  à coefficients  réels. 
Appelons  a,  b,  c,  ...  ses  différentes  racines;  les  facteurs  du  second 
degré  correspondants  seront 

x'  — (a-j-i)x-|-a6,  x’ — (a-j-c)x-j-ac,  x 1 — (ê-f-c)x-j-fcc,  .. ..; 

cela  posé,  nous  allons  d’abord  faire  voirque  l’un  deces  facteurs,  au 
moins,  a ses  coefficients  réels. 

En  effet,  supposons,  en  premier  lieu , que  m soit  une  seule  fois 
divisible  par  2,  c'est-à-dire  que  l’on  ail  m = 2n,  n étant  un  nom- 
bre impair. 
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On  peut  toujours  (n°  299)  former  une  équation  en  *,  dont  les 
racines  soient  des  combinaisons  de  celles  de  la  proposée,  telles  que 
o -j-  b -f-  kab,  o-j-  c -f-  kac,,..  k étant  un  nombre  entier  tout  à fait 
arbitraire.  Concevons  cette  équation  formée,  et  désiguons-la  par 
Z = o ; son  degré  est  égal  au  nombre  des  combinaisons,  deux  à 

m | 

deux,  des  racines  a,  i,  c,...  c’est-à-dire  à ni  . — - — ou  n (m  — 1 ) ; 

M 

or  n est,  par  hypothèse,  impair,  et  il  en  est  de  même  de  (m  — 1)  ; 
donc  l'équation  Z = 0 est  de  degré  impair;  ainsi  (u°  312)  celle 
équation  a au  moins  une  racine  réelle,  et  celte  racine  est  la  valeur 

de  l'une  des  combinaisons  a -{-  b -{-  kab,  a -j-  c -j-  kac 

Maintenant , attribuons  à k une  seconde  , une  troisième  . . . va- 
leur; nous  formerons  ainsi  autant  d’équations  Z'  ==  0,  Z"  = 0, ... 
qui  auront  chacune  au  moins  une  racine  réelle.  II  pourra  d’abord  se 
faire  que  la  racine  récllo  de  chacune  de  ces  équations  appartienne 
a une  combinaison  composée  de  deux  letlrcs  différentes  de  celles  qui 
entrent  dans  les  combinaisons  précédentes;  mais,  comme  le  nombre 

de  ces  combinaisons  est  limité  et  égal  à m . — — — - (qu’on  peut  dé- 

« 

signer  parp)  , il  est  clair  qu’après  avoir  attribué  à k , (p  1 ) va- 
leurs, et  formé ( p -[-  1 ) équations  Z=0,  Z'  = 0,  Z"=0,  . . . . 
deux  de  ces  équations  seront  telles,  que  la  racine  réelle  de  chacune 
appartiendra  a une  combinaison  composée  des  deux  mêmes  let- 
tres; ainsi,  l’on  peut  supposer,  par  exemple,  que  l’on  ait  trouvé,  en 
désignant  par  a et  a'  ces  deux  racines  réelles  , 

a -j—  b -j—  kab  = a,  a b — j-  k'ab  =ss 
De  ces  deux  équations  on  déduit,  par  l’élimination, 


1“ 


2° 


a 


+ b = 


ka  — k'cs 
k — k'  ' 


ces  valeurs  sont  nécessairement  des  quantités  réelles  et  finies;  donc 
il  est  démontré  que  l’un,  an  moins,  des  fadeurs  x1  — (a  -j-  b)  x -f-  ah, 
de  la  proposée , est  réel. 

Soit , en  second  lieu,  m = 2J . n',  n étant  impair;  formons  en- 
core une  équation  Z = 0,  dont  les  racines  soient  dos  combinaisons 

de  la  forme  a -f-  b -j-  kab,  celle  équation  sera  du  degré  m — ! 


ou  2n'(  m — 1 ) ; or,  n'  et  ( m — 1 ) , étant  des  nombres  impairs,  co 
degré  sera  pair  et  une  seule  fois  divisible  par  2 ; donc,  eu  vertu  do 
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co  qui  vient d’ètre  dit,  l’équation  Z = 0 aura  au  moins  un  fadeur 
réel  du  second  degré.  Ce  facteur,  égalé  à 0 , donnera  lieu  a deux  va- 
leurs de  z,  do  la  forme  a±Sy  — 1 ( £ pouvant  être  0,  ce  qui  arri' 
verait  si  les  deux  valeurs  de  s étaient  réelles).  Considérons  seule- 
ment la  première  racine , et  supposons  qu’elle  appartienne  à la 
combinaison  a -J-  b -f-  kab. 

D'après  les  raisonnements  précédents,  rien  n’empêche  de  suppo- 
ser encorequ’unc  autre  équation  Z'=0,  formée  delà  même  manière, 
ait  une  racine  de  la  forme  a'  -}-£'  [/  — 1 , appartenant  à la  com- 
binaison a — |—  b — |—  k'ab,  composée  des  deux  mêmes  lettres  ; en  sorte 
-j-  b -f-  kab  — a -{-  S y/  — 1 J 
+ b -f  k'ab  = a'  + g [/—  1 j 

d’où  l’on  déduit 

, a— «-(-(£— C)l/~ F , , kx — k’a-j-(kC' — k'S)  l/~—\ 

ab= , a+b= T—v . 

Ces  expressions  sont  de  la  forme  r s [/  — 1 et  / -{-*' j/  — 1; 
ainsi  la  proposée  a au  moins  un  facteur  du  second  degré  , tel  que 
— ( T'  + *'  — 1 ) a:  -J -r-}-s|/  — F;  et  si  l’on  égale  ce  fac- 

teur à 0 , on  en  tire 

,_r  + .V~±y/ (i±iiéZI)_(r+V3T). 

La  quantité  sous  le  radical  étant  développée  donno  un  résultat  de 
la  forme  r"  s"  [/  — i ; mais  l’expression  [/  r"  - j-  »"  (/  — 1 

se  réduit  elle-même  (n°  121)à  une  autrede  la  forme  r'"  — 1; 

d’où  l’on  peut  conclure  que  la  première  des  deux  valeurs  de  x ci- 
dessus  est  aussi  de  la  forme  p -{-  q [/  — ï ; et,  d’après  le  lemme 
d>!montré  n°382,  il  faut  qu’elle  en  ait  une  autre  telle  que  p — q\/  — 1. 
Or,  si  l’on  multiplie  entre  eux  les  deux  facteurs 

* — (P+9|/—  O et  * — (P— 9 O»  on  obtient  pour 

produit  ( x — p )’  -f-  q1  ou  x1  — 2 px  -j-  p’  -f-  q' , polynôme  du 
second  degré  en  x , dont  les  coefficients  sont  réels.  Ainsi,  il  est  en- 
core démontré  que,  dans  le  cas  de  m — 2’ . V équation  a au  moins 

un  fadeur  réel  du  second  degré. 


que  l’on  ait  à la  fois 
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Soit,  en  huitième  lieu,  m = 2’  . n"  étant  impair;  on  peut 
former  une  équation  Z = 0 analogue  aux  précédente*,  dont  lo 

Wl  1 

degré  m — - — on  2’ . »"(  mi  — 1 ) sera  deux  fois  divisible  par  2, 
J* 

et  qui , en  vertu  de  ce  qui  vient  d'ètre  dit , aura  au  moins  un  fac- 
teur réel  du  second  degré;  d’où , en  répétant  les  mêmes  raisonne- 
ments que  dans  la  seconde  partie  de  la  démonstration  , l’on  pourra 
conclure  que  la  proposée  elle -même  a au  moins  un  facteur  réel  du 
second  degré. 

Mémo  raisonnement  dans  l’hypothèse  où  l’on  aurait 
m = 24  . n'",  m = 25  . «"  . . . . 

Donc  enfin  , toute  équation  de  degré  pair  quelconque  a au  moins  un 
facteur  réel  du  second  degré. 

Conséquence.  — Il  est  facile  de  déduire  de  la  que  toute  équation  de 
degré  pair  est  décompotable  dans  le  produit  d’autant  de  facteurs  réels 

du  second  degré,  qu’il  y a d’unités  dans  ~ ou  dans  la  moitié  de  son 

2s 

degré. 

En  effet , puisqu’une  équation  de  degré  pairn  au  moins  un  facteur 
réel  du  second  degré,  on  peut  diviser  son  premier  membre  par  ce 
facteur;  il  en  résultera  une  nouvelle  équation  de  degré  pair,  à 
coefficients  réels  , qui  aura  encore  au  moins  un  facteur  réel  du  se- 
cond degré,  par  lequel  on  pourra  diviser  le  premier  membre  de  celte 
sccoude  équation;  et  ainsi  de  suite.  Donc,  le  premier  membre  de 
la  proposée  pourra  être  regardé  comme  le  produit  d’autant  de  fadeurs 
réels  du  second  degré,  qu’il  y a d’unités  dans  la  moitié  de  son  degré. 

Si  l’équation  était  de  degré  impair,  comme,  en  vertu  du  théorème 
n“  312,  elle  aurait  au  moins  une  racine  réelle,  on  pourrait  l’en  dé- 
barrasser ; et  l’équation  résultante  serait  décomposablc  en  facteurs 
réels  du  second  degré. 

D’où  l’on  peut  conclure,  en  dernière  analyse  , le  théorème  énoncé 
n°  383 , savoir , que  les  racines  imaginaires  d’une  équation  vont  par 
couple , et  sont  toutes  de  la  forme  a dh  b ÿ — 1 . 

Détermination  des  racines  imaginaires  des  équations. 

884.  La  forme  des  racines  imaginaires  d’une  équation  étant  con- 
nue, nous  pouvons  procéder  à leur  recherche. 

Soit  xm  -J-  P*"-'  -|-  Qj-"— 1 -j-  Tt  -}-  U = 0 
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une  équation  renfermant  îles  racines  réelles  incommensurables  et 
des  racines  imaginaires. 

Désignons  par  p -J-  q |/  — 1 l’une  de  ces  dernières;  il  vient,  par 
la  substitution  do  ce  binôme  dans  la  proposée  , 

(HV=T)"+ P (p+îi/^i)— +•  • • .+T  G>-h/=i)+c=o. 

Or,  si  l’on  développe  les  calculs  , et  qu’on  appelle  M l’ensemble  des 
termes  réels,  N j/  — 1 l’ensemble  des  termes  imaginaires,  l’égalité 
ci-dessus  revient  à M — }—  N |/"  — 1=0,  équation  qui  ne  peut  exis- 
ter à moins  que  l’on  n’ait  séparément 

M = 0 et  N = 0. 

Observons  actuellement  que  ces  équations  renferment  les  deux 
indéterminées  p et  q,  combinées  avec  les  coefficients  de  la  proposée. 
Si  donc  on  cherche  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  p et  de  q,  ta  sombres 
réels  coi messe  râbles  ou  lîicoMXK'isi  iARi.ES  , propres  à vérifier  ces  deux 
équations,  et  qu’on  les  substitue  dans  l'expression  p -f-  q y — 1,  on 
obtiendra  ainsi  successivement  toutes  les  racines  imaginaires  de  la 
proposée. 

Telle  est  la  méthode  générale  pour  découvrir  les  racines  imagi- 
naires. Nous  ferons  toutefois  quelques  remarques  qui  peuvent  faoi~. 
liter  cette  recherche,  et  qui  sont  d’ailleurs  asseï  importantes  en 
elles-mêmes. 

385.  Supposons  que,  pour  obtenir  les  racines  réelles  incommen- 
surables d’une  équation  X = 0 , on  ait  été  obligé  (n°  341)  do  for- 
mer l’équation  aux  carrés  des  différences,  Z=  0,  et  voyons  le  parti 
qu’on  eu  peut  tirer  pour  les  racines  imaginaires. 

Désignons  par  a,  b , c,  ...  les  racines  réelles  de  X = 0,  et  par 
p àz  q\/  — 1,  p’  ± q'  1 , ....  les  racines  imaginaires  ; pre- 

nons d’ailleurs  successivement  les  différences  entre  toutes  ces  ra- 
cines considérées  deux  à deux;  on  en  obtient  de  quatre  espèces, 
savoir  : 

1°  Une  différence  entre  deux  racines  réelles  , telle  que 
a — b,  a — c,  b — c ...  ; 

2“  Une  différence  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées, 

p+ivr -T- ( p - 9 = %, |/ :tï, iqy  zt, 2 qy -i] 
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3°Unedifférenoeentreune  racine  réelle  et  une  racine  imaginaire, 

a-p—q[/r—l,a—p-\-ql/'—l,b—j/  — q’  (/— 1 
4°  Enfin,  une  différence  entre  deux  racines  imaginaires  non  con- 
juguées,p — p'  + {q  — q')  Y—  1 ,p  — p’  — ( q — q’  ) [/—  1 . . . . 

Or,  pour  peu  qu’on  jette  les  yeux  sur  ces  différences,  on  recon- 
naît que  les  carrés  des  premières  sont  des  nombres  essentiellement 
positifs  ; les  carrés  des  secondes  différences  sont  — 4g1,  — 4g'1 , . . . 
c’est-à-dire  des  quantités  réelles,  mais  essentiellement  négatives. 
Quant  aux  carrés  des  deux  autres  espèces,  ce  sont  généralement  des 
expressions  imaginaires. 

Ainsi,  eu  supposant  déjà  formée  l’équation  Z = 0,  les  racines 
réelles  et  négatives  do  cette  équation  sont,  en  général,  les  carrés 
des  différences  entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Appelons  donc  — a,  — C,  — y,  . . .ces  racines,  que  l’on  peut  ob- 
tenir, soit  par  la  méthode  des  racines  commensurables,  soit  par  la  mé- 
thode des  racines  incommensurables  ; ou  a 

V = *>  W’  = V1  = 

d’où  l’on  déduit 

9==±i|/a,  |/  = ± ^ 1/  f,  g"  = ± \ V 7 • • • 

Connaissant  les  valeurs  de  q,  q',  q",  ...  on  obtiendra  celles  de 

p,  p',  p"  , en  substituant  ± j ± àlaplacedeq, 

dans  les  équations  M = 0,  N = 0,  que  l’on  a établies  dans  le  nu- 
méro précédent,  et  qui  acquerront,  pour  chaquo  substitution,  un 

commun  diviseur  en  p,  lequel,  égalé  à 0,  donnera  les  valeurs  de 
- _/  _/' 

P;  P ) P t • • • 

A la  vérité,  ce  moyen  est  en  défaut  lorsque  l’une  des  racines 
réelles  de  la  proposée  est  identique  avec  la  partie  réelle  p,  p',  . . . 
de  l’une  des  racines  imaginaires  ; car  dans  le  cas  de  a=p,  parexera- 
ple,  les  deux  différences  a — p — q |/  — 1,  a — p - q^  — 1, 
se  réduisent  à — q [/  — 1 et  q [Z'  — ï dont  les  carrés  sont  égaux  à 
— q1  ; il  est  encore  en  défaut  lorsque  les  parties  réelles  des  deux  ra- 
cines imaginaires  non  conjuguées  sont  identiques;  car,  par  exemple, 
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p=p'  réduit  les  différences 

p—  p'+(q  — g'  )/—  i,p— P'  —(9  — 9')]/ ~ *. 
à (?  — ?')/—•.  et  — (ç— 9,)|/— 1, 

dont  les  carrés  sont  égaux  à — (7  — g'  )’. 

D’où  l’on  voit  que  l’équation  Z = 0 peut  quelquefois  avoir  des 
racines  négatives  qui  ne  représentent  pas  les  valeurs  de  — 4 g’, 
— 4g'’ . . . ; mais  il  est  toujours  possible  de  reconnaître  si  une  racine 
négative  telle  que  — a est  une  valeur  convenable,  à ce  que,  si  l’on 

substitue  ^ j/  a dans  M et  N,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  poly- 
2 

nomes  en  p,  résultant  de  cette  substitution,  aient  un  diviseur  com- 
mun ; toute  valeur  qui  ne  satisfera  pas  à cette  condition  devra 
être  rejetée  comme  provenant  de  l’une  des  circonstances  dont  nous 
venons  de  parler. 

Nous  observerons  encore  que,  dans  ces  memes  circonstances,  il 
faudrait  que  l’équation  Z = 0 eût  des  raciues  égales,  puisque  nous 
avons  reconnu  plus  haut  que,  dans  l’hypothèse  de  a —p,  deux  car- 
rés au  moins  se  réduisent  à — g’;  et  dans  l'hypothèse  de  p — p ' , 
deux  carrés  au  moins  se  réduisent  à — (g  — g'  )a  ; ainsi,  l’on  pour- 
rait, par  la  méthode  des  racines  égales,  débarrasser  l’équation  Z = 0 
des  valeurs  différentes  de  — 4g’,  — 4g'%  — (g  — g')’,  etc. 

Quoi  qu’il  en  soit,  on  conçoit  combien  la  méthode  pour  décou- 
vrir les  racines  imaginaires  d’une  équation  doit  être  pénible  et 
laborieuse  toutes  les  fois  que  l’équation  est  d’un  degré  supérieur 
au  troisième. 

§ II.  Résolution  complète  de  l’équation  à deux  termes. 

380.  On  appelle  ainsi  toute  équation  qui  ne  renferme  qu’une 
seule  puissance  de  l’inconnue  et  des  quantités  connues. 

11  résulte  de  là  que  toute  équation  à deux  termes  peut  être  rame- 
née à la  forme 


a-”  ± p = 0, 

m 

p étant  un  nombre  absolu;  et  si  l’on  pose  x = y y'p, 
il  vient  pym  db  p = 0,  d’où  ym  ± 1 =0; 
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ninsi,  c'est  do  la  résolution  de  cctto  dernière  équation  que  dépend 
celle  de  toutes  les  équations  à deux  termes. 

Comme  l’équation  y" — 1=0,  revient  à y™  = 1,  on  voit 
que  tout  se  réduit  à trouver  pour  y,  les  expressions  numériques  ou  al- 
gébriques qui,  elevéesà  la  m“"*  puissance,  peuvent  produire  l'unité. 
C’est  pour  cette  raison  que  les  racines  de  l’équation  y1*  — 1=0, 
sont  appelées  les  racines  de  l'unité. 

Les  valeurs  de  l’équation  y"  -j-  1 = 0,  ou  y"‘  = — 1,  sont  dites 
les  racines  de  l'unité  négative. 

Nous  avons  déjà  résolu  (n°*  107  et  290)  plusieurs  espèces  d’équa- 
tions à deux  termes.  Nous  nous  proposons  actuellement  de  les  ré- 
soudre complètement,  quel  que  soit  leur  degré;  mais,  auparavant, 
il  est  bon  de  faire  quelques  reiuarques  sur  la  nature  de  leurs  racines. 

387.  Preiieeeiest.  L’équation  ym  — 1 = 0,  a une  seule  racine 
réelle  si  m est  impair,  et  deux  racines  réelles  si  m est  pair. 

Soit  d’abord  m nn  nombre  impair.  Comme  l’équation  n’a  qu’uns 
variation  de  signe,  elle  n’admet  (n°  315)  qu’une  seule  racine  positive 
qui  est  -j-  1.  D’ailleurs,  aucun  nombre  uégatif  ne  peut  évidemment 
y satisfaire. 

Lorsque  m est  pair,  1 et  — 1 vérifient  l’équation  et  sont  les 
seuls  nombres  qui  puissent  y satisfaire;  car  elle  ne  présente  qu’une 
variation  désigné,  soit  dans  sou  état  actuel,  soit  lorsqu’on  y change 
y en  — y. 

Secosdemest.  L’équation  y"  -j-  1 = 0,  a une  seule  racine  réelle  si 
m est  impair,  et  toutes  ses  racines  imaginaires  si  m est  pair. 

D’abord,  quel  que  soit  m,  l’équation  n’oirrant  pas  de  variations, 
ne  peut  avoir  aucune  racine  positive. 

Ensuite,  quand  m est  pair,  le  changemeut  de  y en  — y ne  produit 
encore  aucune  variation;  ainsi,  dans  ce  cas,  l’équation  n’admet  ni 
racine  positive,  ni  racine  négative. 

Mais  si  m est  impair,  l’équation  est  satisfaite  par  y = — 1 ; et 
c’est  la  seule  racine  négative,  puisque  le  changement  de  y en  — y 
ne  produit  qu’une  variation. 

Troisièmesest.  Les  racines  de  l’équation  y”  — 1 = 0,  ou  de  l’é- 
quation y"  -]-  1 =0,  sont  toutes  inégales;  car  le  polynôme  dérivé 
du  premier  membre  étant  celte  expression  n’a  aucun  divi- 

seur commun  avec  y"  — 1 ou  y”  -j-  1 . 

388.  QciTiutXEaEVT.  1“  Si  a désigne  une  quelconque  des  racines 
imaginaires  de  l'équation  y“  — 1 = 0,  on  a également  a?  pour  racine 

Al.GfeBRE.  38 
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de  relie  équation  ( p étant  un  nombre  entier  quelconque  positif  ou 
négatif). 

Car,  puisque  a vérifie  l’équation,  on  a l’égalité 


d’où  ( a"  )p  = 1 , 

égalité  que  l’on  peut  transformer  ainsi, 

(«")"=!; 

d’où  l’on  voit  que  ap  est  aussi  racine  de  l’équation.  Donc,  a étant 
une  des  racines  imaginaires  de  l’équation  y”  — 1 = 0,  l’on  a éga- 
lement, pour  racines, 


N.  B.  Plusieurs  de  ces  puissances  rentrent  nécessairement  les 
unes  dans  les  autres;  autrement,  l’équation  aurait  plus  de  m ra- 
cines. Et  en  effet,  soit,  par  exemple,  l’équation 

y5 -1  = 0; 

si  a est  une  racine  imaginaire,  on  a l’égalité 

a5  — 1 = 0,  d’où  a5  = 1 ; 

donc  ar’ — a5Xat  = *>  = a5  X = a’  ; et  ainsi  de  suite. 

2°  Si  a désigne  une  quelconque  des  racines  imaginaires  de  l’équa- 
tion y«,-{-  1 = 0,  xi’  est  aussi  racine  ( p étant  un  nombre  impair 
quelconque  positif  ou  négatif). 

En  effet , de  l’équation  am  = — 1 on  déduit  (a“)p  = — 1 , puis- 
que p est,  par  hypothèse,  impair;  or,  cette  égalité  revient  à 

(«7»  = — i; 

donc  aP  est  racine  de  la  même  équation. 

Ainsi,  a' , a*,  a5,  ...  . a~ 1 , a-3,  a- *,  .... 
sont  des  racines  de  l’équation  y™  -j-  1 =0. 

Résolution  de  l’équation  y"  — 1 = 0. 

889.  Cette  résolution  repose  sur  une  formule  trigonométrique  que 
nous  allons  d’abord  faire  connaître. 
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Si  l’on  multiplie  entre  clics  les  deux  expressions 

cos  o -j-  sin  a . j/  — l et  cos  6 -f-  sin  b . y—T, 
on  a , pour  produit , 

cos  a . cos  6 -f-  («in  a . oos  b -j-  sin  b . cos  a) . [/  — 1 — sin  a . sin  b; 

donc , à oause  des  formules, 

cos  (a  -{-  b)  = oos  a . cos  b «—  sin  a . sin  b , 
sin  (o  -J-  b)  = sin  a . cos  b -f-  sin  b , cos  a, 

il  vient  (cos  a -J-  sin  a . ÿ — 1)  (cos  b -|-  sin  b . |/  — 1 j 
==  cos  (a  -f-  b)  -f-  sin  (a  -j-  b)  . j/  — 1 . 

Soit  a b = a',  et  multiplions  cos  o'  4"  sin  «'  . ÿ — 1 par 
cos  c -j-  sin  c .y'  — 1 ; on  trouvera  de  même 

(cos  o*  -f-  sin  a . (/  — 1)  (cos  c -f-  sin  c . j/  — 1) 

= cos  (a'  + c)  -f-  sin  (a'  -j-  c)  . y— T, 
et  par  conséquent , 

(coso-j-sino  . — 1)  (cos  6-}- sin  b . — 1)  (cosc-(-sin  c .[/  — 1) 

= cos  (a  -]-  b c)  -f-  sin  (a  -j-  b -|-  c) . y— T. 

En  général,  soit  un  nombre  m d’arcs,  a,  b,  c,  . . . p;  on  a 
évidemment  le  résultat  suivant 

(cos  a -{-sin  a . ^ — 1)  (cos  fc-{-sin  b . |/^T)...(cos/j+sin  p . |/  — I ) 
—cos  (a-f-i-}-c  -|-  . . • -f-p)  + *in  («  -{-A-j-e  • • • -f-p)  .ÿ  — I. 

Supposons  maintenant  a =b  = c — PS  ü en  résulte 

a -j-  i -{-  c -{-  . . . . -j -p  = ma  ; d’où 


(cos  a -f-  «in  a . — 1)"  = cos  ma  + sin  ma  . j/" — 1 (1). 

Cette  formule  étant  vraie  quel  que  soit  l’arc  a,  on  peut  rempla- 
cer a par  — a;  et  si  l’on  se  rappelle  que  cos  ( — a)  = cos  a, 


sin  ( — o)  = — sin  a,  il  en  résulte  cette  nouvelle  formule 

(cos  a — sin  a . (/  — 1)"  = cos  ma  — sin  ma  . [/-  l • • • (2). 

3K* 
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On  sait  encore  que  2t  désignant  une  circonférence  de  cercle, 
1 le  rayon , et  k un  nombre  entior  absolu  quelconque  , on  a 
cos  2àr  =1  et  sin  2 kr  = 0.  . . . (3). 

390.  Cela  posé,  il  résulte  évidemment  des  formules  (1) , (2),  (3), 

/eos-^^zfcsin-^^  . l/  — 1^  = cos  2ir±sin  2At  . ]/  — 1=1: 
\ m m / r 1 

d’où  Ton  voit  que,  quel  que  soit  le  nombre  entier  k,  l’expression 
cos  ^-dbsin  — - J/—  1,  jouit  de  la  propriété  d’être  une  ra- 
cine m',“*  do  l’unité , c’est-à-dire  do  satisfaire  à l’équation 
ym  — 1=0. 

Pour  obtenir  les  différentes  racines,  il  ne  s’agit  que  d’attribuer 

à k les  valeurs  0,1,2,  3 puis  de  calculer,  au  moyen 

des  Tables  trigonométriques , les  valeurs  correspondantes  de 

2ibr  , . 2 kx 

cos  et  de  sin . 

tn  m 

Discussion.  — Puisque  k désigne  un  nombre  cntiêr  tout  à fait  arbi- 

....  „ . cos  2ir  . sin  2 kr  / - 

il  aire,  il  semble  que  1 expression  y — ± y — 1 

doive  présenter  une  infinité  de  valeurs;  mais  nous  allons  voir  qu’elle 
ne  fournit  réellement  que  m valeurs  différentes. 

Donnons  d’abord  à k toutes  les  valeurs  entières  comprises  depuis 

fil  1 

0 jusqu’à  — 5 — inclusivement  si  m est  impair,  et  depuis  0 jus- 

M 

qu’à  àussi  inclusivement  si  m est  pair  ; il  viendra , par  ces  subsli- 
J* 

talions,  pour 


k ==  0,  . . . . 

y — 

COS 

0 ± 
2t 

sin 

0 . 

b = 1 

y — 

cos 

f/l 

4t 

sin 

f/i 

4r 

Il 

tâ 

y = 

cos 

tn 

6t 

± 

sin 

m 

6t 

ft  ==  8 9 • • • • 

y = 

cos 

t/i 

sin 

— • 
f/i 

k = 


tn  — 1 


(tn — 1 )t  (m — 1 W , r 

,J  = cos  — db  i !—  . }/  — 1, 
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ou  bien  (dans  le  cas  où  m est  pair) 

k = . y = cos  r ± sin  r j/  — 1 = — I. 

Ce  tableau  donne  toutes  les  racines  de  l’équation. 

En  effet , 1°  lorsque  m est  impair , chacune  des  râleurs 
m | 

k = 1,  2,  3,  . . . — j — , fournissant  deux  racines  pour  y,  le  nom- 

fn  | 

bro  total  de  ces  valeurs  donne  nécessairement  2 . ou 

2 

( m — 1 ) racines;  d’ailleurs  k = 0 donne  la  racine  1;  ainsi,  le 

m j 

nombre  des  racines  fournies  par  k — 0,  1 , 2,  3,  . . . — - — , est  m. 

2 

Toutes  ces  racines  sont  essentiellement  différentes , car  les  arcs  0, 
2v  4_r  (m—  1 )r  , : 


— , — , ...  - — *— ,•  étant  moindres  que  t ( ou  la  demi- 

tn  tn  m 

circonférence),  ont  au  moins  des  cosinus  différents. 

2°  Lorsque  m est  pair,  les  deux  valeurs  extrêmes,  k = 0 

et  k = — , fournissent  les  deux  racines  -f-  1 et  — 1 ; d’ailleurs  les 


valeurs  intermédiaires  À = 1 , 2,  3,  . . . ^ — 1^  , donnent 
chacune  deux  racines  ; donc  le  nombre  total  des  racines  qui  corres- 
pondent à A = 0,  1,  2,  . . . — 1^  , est  exprimé  par 

» + *(?-')  f ou  par  tn  ; et  ces  racines  sont  essentiellement 

différentes,  par  la  même  raison  que  ci-dessus. 

On  voit  d’ailleurs  que,  pour  une  même  valeur  de  k , outre  que 

k = 0 si  m est  impair , et  k = 0,  k = ^ , si  m est  pair  , les  deux 

M 

racines  imaginaires  qu’on  obtient  sont  conjuguées  (n°  382). 

En  outre,  ces  deux  racines  sont  réciproques  l’une  de  l’autre 
(n°  209)  ; puisque  l’on  a , pour  leur  produit, 


/ 2 kr 

( cos 

V m 


. ikx 

sin  

»> 


- 0 (co*^-sin^.  !/=!) 


2 kx  . , 24v 

cos’ 1-  sin’  = 1 . 
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Il  nous  resle  maintenant  à faire  voir  qu’en  attribuant  à A de  nou- 
velles valeurs  plus  grandes  que  - - ■ * ou  on  retombera  sur  les 

2 2 

mêmes  racines. 

m | 

Soit  d'abord  m un  nombre  impair;  et  supposons  k = — {-n, 

» étant  un  nombre  entier  positif  quclconquo.  11  vient 

( m -4-  2»  — 1 W . . ( »i  -f  2»  — 1 )r  / r 

y = cos  X 1—  ± sin  i — X L.  . |/_  1 , 


a,  y = cos  -f-  — zfc  sin 


( 2»  — 1 )r 


] y -h 


or,  je  dis  que  ces  valeurs  sont  identiques  avec  celles  qui  correspon- 

, . . . m — 1 , . »»  — 2»  -f-  1 

dent  a k = — ( n — 1 ) , ou  ^ — ' — . 

En  effet , cette  dernière  valeur  de  k donne 

(*»  — 2n -(- 1 )<r  . ( m — 2»  -f-  1 )*■  / 

y = cos  - ! — dh  sin  - ! — .y — 1, 


ou  bien 


f ( 2n  — * 1 )»"|  , . f (2»  — 1 )rT  , 

— J±i,nr — J,J/-  1; 

mais  on  sait  que,  pour  deux  arcs  * -(-  a et  * — a,  l’on  a 
cos  ( t-{- o ) = cos  ( ir  — a)  et  sin  ( *•  -f- o ) — — sin  (v  — a); 
d’où  l’on  conclut 


Donc,  les  deux  racines  qui  correspondent  o k = n,  sont 

A 

identiques  arec  celles  qui  correspondent  à k = — - — ( » — 1 )j 

A 

la  seule  différence  consiste  en  ce  qu’on  trouve  les  deux  racines  dans 
un  ordre  inverse. 
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Si  m eil pair,  soit  encore  fait  k = ™ -[-  n ; il  en  résulte 


8!5S 


y = COS 


• -j-  2iit 


»»>r  2«t 


• /-  1, 


ou  bien  y = cos  ± sin  “H  ~J~)  . j/  — ï j 

• > m . ....  . 

mais  pour  A = — — n,  on  avait  déjà  obtenu 

y = cos  (r-^)  ±sin  («--^)  • j/^i 

donc,  à cause  de  cos  -f-  = cos  (r — 

et  do  sin  (*  + ^1)  =—  sin  (r  - , 


les  valeurs  de  y,  correspondant  à k — — -j-  n,  sout  identiques 

It 

avec  celles  qui  correspondent  à h = ^ — n. 

« 

Donc  enfin,  le  tableau  des  valeurs  que  l’on  a obtenues  pour 

k — 0,  1,  2, 3,  . . . — -on  ^ , renferme  toutes  les  racines  de 

2 2 

y“  — 1=0,  quel  que  soit  m. 


Relation s entre  les  racine * do  réquation  y"  — 1 = 0. 

391.  Eu  jetant  les  yeux  sur  le  tableau  dos  valeurs  de  y qui  corres 


pondent  aux 

diverses  hypothèses 

o 

K 

«*d 

...  et  en  se 

rappelant  la 

formule 

(cos  a -j- 

sin  a . 

i 

eus  ma  -j-  sin  ma  . 

! i 

'i. 

on  voit  que 

• 

hx  . 
cos 

. Ax 
8111  

'x 

1 1 

II 

( J 

(cos  — -f- 

. *2x 

sin  — 

'S 
1 1 

m 

m 

V «* 

m 

6**  , 
cos {- 

. 6x 
8111 , 

II 

M • 

^ . 

/ 2t  . 

[ cos  — 4- 

. 2t 
sin  — 

/=?)• 

m 

m 

\ "* 

t/i 

m — 1 , . m 

cos x 4-  sut  — 

m ' 

—T  Y- 

m 

7 ( 2t 

1 = [ cos 

\ >'* 

2r 
-j-sin  — 
m 

«-ï 

y-)  • 
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si  m est  impair  ; et 


cos  v-j-sin  x . y1- — 1 = ^c°s — -j-  sin  — . / — si  m est  pair. 
Donc , si  l’on  désigne  par  a la  première  racine  imaginaire 


2r  - . 2t  / r 

cos  — . + sin  — 1/  — 1, 


toutes  les  racines  du  tableau  déjà  cité,  correspondant  au  signe  supé- 
rieur,i peuvent  être  représentées  par 


a0,  a',  a3 , . . . a ’ oo  «’ ; 

quant  aux  racines  qui  correspondent  au  signe  inférieur , nous  avons 
vu  qu’elles  sont  les  réciproques  des  précédentes;  ainsi  l’on  a,  pour 
les  nouvelles , 


D’où  l’on  peut  conclure  enfin  que , a désignant  la  première  ra- 
cine imaginaire,  toules  les  racines  de  l’équation  y" — 1=0, 
peuvent  être  représentées  par 

w-i  m 

a',  a1,  e?,  ...  a * ou  a’  , . . . a"-3,  a"-*, 

série  dans  laquelle  les  exposants  ne  sont  autre  chose  que  les  nombres 
entiers  compris  depuis  0 jusqu’à  m — 1 . 

392.  Remarque  importante.  — Cette  propriété  dont  jouit  l’une  des 
racines  imaginaires,  de  reproduire  toutes  les  autres  avec  ses  diverses 
puissances,  n’appartient  généralement  qu’à  la  première  racine, 

c0,  gin  — . l/  — 1,  ou  à sa  conjuguée 

tn  1 *n 

COa  — — sin  — . l/  — 1.  On  a bien  prouvé (n°  388)  que,  a étant 
m m 

une  racine  imaginaire  quelconque,  ar  est  aussi  une  racine  de  l’équa- 
tion; mais  il  n’est  pas  toujours  vrai  de  dire  qu’en  donnant  à p des 
valeurs  entières  convenables , on  pourra , avec  celle  racine  a,  re- 
produire toutes  les  autres. 
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Soit , 'par  exemple , l’équation  y6  — 1 = 0 , qui , pouvant  se 
mettre  sous  la  forme  (y3  — 1)  (y3-j-l)  = 0,  donne 

_ 1 dt  |/— -21  _ , , 1 ± \T^l 

1°  ÿ=  1 et  y— Y , 2°  y = — 1 et  y = ^ ; 

comme  les  trois  premières  racines  proviennent  de  y3  — 1 = 0,  si 

j , . , — 1 -f-  \/  — 3 

1 on  désigné  par  a la  racine , on  a 

M 

a!  = a3  X «’ i a6  = (*3),=  I ; 

d’où  l’on  voit  que  les  trois  premières  racines  seulement  sont  pro- 

, . , _ J _L  i/ZZ  3 

duites  par  les  puissances  de —r . 

À 

1 _L  |/  3 

Mais  il  n’en  est  pas  de  même  de  ; car  on  trouve 

(i±£E?)-_,,  (i±£E»y  = î±iŒl, 

(*  +^z:I)  ’ = -ï+^/-3  ' h 

/l+/râ\4  /i 

\ 2 / 2 ' \ i ) ~ 2 ' 

Ainsi , toutes  les  racines  sont  produites  par  les  puissances 

0,  1,  2,  3,  4,  5,  . . . de  la  racine  — ; et  cela  tient  à ce 

que  celte  dernière  racine  est  la  première  donnée  par  la  formule 

2v  . . 2;r  / — 

cos 1-  sin  — . 1/  — 1, 

m ' m T 

qui  devient,  dans  ce  cas  cos  ^ -{-  sin  ^ • |/  — 1- 

u O 

En  effet,  on  a cos  % — sin  (-  — % ) = sin  mais  lesinusdu 
o \i  A / o 

6'  de  x,  ou  du  12°  de  la  circonférence,  est  la  moitié  de  la  cordc 
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qui  en  sous-tend  le  6',  et  par  conséquent  , est  égal  à la  moitié  du 
rayon  ; donc , 


COS  -5  OU  81  n 

O 


in  g =i;  d’où  sin  ^ = \/  1 - \ = g f/S; 

1 -f-  [/  — 3 


pour 


ce  qui  donne  enfin  — - |/  3 . |/^  — 1,  ou 

la  première  racine. 

N.  B.  Cette  exception  a lieu,  en  général,  pour  les  équations  de  la 
forme  y’*  — 1 =0,  ou  ( y„  — 1 ) (ÿ„+  1 ) = 0. 

Bèsoiuiion  de  l’équation  */”-}-  1 = 0. 

303.  Comme  on  a 

cos  ( 2A  — (—  1 ) *•  — — 1,  siu  ( 2i  -J-  I ) sr  = 0, 
on  peut  conclure  des  furiuulcs  (I)  et  (2)  établies  n°  389 , 


.✓=!]*- 


cos  ( -j-  1 ) x ± sin  — 1 = — 1; 

d’où  l’on  voit  que  l’expression 

_(M  + 1)>  ±B.n(«  + l)r 


Y- 1 


peut  être  prise  pour  la  racine  m'4*4  de  — 1,  ou  pour  l’expression 
générale  d’une  racine  de  la  proposée;  et  l'on  obtiendra  les  diverses 
racines  en  attribuant  à k la  série  des  valeurs  0,  1,  2,  3,  . . . 

Donnons  à k toutes  les  valeurs  comprises  depuis  0 jusqu’à 


>n  — l . . . , ....  m , 

— - — si  m est  impair,  et  depuis  0 jusqu  a — — I,  ou 
2 À 


m — 2 


% 


m est  pair  j on  obtiendra  successivement,  pour 

k = 0,  . * . . y = cos  d=  sin  — . — 1 , 


X 

f/l 

3t 


m 

Sx 


y =3  cos  — dr  sin 

m m 


• l/—  */ 


, « Sx  . ox  / r 

k = 2,  « . • • y = cos  — ± sin  — . y — 1, 


bX 

m 
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IlE  L'ÉQUATION  y"  -4-1  = 0. 


m — 1 


k = — — ^ — -, ...  y = cos  ir  ±sin  *■  . j/  — 1 . ==  — 1, 

= — y=C0»  (t-^)  ±>in  (*-  J).  |/=T. 
Je  dis  que  ce  tableau  renferme  toutes  les  racines  de  l’équation 

y +1=0. 


En  effet,  lorsque  m est  impair,  commo  la  valeur  k 


m — 1 


ne  donne  que  la  racine  — 1 , mais  que  toutes  les  autres  0, 1 , 2,  ... 
——z — - — 1 ou  — -,  en  donnent  deux  chacune,  il  s’ensuit 

que  le  nombre  total  des  racines  fournies  par  ces  valeurs  est 

, . „ . 2 ( m — 3 ) 

1 + 2 -J ^ -,  ou  m. 

m ^ 

Si  m est  pair,  chaque  valeur  de  k depuis  0 jusqu’à  — - — donne 

M 

deux  racines  ; ainsi,  le  nombre  total  des  racines  fournies  est 

* , 2 ( m — 2 ) 

2 -j ou  m. 

On  démontrerait  d’ailleurs,  comme  on  l’a  fait  pour  ym  — 1 = 0 , 

qu’en  donnant  à k des  valeurs  plus  grandes  que  ——x — - si  m est 

2 

ni  — 2 

impair,  et  que g — si  m est  pair , on  doit  retrouver  les  mêmes 

racines  ; donc,  etc. 

394.  On  voit  encore,  d’après  l’inspection  de  co  tableau,  que,  si 
a désigne  la  première  racine  imaginaire,  ou  cos  — — ]—  sin  — . j/  — 1, 
toutes  les  racines  qui  correspondent  au  signe  supérieur,  sont  expri- 


mées par 
ou  v 


a,  a , aJ 


suivant  que  m est  un  nombre  impair,  ou  un  nombre  pair.  D’ailleurs, 
les  racines  qui  correspondent  au  signe  iuférieur,  étant  les  récipro- 
ques des  précédentes,  ont  pour  valeurs, 


1 1 1 


1 1 

— ou  

a"  am~ 


ou,  à cause  de  a”  = — 1,  d’où  a’»  = 1, 

a”"-5,  a*1»-*,  ...  . a’*  ou  a”’+‘. 
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Donc  enfin  toutes  les  racines  de  l’équalion  y*“  — {—  1 = 0 sont, 
dans  l’hypothèse  de  tn  impair, 

a',  a},  a5,  al,  . . . a"*-’,  «»»,  a1"'*-*,  . . . a*™-*,  a1*-1  ; 
et  dans  l’hypothèse  où  m est  un  nombre  pair, 

a',  a3,  a5,  al,  . . . am~',  a"1"3-3,  . . . av”~3,  a,m~‘. 

JV.  B.  Potir  plus  de  généralité,  nous  avons  établi  des  formules 
pour  résoudre  l’équation  y"  -}-  1 =0,  quel  que  soit  m;  mais  quand 
m est  impair,  on  peut  changer  y en  — y,  ce  qui  donne  y"  — 1=0; 
et  l’on  voit  que,  dans  ce  cas,  les  racines  de  l’équation  y"1  l = 0 
sont  égales  aux  racines  de  l’équation  y*  — 1=0,  prises  en  signes 
contraires. 

393.  Scolie  général.  — En  récapitulant  tout  ce  qui  vient  d’être 
dit  sur  les  équations  à deux  termes,  on  peut  conclure  qu’un  radical 
quelconque  a toujours  autant  de  valeurs  qu’il  y a d'unités  dans  son 
indice.  Ces  valeurs  sont  égales  à la  racine  arithmétique  do  la  quantité 
sous  le  signe,  considérée  avec  sa  valeur  absolue,  et  multipliée  suc- 
cessivement par  chacune  des  racines  do  -|-  1 ou  de  — 1 . 

Ainsi,  lorsque  l’on  a deux  radicaux  à multiplier  l’un  par  l’autre, 
le  produit  est  susceptible  d’autant  de  valeurs  différentes  qu’il  y a 
d’unités  dans  le  produit  des  deux  indices,  à moins  que  les  degrés 
des  deux  radicaux  ne  soieut  égaux;  car  alors  plusieurs  valeurs  de- 
viennent identiques. 

Soit,  par  exemple,  [/  a à multiplier  par  (/ b.  Désignons  par  p 
et  q leurs  valeurs  arithmétiques,  on  a (n*  391),  pour  le  premier 

ch», *°P,  *P,  *’P, 

et  pour  le  second,  . . . a°q,  aq,  a'q ; 

multipliant  chacun  des  termes  de  la  première  ligne  par  chacun  des 
termes  de  la  seconde,  on  obtient 


arp, 

aP<h 

a'pq, 

apq, 

a'pq, 

a,PV> 

à’pq, 

a3pq, 

a'rpq, 

expressions  qui  se  réduisent  à trois  différentes,  pq,  apq,  cl  a,pq,  si 
l’on  observe  que  l’on  n a3  = 1,  et  if  = s. 

Il  en  est  de  meme  lorsque  les  deux  indices  ont  un  facteur  com- 
mun. Le  nombre  des  valeurs  differentes  du  produit  est  alors  égal  ait 
multiple  commun  le  plus  simple  des  deux  indices. 
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Ces  observations  complètent  ceque  nousavonsdit  dans  lesixièmo 
chapitre  (u°  1C7)  sur  la  multiplicité  des  valeurs  d’un  radical. 

Equation  trinôme,  x3n  -j- jix»  = q. 


306.  On  appelle  ainsi  toutei  les  équations  qui  ne  renferment  que 
deux  exposants  de  l’inconnue , doubles  l’un  de  l’autre,  et  des  quantités 
toutes  connues. 

Ces  équations  peuvent  toujours,  par  la  transposition  et  par  la 
réduction  , être  ramenées  à la  forme  ci-dessus  ; et  leur  résolution 
dépend  uniquement  de  celle  de  l’équation  du  second  degré  et  de 
l’équation  à deux  termes. 

En  effet,  soit  posé  *"  = y ; il  en  résulte 


y'+py=<i>  d’°“  y = - 2 ± y/  j +?; 
donc  *= j/y  =y/  - f ± y/Ç  + ?; 

ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  x,  il  suffit  de  multiplier 


l’une  des  racines  mi>mM  de 


et  l'unedes  racines  m’*""de 


par  chacune  des  racines  tnUm"  de  — j—  1 . 

Soit,  par  exemple,  l’équation  x6  — 7x3  = 415 1 44  ; 
en  posant  x3  = y,  on  trouve  y’  — 7 y = 48144  , 
d'où  l’on  déduit  y = 216  et  y = — ■ 209. 

Donc 


1°  x3  ==  216;  d’où  x=8,  x = 6 . a,  x = 6 . a’; 

2»  x3=— 200;  d’où  x=-(/  209,  x=-a.  ^209, x=-a\  / 200, 

a désignant  la  première  racine  cubique  imaginaire  de  l’unité. 

La  résolution  des  équations  trinômes  conduit  à l’extraction  de  la 
raciuc  m"m’  d’une  quantité  en  partie  rationnelle  et  en  partie  irra- 
tionnelle du  second  degré.  Nous  avons  déjà  (n“  1 1 8J  traité  un  cas 
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particulier  üc  cette  question  , celui  de  la  racine  carrée  , et  nous 
aurions  maintenant  à considérer  le  cas  général  d’une  racine  do 
degré  quelconque.  Mais  celte  opération  offrant  peu  d’applications 
dans  l’analyse  algébrique,  nous  nous  dispenserons  de  la  développer 
ici,  et  nous  renvoyons,  pour  cct  objet,  aux  éditions  précédentes 
de  notre  ouvrage. 

§ III.  Résolution  des  équations  générales  de  degré  supérieur 
au  second. 

Nous  avons  maintenant  une  tâche  importante  à remplir,  c’est  de 
faire  connaître  les  travaux  des  analystes  sur  le  fameux  problème  do 
la  résolution  des  équations  générales  de  tous  les  degrés.  Ce  pro- 
blème, qui  a longtemps  occupé  les  mathématiciens  les  plus  célèbres, 
a pour  but  : étant  donnée  une  équation  générale  et  complète,  d'obte- 
nir les  expressions  de  ses  racines  au  moyen  d’un  nombre  limité  d'o- 
pérations algébriques  effectuées  sur  les  coefficients.  Jusqu’à  présent, 
la  question  n’a  été  résolue  que  pour  les  quatre  premiers  degrés  ; et 
l’on  doute  si  jamais  on  pourra  parvenir  à une  résolution  complète 
pour  tous  les  degrés. 

Quoi  qu’il  en  soit,  nous  commencerons  par  exposer  la  pins  simple 
de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équations  du 
troisième  et  du  quatrième  degré;  ensuite  nous  ferons  connnilro 
d’autres  méthodes  susceptibles  de  s'appliquer  avec  plus  de  succès 
aux  équations  d’un  degré  supérieur. 

/équation  du  troisième  degré. 

397.  D’abord  , on  peut  supposer  (n°  260)  l’équation  privée  de 


son  second  terme,  et  ramenée  à la  formo 

s:3  + px  + q = 0 (1). 

Faisons,  dans  cette  équation,  x = y -j-  z (2), 


c’est-à-dire  supposons  x égalé  à la  somme  de  deux  autres  incon- 
nues (celte  forme  que  nous  donnons  à la  valeur  des:  peut  être  moti- 
vée sur  ce  que,  dans  l’équation  générale  du  second  degré,  la  vulcur 
<lc  x se  compose  aussi  de  deux  parties  distinctes). 
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On  obtient , en  élevant  l’équation  (3)  au  cube  , 

*3  =*=  y3  + Sy"*  + %*’  + 33  = y3  + *3  + %*  ( y + * )> 

ou  bien  , *3  = y3  -j-  a1  -(-  3ys  . x, 

et  transposant , xi  — 3ys  . x — y3  — s5  = 0. 

Pour  que  nette  équation  s’accorde  avec  l’équation  (1),  il  faut 
et  il  suffit  que  l’on  ait 

P = — 3ys,  j d.où  j ys  (3), 

9 = — y3  — *’>  1 \ y3  + *3  = — ? • • • {*)■ 

Dès  que  ces  deux  conditions  seront  satisfaites,  les  valeurs  de  y 
et  de  s seront  telles  que  leur  somme  exprimera  In  valeur  de  x, 
propre  à vérifier  l’équation  (1).  Tâchons  donc  de  déterminer  y et  a 
d’après  ces  deux  conditions. 

p3 

L’équation  (3),  élevée  an  cube,  donne  ÿ5i,  = — 
mais  on  a déjà  y3  -j-  a3  = — q; 

donc  (n°  114)  les  quantités  y5  et  s3  sont  liées  entre  elles  par  l’éqna- 
lion  du  second  degré 

'’  + 9'-f 7 = 0....  (5), 

dont  le  second  ternie  a pour  coefficient  la  somme  donnée,  — q, 

prise  en  signe  contraire,  cl  le  dernier  terme  est  égal  au  produit 

• P* 

aussi  donne,  — 

Cette  équation  est  appelée  l*  rédcite  de  l’équation  du  3'  degré, 
parce  que  c’cst  de  sa  résolution  que  dépend  celle  de  la  proposée. 


L’équation  (5)  donnant  t =*  — ^ ±v/ 

Uvienty3  = — I + ^/a  + = - i_v/ T +S* 

d’où,  à cause  delà  relation  x = y -j-  s, 

- - y -iw’+^ÿ-i-vr+îa- 

expression  qui  renfermo  iniplicitenicnt  les  trois  racines. 
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Eu  effet,  désignons  par  m et  n ce  que  deviennent  respectivement 
les  deux  radicaux  cubiques  quand  on  y remplace  p et  q par  leurs 
valeurs  correspondant  à l’équation  (1)  ; puis  observons 

1°  Que  les  équations  y3  ==  m5,  s3  = n3,  donnent  (n*  395) 

y = m,  y — xm,  y — x'm,  et  s = n,  s = an,  s = a’n 

(l , a,  a%  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l’unité)  ; 

2°  Que  le  produit  des  deux  valeurs  de  y et  de  a,  dont  la  somme 

exprime  la  valeur  de  x,  doit  tire  égal  à — rj , d’après  la  relation  (3). 

Il  en  résulte  évidemment  qu’on  obtiendra  toutes  les  racines  de 
l’équation  (1)  en  combinant  deux  à deux  les  six  valeurs  ci-dessus 
de  y et  de  s,  et  ne  prenant  toutefois  que  les  combinaisons  qui  don- 
nent un  produit  égal  à — 1|. 

Or,  on  a,  en  premier  lieu , 

-x.=N/-i+v/!TSxv/-iVï+£ 


donc,  x — m- f-  n forme  ia  prerièrs  excise. 

En  second  lieu , xm  X a'n  = <?mn  = n,n  — — g » 

donc , x = xm  - f-  a’»  donne  use  secosde  racine. 

Enfin , x'm  X«»  = «3»*n  = mn  = — jj  ; 

donc  , x — x’m  -J-  un  exprime  une  troisième  racine. 

Aucune  des  autres  combinaisons  ne  remplit  (comme  on  peut  s'en 

assurer  aisément)  la  condition  que  le  produit  soit  égal  à — ainsi 

elles  doivent  être  rejetées,  et  l’on  a,  pour  les  trois  racines  de  la 
proposée, 

x = »«-)-«,  x — xm  a’» , x=u'in-\-an. 

N.  B.  Ou  parvient  encore  anx  deux  dernières  valeurs  de  x en 
divisant  le  premier  membre  de  l’équatiou  (1)  par  x — «i  — »».  Mais 
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auparavant  il  est  nécessaire  de  modifier  la  forme  de  ce  premier 
membre.  Comme  on  a , en  vertu  des  équations  (3),  (4) , et  des  deux 
équations  y = m,  s = », 


mn=  — *»3-{-n3  = — ç, 

O 

il  en  résulte  p=  — imn , q = — »»3  — n3  ; 

d’où , substituant  ces  valeurs  de  p et  de  9 dans  le  premier  membre 
de  la  proposée, 

s?3  — 3 mis  . x — m3  — n3 , 

expression  qui , divisée  par  s — m — n , donne 

x2  -f-  (m  -f-  «)  x m1  — mn  -f-  n’. 

Égalons  oe  quotient  à 0 , et  résolvons  ; il  vient,  toute  réduction 
faite , 

f-  + -â— /-3,  *= f 


valeurs  dont  il  est  facile  de  prouver  l’identité  avec 
x = am  -j-  a’»  , X = a2m  an  , 
en  se  rappelant  (n°  167)  que 


_ — 1-f-p/— 3 

2 


a,=-i-y: 

a 


D1SCCSS10.V. 


Les  quantités  m et  n renfermant,  dans  leurs  expressions,  le  ra- 
dical y/ïü  , on  conçoit  que  la  réalité  ou  l'imaginarité  des 
trois  racines  dépend  principalement  du  signe  de  la  quantité 

q*  p3 

On  est  donc  conduit  à faire  les  hypothèses  suivantes  : 

£+£>», £+£=0,  £+£<„. 


Examinons  successivement  ccs  trois  hypothèses. 

ALCfcBBE. 


SB 
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398 1°  T+è>°- 


Dans  ce  cas,  comme  les  deux  racines  de  la  réduite  (8)  sont  réel- 
les et  inégales , il  s’ensuit  que  les  quantités  ni  et  n sont  aussi  réelles 
et  essentiellement  differentes  l'une  de  l’autre. 

Ainsi,  la  première  râleur  x = m », 

- •- \/-l+'s/h4+  v/-i Vf+I- 

est  réelle. 

» , , » + « m — n / s 

Les  deux  antres,  # = — — jj — ± ^ — y — a, 

sont  imaginaires;  car  elles  renferment  (/  — 3,  et  d’après  l’hypo- 
thèse, m — n est  réel  et  diffèrent  de  0. 

Quant  au  signe  de  la  racine  réelle,  le  principe  établi  n° 3 12,  sur 
les  équations  de  degré  impair,  prouve  quo  cette  racine  est  positive  si 
q est  négatif,  et  négative  si  q est  positif;  ce  dont  il  est  d’ailleurs 
facile  de  se  rendre  compte  par  la  discussion  de  la  première  valeur  de 
x ci-dessus. 


390 


2° 


2!  + £ * o. 

M ^ 27 


Dans  ce  nouveau  cas , les  racines  de  la  réduite  se  réduisant  l’une  et 
l’autre  à — %r,  les  valeurs  de  m et  de  n sont  réelles  et  égales  cha- 

Ji 


cune 


3 

A 00  qui  donne , pour  la  première  valeur  de  s,] 

*=sv/~> 

„ ni  -1-  n _ / o 

— = 0.  el  - J — m — y/  — 


Pour  les  deux  autres,  comme  on 
il  en  résulte  m 
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ainsi , cci  valeur*  sont  égales , et  so  réduisent  chacune  à 


* = - \f~\! 


c’esl-à-dire  qu’elles  sont  toutes  deux  la  moitié  de  la  première 
valeur. 

Donc,  en  supposant  lo  dernier  terme  q positif,  l’équation  (1)  a 


une  racine  i 


cine  réelle  négative , — 2 \/  et  deux  racines  positives 
égales  y/  |. 

Le  contraire  a lieu  quand  le  dernier  termo  est  négatif ; c’est-à- 
dire  qu’elle  a une  seule  racine  positive  et  deux  racines  négatives 
égales. 


400 


f £i 


8°  ^ <[  0.  C’a*  irréductible. 


Cette  condition,  qui  exige  nécessairement  que  p soit  négatif,  donne 
pour  la  réduite  deux  racines  imaginaires  ; et  la  première  valeur  de  x 
se  présente  sous  la  forme 

* = m + n = J/'M  -|-  S |/^ï  + — N 

D’après  cela,  il  semble  au  premier  abord  que  cette  valeur  do  x doive 
être  imaginaire,  aussi  bien  que  les  deux  autres,  qui  renferment  déjà 

dans  leur  expression  le  symbole  [/  — 3.  L’équation  (I)  aurait  donc 
ses  trois  racines  imaginaires  ; ce  qui  serait  en  contradiction  avec  le 
premier  théorème  du  n"  312. 

Hais  on  peut  démontrer  que,  dans  les  expressions  des  trois  ra- 
cines , les  imaginaires  s’entre-détruisent,  et  que  les  trois  racines  sont 
réelles. 

En  effet , si , en  admettant  (n°  174))  l’exactitude  de  la  formule  du 
binôme  dans  le  cas  de  l’exposant  fractionnaire,  on  pose 

m — î dans  ( a -J- Z»  j/  — l)**  (n®  882), 

on  trouve  j/M  -f  N 1=P  + Q |/—  I, 

|/ïl  — N j/  — 1 = P — Q j/HTf  ; 

3b* 
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ce  qui  donne  «-)-«  = j/  — 1 — N {/  — 1 = 2P; 

ainsi,  la  première  valeur  de  x est  réelle  , et  se  réduit  à 

* = 2P. 

Quant  aux  deux  autres,  comme  on  a 

*n  -{-  « = 2P,  m — n = 2Q  [/  — 1, 
on  obtient , en  substituant  dans  l’expression 


= — P±Q/^~Î  . 3 = — P^Q^S 


(n°  170). 


Ainsi,  les  trois  valeurs  de  x sont  réelles. 

Le  dernier  cas  que  nous  venons  d’examiner,  et  sur  lequel  les 
analystes  se  sont  beaucoup  exercés,  porte  le  nom  de  cas  iiiSosctible, 
parce  que,  malgré  la  réalité  bien  prouvée  des  trois  racines,  les  for- 
mules obtenues  précédemment  ne  peuvent  être  d’aucune  utilité 
pour  leur  détermination.  En  effet,  on  vient  de  voir  que  l’on  ne  sau- 
rait débarrasser  ces  formules  des  imaginaires  qu’elles  renferment, 
qu’en  réduisant  la  première  valeur  de  x en  une  suite  infinie,  rare- 
ment convergente;  et  il  est  iinpossibla,  lors  même  que  lu  série  est 
convergente , d’obtenir  les  expressions  exactes  des  trois  racines. 
On  est  donc  forcé , dans  ce  cas , d’avoir  recours , pour  les  applica- 
tions, aux  méthodes  de  la  résolution  des  équations  numériques. 

401 . Au  reste , la  condition  de  réalité  des  trois  racines  de  l’équa- 
tion 

*3  + + 9 = °, 

est  une  conséquence  très-simple  du  théorème  do  M.  Slurm  (n°  347). 

Si  l'on  applique  à cette  équation  la  règle  établie  dans  ce  numéro, 
on  trouve  pour  les  fonctions  X,  X,,  X, , X, , 

X=x3-| -px-\-q,  X,=2x ’-f-p,  X,= — ipx — Sq,  X,= — 4ps— 27j\ 

Cela  posé , pour  que  l’équation  ait  ses  trois  racines  réelles,  il  faut 
et  il  sut&t  qu’en  substituant  successivement  — oc  et  -}-oo  dans  les 
* premiers  termes  de  ces  fonctions,  on  obtienne  3 variations  par  la 
première  substitution,  et  3 permanences  par  la  secundo,  c'est-à-dire 
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DU  THÉORÈME  DE  M.  STÜRM. 
qu’on  doit  avoir  l’une  des  deux  combinaisons 

-| j ou  — -j- (- 

+ + + + + + + +, 
dont  la  dernière  est  la  seule  admissible  , puisque  l'équation  est  de 
degré  impair. 

Or,  il  est  évident  qne  les  deux  premières  fonctions  X,  X,,  don- 
nent respectivement f-  et  -| — J-,  par  la  substitution  do  — oo 

et  de  oc  , sans  qu’il  en  résulte  aucune  condition  pour/)  et  q. 

Mais  pour  queX. , X,,  donnent  également }—  et  —J — |— , on 

voit  qu’il  faut  1° que  p soit  négatif,  2°  que  l’on  ait ■ — 4 pl  — 27 q1 
positif,  ou  4 p'  -{-  27 q1  négatif,  condition  qui  renfermo  implicite- 
ment la  première. 

Ainsi,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  la  réalité  des  trois 
racines  est 

* P'  + 27?’  <0,  ou  |1  + Ç < 0. 


Dans  le  cas  particulier  de  4 pi*  27 q*  = 0 , comme  on  a alors 

X,  = 0,  il  faut  nécessairement  (n°  347)  que  la  proposée  ait  deux 
racines  égales  qu’on  obtiendra  en  posant  X,  ou  — 2 \px  — 3q  = 0; 

d’où  x = — 

2 P 


Mais  la  relation  supposéo  donne  p 
d’où,  substituant  dans  la  valeur  de  x et  réduisant, 


-Vi 


-\4 


Ainsi,  deux  des  trois  valeurs  do  x sont  égales  à % / -U.  La  troi- 

s 

sième  est  d’ailleurs  nécessairement  — 2 \/  s-,  puisque  l’équa- 


h\/i- u 

- 3 \J 1-  puîs 


tion  est  privée  de  second  terme. 

Lorsque  l’on  a 4/>’  -j-  27 q1  0,  une  seule  racine  est  réelle  , 

et  les  deux  autres  sont  imaginaires. 

Tous  ces  résultats  s’accordent  avec  ce  qui  a été  dit  dans  les  nu- 
méros 308  et  suivants. 
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Equation  du  quatrième  degré.  . 

402.  Soit  *4  -j-  px * -(-  qx  -J-  r = 0 . . . (1) 

l’équation  à résoudre  ( Nous  supposerons  encore  l’équation  privée 
de  second  terme  ). 

En  se  laissant  conduire  par  l’analogie,  on  peut  être  tenté  de 
faire  x = y -)-  »,  c’est-à-dire  m égal  à la  somme  de  deux  autres  in- 
connues ; c’est  en  effet  la  marche  que  Lagrange  a suivie,  en  em- 
ployant ensuite  plusieurs  artifices  d’analyse  pour  tirer  parti  de  sa 
méthode.  Mais  les  calculs  qui  se  rattachent  à cette  méthode  soot 
très-compliqués;  et  l’on  parvient  beaucoup  plus  promptement  aux 
expressions  de  l’inconnue  par  l'introduation  de  trois  indéterminées. 

Soit  donc  fait  dans  l’équation,  x = y s -{-  u (2}; 

il  vient,  par  l’élévation  au  carré, 

X1  = y’  -f-  s’  -j-  «’  -f-  2 ( yx  -J-  y»  -j-  au  ), 
ou  x1  — (y’  -j-  a’  -j-  «’)  = 2 ( yz  -f-  y»  -j-  tu  ); 

carrant  de  nouveau  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation, 
l’on  obtient 

*4  — 2 (y’ + *’ + »’)  x’+(y’ +*’ + )’= * (y’  x’ + y s’  «’) 

+8y4«*(y  ■+■*+•*). 

ou,  remplaçant  y a -j-  u par  x,  et  transposant , 

x'i  — 2(y,-j-a’-j-u,)xa  — 8y aux  -J- ( y ’ s1  -}-  «’  )* 

— 4 (y’s’ -f-y’ »’+ s’ u’) 

Or,  pour  que  celte  équation  s’accorde  avec  la  proposée,  il  faut  et  il 
suffit  que  l’on  ait 

1>=—  aty’-f-s’  + u’),  d’où  y’  + a • • •(*); 

2°  r—  (y’+s’+u’)’—  4(y1*’—j—y,u’ +*>!*’), 
d’où y’x*-fy’w’-f 

8°  q = — 8yst(,  d’où ysu  = — ^ (8). 
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Telles  sont  les  équations  de  condition  qui  peuvent  servir  à dé- 
terminer les  valeurs  de  y,  s,  u,  dont  la  somme  formera  d’ailleurs 
la  valeur  de  x.  Or,  l'équation  (5),  élevée  au  carré,  donne 

9’ 

Sf**’»’  ~ W 

d’où  l’on  voit  que  les  carrés  y % a’,  u',  sont  tels  quo  leur  somme  est 
égale  à un  nombre  donné,  — (?-,  la  somme  de  leurs  produits  deux 

A 

P*  — ^ _ 

à deux,  égale  à un  aulro  nombre  donne,  L — — — , et  enfin  lo  pro- 


duit de  ccs  trois  carrés,  égal  à -j^. 

Donc , en  vertu  des  relations  qui  existent  (n°  242)  entre  les  coef- 
ficients et  les  racines  de  l’équation  du  troisième  degré,  la  détermi- 
nation de  y ■*,  s’,  u\  ne  dépend  plus  quo  de  la  résolution  de  l’équa- 
tion du  troisième  degré 


'+Ç'+e,. 


— 4r 


Si,  pour  faire  évanouir  les  dénominateurs, 


on  pose  t — - , 


il  vient  s3  -f-  2 p’  -}-(/>’  — 4r)  s — q'  — 0 . . . . (0), 


Tolloest  la  réduite  de  l’équation  du  quatrièmo  degré. 

Désignons  par  s",  les  trois  racines  de  l'équation  (6)  que  l'on 
sait  maintenant  résoudre;  il  çn  résulte 


y=±lj/s'?  a = ±ij/s",  «=±î| 


et  comme  on  a d’ailleurs  x — y s -j-  u , il  faut  combiner  ces 
valeurs  par  addition  , ce  qui  donnera,  en  apparence,  liuit  valeurs 
différentes.  Mais  si  l’on  observo  que  l’on  a , pour  une  des  équations 

de  condition, ....  ysu-=  — ? , 

on  ne  doit  tenir  compte  quo  des  combinaisons  telles  que  le  produit 
destrois  valeurs  de  y,  x et  u,  soit  positif  si  q est  négatif,  et  néga- 
tif si  q est  positif. 

D’après  cc-Ia  , le  nombre  des  solutions  est  évidemment  réduit  à 
quatre,  savoir  : 
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1“  Lorsque  q est  négatif,  auquel  cas  la  proposée  est 


x\  pj;-»  — qx  -{-  r = 0, 


x = + \v'*’  + \l"'  + 1^'"’, 

* = - \v  < +\v  •"  -\v  , 
, = -L^.'_^s"  + 2V*"', 


. (7): 


dans  ce  cas,  les  trois  radicaux  doivent  être  positifs,  ou  l’ts»  positif 
et  les  deux  autres  négatifs. 

2°  Lorsque  q est  positif,  ou  que  la  proposée  est 


xi  p&  -{-  qx  -f-  r = 0, 

, - -\v  ‘ -\v  e -\v . 

* = A-\v* -\ve  + \v<". 

•“  + ï ^ + ï^-ï  V<", 


(trois  radicaux  négatifs,  ouu»  négatif  et  deux  positifs). 

Pour  obtenir  les  quatre  racines  en  fonction  immédiate  des  coef- 
ficients de  la  proposée,  il  faudrait  remplacer  s",  s'",  par  leurs 
valeurs  tirées  de  la  réduite;  mais  les  formules  que  l’on  obtiendrait 
seraient , comme  on  peut  en  juger,  extrêmement  compliquées. 


Discussion. 


403.  La  rcalitéou  l’imaginarité  des  racines  de  la  proposée  dépend 
essentiellement  de  la  nature  des  racines  de  la  réduite;  ainsi,  l’on 
est  conduit  à établir  les  hypothèses  suivantes  : 

1°  l.A  RÉDUITE  MET  AVOIR  SIS  TROIS  RACISE8  RÉII.LES  \ mais  «lOTS  , 

comme  ton  dernier  terme  — q’’  est  essentiellement  négatif,  il  s’en- 
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nuit  que  ces  trois  racines  sont  positives,  ou  bien  que  l’une  est  posi- 
tive et  les  deux  autres  négatives  (n°  815). 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives,  les  quatre  racines 
de  la  proposée  sont  nécessairement  réelles. 

Si  l’une  d’elles  seulement , *'  par  exemple,  est  positive,  les  quatre 
racines  de  la  proposée  sont  imaginaires,  à moins  que  l’on  ne  suppose 
les  deux  racines  négatives,  s",  de  la  réduite  (6),  égales  entre 
elles,  auquel  cas  les  formules  (7)  et  (8)  se  réduisent  a 

*=  \z *'~v  >"•  -y »-\z 

ou  bien  x==  — ^ |/#'  — Z‘">  ~~  5 * » 2^*’ 

c’est-à-dire  que,  dans  ce  cas  particulier , les  deux  premières  racines 
sont  imaginaires,  et  les  deux  autres  sont  réelles  et  égales. 

5°  La  réduite  peut  avoir  uni  seule  racine  réelle. 

Soit  *'  cette  racine,  qui  est  nécessairement  positive  (puisque  le 
dernier  terme  — 9’  est  négatif)  ; comme  les  deux  autre#  racines 

s"  et  sont  imaginaires , si  l’une  est  de  la  forme  a -f-  b |/ — 1 , 

l’autre  est  nécessairement  (n°  882)  de  la  forme  a b Z I > or> 
on  a (n°  121) 

l/a+bZ / a — bÿ^ï—m  —nZ^l  ; 

d’où  -f  (/o— fc/^î  = 2»n, 

j/a-^fc^/rri  _(/a  — 6j/— T=2nj/  — 1 ; 

donc , quel  que  soit  le  signe  de  9 dans  la  proposée,  les  deux  premières 
racines  sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaires  ; car  dans  les  for- 
mules (7)  et  (8),  les  expressions  des  deux  premières  racines  renfer- 
ment [/  et  J/  s'"  avec  le  même  signe,  tandis  que  dans  les  expres- 
sions des  deux  dernières,  ces  deux  radicaux  sont  affectés  de  signes 
contraires. 

En  récapitulant,  on  voit  que  l’équation  dn  4”  degré  peut  avoir 
ses  quatre  racines,  ou  réelles  à la  fois , ou  imaginaires  à la  fois,  ou 
bien  avoir  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires  (Ce  résul- 
tat est  conforme  au  principe  établi  n°  818). 
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Méthode  de  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré 
par  les  fonctions  symétriques. 

De  toutes  les  méthodes  que  les  analystes  ont  essayées  pour  ré- 
soudre les  équations  algébriques,  celle  qui  est  (ondée  sur  la  théorie 
des  fonctions  symétriques,  et  que  l’on  doit  à Lagrange,  est  sans 
contredit  la  plus  féconde  et  la  plus  élégante,  quoiqu’elle  entraîne 
dans  des  calculs  assez  longs;  mais  du  moins  on  se  forme  aisément 
une  idée  de  la  manière  dont  elle  peut  être  appliquée  aux  équations 
d’un  degré  supérieur  nu  quatrième. 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode,  nous  allons  d’abord 
l’appliquer  à l’équation  du  second  degré. 

Equation  du  second  degré. 

404.  Soit  x'-\-px-^q  = 0 l’équation  proposée. 

Appelons  a cl  b ses  deux  racines;  on  a déjà  (n*  Î45)  entre  ces 
racines  et  les  coefficients  les  relations 

a-j-h  = — p,  ab  = q. 

Si  l’on  pouvait  former  entre  a ci  b une  autre  relation  du  premier 
degré , l’on  aurait , pour  déterminer  ces  deux  quantités,  deux 
équations  du  premier  degré;  et  la  question  n’offrirait  plus  aucune 
difficulté. 

Désignons  donc  par  la  -}-  mb  la  fonction  de  a cl  b,  qui  doit  en- 
trer dans  la  composition  de  cette  relation  inconnue;  et  posons 

la  -(-  ni  b — s, 

I , ni,  s,  étant  des  quantités  qu’il  s’agit  de  déterminer. 

Comme  Ib  -J-  ma  donne  , par  l’échange  des  lettres  a et  b , deux 
combinaisons  différentes , la  mb  et  Ib  -J-  ma,  il  s’ensuit  (n°  Ï98) 
que  l’équation  qui  donnera  la  valeur  de  s doit  être  du  second  de- 
gré et  de  la  forme 

[z  — [la  -|-  mi)]  . [s  — (Ib  -feu)]  = 0 . . . (1)  ; 

et  puisque  celte  équation  est  du  second  degré,  il  faut  du  moins 
lâcher  qu’elle  ne  soit  qu’à  deux  termes,  ou  do  la  forme  s’  =4, 
parce  qu’alors  une  simple  extraction  de  racine  suffira  pour  la 
résoudre. 
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PAR  LES  FONCTIONS  SYMÉTRIQUES. 

Or , pour  qu’elle  so  réduise  à cette  forme , il  faut  et  il  suffit  quo 
les  deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition  Ib  -(-  ma  — — (la  -j-  mb)  -, 
il  en  rcsulto  (l  -f-  m)  (o  -f-  fc)  = 0 ; 

mais  on  ne  peut  avoir  a -f-  b = 0 , puisque  lo  coefficient  du 
second  terme  de  la  proposée  est  différent  do  0 ; ou  a donc  né- 
cessairement 

/ m = 0 , d’où  / = — m. 

D’ailleurs,  la  condition  précédente  suffit  pour  remplir  l’objet  que 
l’on  S’était  proposé  ; ainsi,  m reste  indéterminé,  et  l’on  peut  faire, 
pour  plus  de  simplicité , m =?  1 , ce  qui  donne  1=  — 1 ; et  l’équa- 
tion (I)  devient 

[,  + (._*)]  [s  (a  i)]  = 0 ; 
ou  , réduisant , — oa  — i’  -j-  2 ab  = 0 , . . . (2), 

Observons  maintenant  que  la  théorie  des  fonctions  symétriques 
donne  (n°  292) 


S,  = a -{-  i = — p,  S.  = — pS, — 2 q=p' — 2 q,  ab  = q. 

Substituant  ces  valeurs  de  a 1 -J-  6’  et  de  2a6  dans  l’équation  (2) , 
on  obtient,  pour  cette  réduite, 

S 1 — p’ -f-  4g  = 0 ; d’où  s = rfc  \/  p'  — kq 

(Si  la  première  valeur  de  z représente  a — b,  la  seconde  exprime 
celle  de  b — a). 

Combinant  enfin  l’équation  a -J-  6 = — p 
avec  la  relation  a — b = p’  — kq , 

on  en  déduit  a==  — V P7  ~ *î,  6=  — f — *1, 


on  bien , 


. C.  Q.  F.  T. 


Equation  du  troùième  degré. 

•408.  Soit  x3  -J- px  -j-  q aat  0 l’équation  à résoudre. 

Puisque  le  second  terme  manque  dans  celte  équation  , on  a déjà 
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entre  a,  b,  c,  ln  relation  o-j-i-f-  c = 0j  ni  donc  nous  pouvions 
former  deux  autres  équations  du  premier  degré  en  a,  b,  c , les  va- 
leurs de  ces  quantités  pourraient  être  aisément  déterminées. 

Désignons  par  la  -}-  mb  -{-  no  une  des  fonctions  qui  doivent  en- 
trer dans  la  composition  des  équations  qa’il  s’agit  d’obtenir , 

et  posons  la  — m6  — j—  *ic  = *.  . . (1). 

Comme  cette  fonction  donne  six  combinaisons  différentes , par 
l'échange  des  lettres  a,  b,  c,  les  unes  dans  les  autres  , savoir  : 

la  -|-  tnb  -j—  ne  j Ib  -j—  ma  — j—  ne , 

la  me -\~nb,  et  Ib  me  na , 

te  -} - ma  -J-  nb,  le  -J-  mb  -|-  na , 

l'équation  d’où  dépendra  sa  valeur  doit  être  du  sixième  degré  ; or, 
pour  qu’une  équation  de  ce  degré  puisse  être  résolue  d’après  les 
principes  déjà  établis , il  faut  (n°  390)  qu’elle  ne  renferme  que  les 
exposants  0 et  3 ; c’est-à-dire  qu’elle  soit  de  la  forme 

a«-f-  As5  + B=0 (2). 

Tâchons  donc  de  déterminer  les  relations  qui  existent  entre  les 
tix  racines  de  cette  dernière  équation  , afin  d’en  déduire  celles  qui 
doivent  exister  entre  les  six  expressions  précédentes. 

Désignons  par  u' , s»",  les  deux  racines  que  l’on  obtient  immédia- 
tement en  posant  s3=u; 

d’où  «’  -f-  Au  -{-  B = 0 , et  u = — ^ B ; 

appelons  en  outre  1 , a,  a? , les  trois  racines  cubiques  de  1 ; on  a 

1»  s — u , m — au'  , s =:  «V  ; 

2°  s = u",  s=  au" , % = a1»"  ; 

ainsi,  en  prenant  la  -f-  mb  ne  = z'  et  la  -{-  me  -j-  «6  = *' 
pour  les  deux  combinaisons  principales  , si  l’on  veut  exprimer  que 
les  quatre  autres  forment  avec  celles-ci  une  équation  de  la  forme  (2), 
il  faut  et  il  suffit  que  l’on  ait  les  relations 

1“  le  -f-  ma  -j-  «6  = a [la  mb  -j-  ne) , 

Ib  -j-  me  na  = a’  (la  mb  -j-  ne)  ; 

2°  & -j-  ma  -j-  »c  = « (/a  -j-  me  -j-  nb), 

le  -|-  tnb  -{-  na  = a'  (la  -{-  me  -{-  nb). 
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( Il  est  <1  remarquer  que  l’on  no  doit  pas  égaler  indifféremment 
une  quelconque  des  quatre  dernières  combinaisons  au  produit  de  a, 
ou  de  a’,  par  la  principale;  mais  il  faut  avoir  soin  que,  dans  la 
combinaison  prise  pour  le  premier  membre  de  la  relation , aucune 
des  lettres  a,  b , c,  no  soit  affectée  d’un  coefficient  égal  à celui 
dont  elle  est  affectée  dans  le  second  membre  ; autrement , on  serait 
conduit  à des  relations  qui  impliqueraient  contradiction.) 

Les  quatre  relations  précédentes  peuvent  être  transformées 
ainsi  : 

(/  — an  ) c -{-  (m  — al  ) a -j-  (it  — am)  b = 0 , 

(/  — a'm)  b (m  — a’n)  c (»  — a’/  ) a = 0 , 

(/  — an  ) b (m  — al)  a -f-  (»  — am)  c — 0 , 

(/  — a’m)  c -f-  (m  — a’»)  b -j-  (n  — a’/)  a = 0 ; 

et  ces  conditions  seront  évidemment  satisfaites  si  l’on  a sépa- 
rément 

1 = an,  m — al , n = xm , 
l ==  a’m,  m — a’n , n = a’/. 

Or,  celles-ci  se  réduisent  à deux  essentiellement  différentes , 
savoir:  m=al  et  »=a’/; 

en  effet , on  a a’  = 1 ; d’où  a = — et  a’  = - ; 

a'  a 

donc  m — al  revient  à m = — . /.  d’où  / = a’m  : 

a’ 

de  même  , « = a’/  revient  à » = — . /.  d’où  l=an: 

• a 

enfin  , les  mêmes  relations,  m = al , H = a'I , divisées  l’une  par 
ml  1 

l’autre , donnent  — = - : d'où  m — - n — a’n  et  n — am. 
n a a 

Donc , il  suffit  de  considérer  les  deux  relations 
m — al  et  » = a’/. 

Comme  ces  relations  donnent  m et  n en  fonction  de  I,  et  que  l 
reste  indéterminé,  on  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité, 

I — 1,  ce  qui  donne  m — a,  n = a’; 

en  sorte  que  1rs  trois  valeurs  de  I,  m,  n,  ne  sont  autre  chose  que  les 
racines  eu  bique. i de  l'unité. 
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Substituons  ces  valeurs  dans  les  deux  expressious 

la  -(-  mb  -j-  tic  = z' , la  -j-  me  -j-  nb  = a"; 

SI  vient  a -J-  ab  -j-  a’c  = J , a ac  -f-  a'b  = a". 

On  pourrait  également  substituer  ces  valeurs  dans  les  quatre 
autres  combinaisons,  et  former  eusuite  l’équation  en  a;  mais  obser- 
vons que,  puisqu’elle  doit  être  de  la  forme  (2),  ses  «ta  racines  sont 
comprises  dans  les  deux  équations 

a3  = a'3  = ( o -j-  ai  -j-  a’c  )3,  a3  — a"3  = ( a -{-  ac  -J-  a'b  J*, 

ou,  ce  qui  revient  au  meme,  dans  l’équation  unique 

[a3  — ( a ab  -f-  a’c  )3]  [a3  — ( a -j-  ne  -J-  a'b  )*]  = 0. 

Effectuant  les  calculs,  et  comparant  les  coefficients  du  produit  à 
ceux  de  l’équation  (2),  on  trouve 

A = — [ ( a -{-  ab  a'c  )3  -j-  ( o -j-  ac  -{-  a'b  )3  ], 

B = ( a -|-  ab  -{-  a'c  )3  . ( a ac  -j-  a'b  )3. 

Si  Ton  remonte  à la  composition  primitive  de  l’équation  en  a,  on 
reconnaît  que  cette  équation  est  symétrique  en  a,  b,  c;  ainsi  les 
coefficients  A et  B peuvent  (n°  298)  s’exprimer  au  moyen  des  coef- 
ficients de  la  proposée  ; et  la  difficulté  consiste  à évaluer  les  diverses 
fonctions  symétriques  dont  A et  B se  composent. 

Avant  d’aller  plus  loin,  rappelons-nous  que  1,  a,  a’,  étant  les 
racines  de  l’équation  y3  — 1 = 0,  Ton  a 

a3  = 1,  a‘>  = a3  . a = a,  a5  = a',  a6  = 1 . . , . 

et  1 -{-  a -j-  a1  = 0;  d’où  a -{-  a1  = — 1. 

Cela  posé,  développons  les  valeurs  de  A et  B ; il  vient 

1*  A=—  [2T  . «s  + 3 (a-f  a’)  T . 12aic], 

ou  A = — ( 2T  . o3 — 8T  . a'b  12 abc). 

Or,  les  formules  des  numéros  292  et  suivants,  appliquées  à l’équa- 
tion x3  — }—  ÿ = 0,  donnent 

S,— 0,  S,= — PS,  — 2Q  = — 2/),  S,  = — PS,  — QS,  — 3R=  — 3q; 
d’où,  Tu’i  = S,  S, — S,  = — S,  = 3q; 

d’ailleurs  on  a abc  = — q; 

donc,  A = — ( — 0 q — 9i/  — 1 2ç  ) = 27  q; 
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2°  B =s  ci  ab  —J-  d*c  ) ( a -j—  etc  a*b  j 

mai»  ( a -{-  ab  a’c  ) ( o -(-  etc  -J-  a'b  ) = T . a*  -|-  ( «-j-  à'  ) T . ai 

= T . o1  — T . ab  ; 

d’ailleurs,  on  a T . o1  =S,  = — 2 \p,  T . ab  = p ; 
ainsi , B = ( — 3p  )3  = — 27 p' ; 

donc  enfin  , l’on  obtient,  pour  l’éqnation  en  s, 
a*  -j-  Î7gs3  — 27p3  = 0. 

Celle  équation  donne  d’abord 

*>  - - ^ * y/  W + î,p’ 

ou  bien,  .1  _ !7  ( - | ± \/^+Ç)  i 
d’où  l’on  lire,  pour  les  râleurs  de  s' et  de  s", 

'-*>/- i+\/ï+5  ™y/-l-y/ï+% 

Ces  valeurs  étant  connues,  pour  obtenir  celles  de  a,  b,  c,  il  suffit 
de  combiner  les  trois  équations 

a -}-  ab  a’c  = s’, 
a -}-  a’b  -{-  ac  — j", 
a -j-  b -j-  e = 0, 

dont  la  dernière  exprime,  comme  nous  l’avons  déjà  vu,  que  la  pro- 
posée est  privée  de  second  terme. 

D’abord,  l’addition  de  ces  trois  équations  donne,  en  vertu  de  la 

relation  1 -j-  a -j-  = 0,  3 o = 

d’où  l’on  déduit  a = ——fc— — , 

O 

ou,  remplaçant  •'  et  *"  par  les  valeurs  ci-dessus, 

“-v/-i+v/ï+5+v/-i-\/?+l’ 

c’est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  du  n°  397. 
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Maintenant,  multiplions  la  première  équation  par  a,  la  seconde 
paru’,  et  ajoutons  ces  produits  avec  la  troisième  équation;  l’on  obtient 

8c  = as'  4-  d’où  c = aa  a — — am  a'n, 

O 


met  n désignant  toujours  (n°  397)  le9  deux  radicaux 

Enfin , multiplions  la  première  par  a ;*  et  la  seconde  par  a,  puis 
ajoutons  ; il  vient 

3 b = a’**  -{-  as”,  d’où  i = ■ - = a’m  -j-  an. 

O 

Ce  sont  encore  les  deux  autres  racines  trouvées  par  la  première 
méthode. 


Équation  du  quatrième  degré. 

400.  Soit  -|"  px3  -{-  qx  -f-  r = 0 l’équation  à résoudre. 

Comme  on  a déjà  la  relation  a i — f—  e —J—  of  ==  0,  il  faut  tâcher 
d’obtenir  trois  autres  relations  du  1”  degré  en  a,  b,  c,  d. 

Désignons  par  ka  -j-  Ib  -|-  me  -j-nd,  l’une  de  ces  fonctions  dont 
il  s’agit  de  trouver  la  valeur.  Puisque,  en  permutant  les  lettres 
a,  b,  c,  d,  do  toutes  les  manières  possibles,  on  pourrait  (n°  145)  for- 
mer 24  combinaisons  différentes,  il  s’ensuit  que  la  réduite  en  % se- 
rait du  24*  degré;  ainsi,  nous  devrions  faire  en  sorte  de  la  ramener 
à la  forme 

*’4  _j_  As'6  -f-  Bs»  + C ==  0, 

pour  qu’elle  fût  résoluble  à la  manière  de  celles  du  troisième.  Mais 
d’abord  il  est  possible,  à l’aido  de  quelques  artifices  d'analyse,  do 
diminuer  son  degré. 

En  effet,  k,  l,  m,  »,  étant  des  indéterminées,  on  réduit  le  nombre 
des  combinaisons  à douze  par  la  supposition  de  k = /. 

Faisaut  ensuite  m = »,  on  obtient  les  six  combinaisons 

*(“  + *)  + m(«  + rf)>  /(c  -j-  d ) -f-m(o-j-i), 

1 (°  + c ) + »*(*  + d)y  cl  1 (*  + d ) + m ( ° + c )» 

/(«4-d)-f-m(i-j-c)>  1(4  + «)  + »•  ( s + i); 

toutes  lesautres  rentrent  évidemment  dans  celles -là. 
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Cria  posé,  puisque  In  nouvctlo  équation  en  s est  du  6*  degré,  il 
faut  lâcher  de  la  ramener  à la  forme 

*«  + Ai*  -j-  Bi»  -j-  C = 0 . . . (2)  ; 

ce  qui  exige  que  ces  racines  soient  égales  deux  à deux  et  de  signes 
contraires.  Or,  il  est  évident  que  l'on  satisfera  à cette  condition  en 
posant  l = — m=  1 ; car  alors  les  combinaisons  précédentes  de- 
viendront 

a-{-h  — (c-j-d),  c -j-  d — (a  + 6), 

o-j-c  — (i-j-d),  et  t-j-d  — (a-j-c  ), 
a-j-d  — ( 6 — j—  c ),  A -j-  c — (a-j-d). 

Observons  que  les  combinaisons  pincées  sur  une  même  ligne  ho- 
rizontale, sont  égales  et  de  signes  contraires;  donc,  en  multipliant 
entre  eux  les  facteurs  du  premier  degré  en  s qui  correspondent  à 
ces  valeurs,  on  obtiendra , pour  la  réduite , 

[s’ — (a-j-i — c — dp]  [s’ — (a-j-c — d — dp] 

[a1  — (a-|-d  — b — c)’]  = 0, 

Cette  équation  étant  évidemment  symétrique  en  a,  b , c,  d , ses 
coefficients  peuvent  s’exprimer  au  moyen  des  coefficients  de  la  pro- 
posée ; mais  on  peut  faciliter  leur  détermination  par  les  considéra- 
tions suivantes  : 

D’abord  ( a -j-  â — c — dp,  développe , revient  à 
(a-j-â-j-c-j-dp  — 4 ( ac  -j-  ad  -j-  6c  -j-  Ad  ) ; 
mais  on  a 

a — j—  & — c — d = 0,  et  aA  -j-  ac  -j-  ad  -j-  6c  -j-  Ad  -j-  cd  = /)  ; 
donc  — ( a -j-  A — c ■ — d)1  = 4/>  — 4 ( aA  -j-  cd  ) ; 
on  trouverait  do  meme 

— (a-j-c  — b — dp  = 4 p — 4 ( ac  -j-  Ad  ), 

— (a-j-d  — b — cp  = 4 p — 4 ( ad  -j-  Ac  ) ; 

ainsi , soit  posé  z’ -j-4 p = Àu  ...  . (3); 

l’équation  en  s se  change  en  celle-ci  : 

[u  — ( aA  -j-  cd  ) ] [u  — ( ac  -j-  Ad  ) ] [«  — ( ad  -j-  Ac  )]  = 0 , 

équation  de  la  forme  u5  j-  A'u’  -j-  B'k  -j-  C'  = 0 , et  dont  il  ne 
s’agit  plus  que  de  déterminer  les  coefficients. 

AlGtEXE.  57 
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Or,  on  a,  1°  A'  = — ( ah  -]-  ac  -j-  ad  -|-  bc  -j-  bd  -j-  cd  ) = — p. 

2°  B'  = ( ah  -j-  cd  ) ( ac  bd  ) -}-  ( ai  -f-  cd  ) (ad  bc) 

-j-  ( ac  -J-  Ad  ) ( ad  -J--  bc  ) | 

on,  développant  et  employant  les  notations,  B'  = T . a'bc ; 
mais  la  Formule  du  n°  294, 


T 


a'bi’cP  = 


S ■.($/■)*  — 2S„^fSp  — S,p5»  -f~  2S„+,P 
2 ' 


devient,  dans  l’hypothèse  de  n = 2 et  />  = 1, 

T a’Ac  - S,(S,)»  - 2S.S,-  (S.V  + 8S,  . 

d’ailleurs  la  proposée  étant  x < -}~  px*  -j-  qx  r = 0 , 

on  a S,  = — P = 0,  S,  = — 2Q= — 2/>,  9,  = — 8R  = — 3 q, 
S,  = — QS,  — 4S  = — 4r; 

d’où,  substituant  dans  la  valeur  B'  = T . a’Ac , 

B'  «=  Ta’Ac  = — 8r  =_  _ 4r. 

2 

3°  C'  = — ( ab  -f-  cd  ) ( ac  -}-  bd  ) ( ad  -j-  Ac  ) , 

ou  développant , C'  s=  — ( T . a’A’c1  -J-  abcd  T . a*  ). 

Or,  la  formule  du  n°  294 , 


Ta«i-c-  = (S-)3-3S-Sn  + 2S„ 
0 


devient , dans  le  cas  de  n = 2, 

t — t»J» 


d’ailleurs , on  a déjà  trouvé 

S,  = 0 , S,  = — 2p,  S,  = — 3 q,  S,  = 2 p’  — 4 r; 
d’où  S,  = — QS,  — RS,  — SS,  — — 2 p1  -j-  4 pr  -j-  3 q'  -J-  2 pr 

= — 2^3  -j-  0 pr  -f-  3 q\ 

Donc  T - -V  + 1V  - « V-  V + 1 V + <Vf 

ou  réduisant , Ta’A’c1  = q1  — 2 pr. 
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On  a enfin  abcd,  ou  le  dernier  terme  de  t’équntion , égal  à r ; 
d’on,  abcd  X Ta’  = abcd  X §,  = — $Prf 

donc,  C'  = — q1  -f-  2 pr  -j-  2 pr  = 4 pr  — q \ 

Ainsi,  l’équnlion  en  n devient 

u5  — pu?  — A ru  -|~  Apr  — q1  = 0. 

Remplaçant  maintenant  u par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (3)  , 
c’est-à-dire  par  ^ , on  plutôt  par  s -f-p,  afin  de  conserver  la 

réduite  au  troisième  degré,  et  d’avoir  des  coefficients  plus  simples, 
on  obtient  finalement,  pour  résultat, 

*3  + a/’*“  + (F  — *•")•  — — 0 • » * (■*)» 

équation  identique  avec  la  réduite  obtenue  (n°  402)  d’après  la  pre- 
mière méthode. 

8i  l’on  désigne  par  s',  s",  s'",  les  racines  de  cette  équation, 
4s',  4s",  4s'",  seront  nécessairement  les  carrés  des  trois  combinai- 
sons 

a -J-  A — c — d,  o-f-o  — b — d,  a -f-  d — b — c, 

puisque  l’on  a remplacé,  dans  l’équation  primitive  en  s,  s’  par  4s. 
Ainsi  l’on  a , pour  valeurs  de  ces  combinaisons , 

o -j-  b — c — d = db  2(/  s', 
o-f-c  — b — d — à:  2(/  a", 
a -f  d — b — c = ±2X  s"'. 

Combinant  ces  trois  relations  avec  l’équation  déjà  établie, 

a -j-  b -j-  c — j-  d = 0, 

on  trouve  premièrement , par  leur  addition , 

4a  = ± 2 |/s'  ± 2 jXs"  ± 2 

d’où,  u *=  ± I (/*'  ± i (/«"  ± ^ 

Secondement,  ajoutant  la  première  et  la  quatrième,  puis  sous- 
trayant de  leur  somme  celle  des  deux  autres,  on  obtient 

4A  = ±2j/s'^:2|/s"qi2p/  s'", 

d’où  6 = v ^\V  ^\V 

37* 
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on  trouverait , par  dos  moyens  analogues , 

d = ^ j I/*  T 5 (/V  ± J 

Blais  il  so  présente  ici  une  difficulté  analoguo  à celle  que  l’on  n 
rencontrée  dans  l’emploi  de  l’autre  méthode  : elle  est  relative  aux 
signes  dont  les  radicaux  doivent  être  affectés.  Pour  déterminer  ces 
signes,  il  suffit  de  former  le  produit  des  trois  combinaisons 

a -j-  b — c — d , o-j-c  — b — d,  a -J-  d — b — c. 

Or,  en  les  multipliant,  on  obtient,  pour  produit, 

T . a»  — T . o’è  -f  2T  . abc; 

et  comme  T . a3  = S,  = — 3 q,  T.o,6  = S,SI  — S,  = 3 q, 

T . abc  = — q,  il  en  résulte 

( a -{-  6 — c — d)  (a-|-c  — b — d)  (a-J-d  — b — c)  — — 85, 

ce  qni  prouve  que  les  radicaux  j/  s',  j/  s",  y/  s'"  doivent  être 
affectés  de  signes  tels  que  leur  produit  soit  positif  si  q est  négatif, 
et  négatif  si  q est  positif. 

On  retombe  ainsi  sur  les  mêmes  valeurs  que  celles  qui  ont  été 
obtenues  par  la  premièro  méthode. 

•407.  Scolie général. — En  appliquant  la  mémo  méthode  à l’équation 
du  cinquième  degré , on  devrait  chercher  la  valeur  d’une  fonction 
de  la  forme  ha  -}-  kb  -|-  le  -f-  vid  -[-  ne.  Comme  les  cinq  lettres  o,  b, 
c,  d,  e,  fournissent  24  X Sou  120  permutations  différentes (n°  145), 
il  s’ensuit  que  la  détermination  do  celte  fonction  dépendrait  d’une 
équation  du  120°  degré,  dont  il  faudrait  ensuite  , à l’aide  de  quel- 
ques artifices  d’analyse  , faire  en  sorte  d’abaisser  le  degré.  Mais 
jusqu’ici  les  efforts  que  l’on  a tentés  pour  obtenir  une  réduite  con- 
renable  ont  été  infructueux;  et  l’on  doute  si  jamais  on  y pourra 
parvenir,  à cause  de  la  longueur  et  du  la  complication  des  calculs. 

Depuis  longtemps  les  analystes  ont  cru  devoir  renoncer  nu  pro- 
blème de  la  résolution  générale  des  équations  , comme  ne  pouvant 
ètro  d’aucune  utilité  dans  les  applications  numériques;  le  seul 
avantage  qu’offriraient  les  résultats  serait  de  confirmer  la  proposi- 
tion hypothétique  (n°  235)  : Toute  équation  a au  moins  une  racine. 
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CHAPITRE  X. 

Complément  de  la  théorie  des  Suites. 


§ Ier.  Des  Séries  récurrentes. 

408.  Nous  avons  vu  (n°  1 83)  que  les  fractions  algébriques  ration- 
nelles de  la  forme  , ,a,. — , r" iT^-  r~; — > • • • donnent  lieu  à 

q -J — b x et  — j—  b x — j-*  c x * 

des  séries  d’une  nature  particulière  , connues  sous  le  nom  de  séries 
récurrentes.  Or,  on  peut  se  proposer,  sur  ces  sortes  de  séries,  deux 
questions  analogues  à celles  que  nous  avons  résolues  pour  les  pro- 
gressions par  quotient,  qui  sont  d’ailleurs  elles-mêmes  (u°  108)  des 
séries  récurrentes  du  premier  ordre. 

La  première  question  a pour  objet  de  déterminer  le  terme  général 
d'une  série  récurrente,  c’est-à-dire  une  expression  à l’aido  de  la- 
quelle , le  rang  d’un  terme  étant  donné,  on  puisse  obtenir  la  va- 
leur de  ce  terme  sans  être  obligé  do  former  d’abord  tous  ceux  qui 
précèdent. 

La  seconde  a pour  but  de  revenir  de  la  série  récurrente  à la  fraction 
génératrice  , ou,  ce  qui  revient  au  même  , de  déterminer  la  somme 
des  termes  de  la  série. 

Nous  supposerons  que  l’on  ait  revu  avoc  attention  ce  qui  a été 
dit  nos  183  et  184  sur  les  séries  récurrentes. 

Première  qoestiox.  Détermination  du  terme  général. 

409.  Pour  passer  du  simple  au  composé,  considérons,  en  premier 

lieu  , la  fraction —7— ^77-  , qui,  comme  on  sait,  donne  naissance 
o -f-o  x 

à une  série  récurrente  du  premier  ordre. 

On  a trouvé  (n°  179) 

o a a b'  . a 4'1  j a bn 

a'-\-b’x  o'  a'  ’ a'  X ‘ a’  ’ o'1  * a' ’ a's 
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or , celle  série  n’cst  autre  chose  qu’une  progression  par  quotient 

dont  le  premier  terme  est  j , et  la  raison  — —,  x;  donc,  d’après  co 

qui  a etc  dit  au  numéro  103,  le  terme  général  de  cette  série,  ou 
a / b'  \— » 

le  n""*  terme , est  ( 7x1 

a \ a / 

a I bx 

410.  Soit  maintenant  la  fraction  , , ,,  -, — 7 — ,qnel’onpeut, 

• o -}■  ® x + e * 

pour  simplifier,  mettre  sous  la  forme— r-r-js——, — 1,.  . . (1) 

Cl  "T"  o X -4-  X 

. a h a'  , . V 

en  posant  -,  = a,  — = f , — = a , et  — ; = C. 

c c c c 


Désignons  par  x — p et  x — q les  deux  facteurs  du  trinôme 
x*  a' ; et  concevons  que  l’on  ait  pu  décomposer  l’expres- 

sion (1)  dans  la  somme  des  deux  fractions  simples 


A 


x — p 


+ 


B 


x-r-q 


Comme  chacune  d’elles  donne  lieu  à une  série  récurrente  du 
premier  ordre,  si  l’on  forme  ces  deux  séries  séparément,  ainsi  que 
le  terme  général  do  chacune  d’elles,  la  somme  de  ccs  deux  termes 
sera  te  terme  général  de  la  série  du  second  ordre  ; donc  la  difficulté 
consiste  n déterminer  A et  B de  manière  qu’on  ait  l’identité 

a-f  Sx  _ A n 

a - J-  ff'ar  — }-  x — p'x  — q' 

Or,  si  l’on  réduit  les  deux  termes  du  second  membre  au  même 
dénominateur,  il  viendra,  à cause  de  a' — p)[x  — q), 

a -j-Cr  = A ( x — ç)-|-B(x  — p ) = (A-J-B)x — ( Aç  — f-  B/>  ) j 

mais  celte  équation  doit  exister  quelle  que  soit  la  valeur  de  x;  ainsi 
(n°  180),  l’on  a séparément,  A + B = f;  Ag-f"  B p = —a;  d’où  l’oit 
déduit 


A = fr+f,  B = - 2t±i. 
p — ? p— q 

A cl  B étant  déterminés,  si  l’on  compare  les  deux  fractions 
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887 


■p  x — q 


-,  à la  fraction 


-,  pour  laquelle  le  terme  gé- 


a'  -f-  b'x 
a / b'  \ 

néral  est  (n°  407)  — I — — . x J , il  rient  pour  le  terme  géné- 

ral de  la  série  qui  correspond  à l’expression  (1), 


expression  dans  laquelle  il  ne  s’agirait  plus  que  de  remplacer  A et 
B par  leurs  râleurs  obtenues  ci-dessus. 


c ..  , 3 -Sx  -3+ Si? 

v ’ 3-fSi?—  x*  —at—Sx  + a?1' 

l’équation  a?’  ■ — Sa?  — 3 = 0 étant  résolue,  donne  a?  =3,  a?=  — I ; 

d’où,  a?*  — Sx  — 3 = (x  — 3 ) ( x 1 ). 

c-  i,  — 3 -J-  Sx  A . B il’, 

S,  1 on  pose  , on  obtient,  on 

chassant  les  dénominateurs  et  eu  réduisant, 

— 3 Sx  = ( A -{-  B ) x -J-  A — 3B; 


d’où  A-j-B  = 2,A  — 3B=  — 8;  ce  qui  donne  A=p=  j , B = ^. 

Donc,  en  vertu  du  la  formule  — • (—  + — ^x"-‘ , le  terme 

\P'  T> 

3 ^ jr 

général  du  développement  do  — — est 

3 -j-Sx  — se1 

! )sn->. 

\4  3—  ^4  ( — 1 )V 

Suit  n=  I,  cette  expression  devient — — ^x0,  ou  H-  !• 
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On  n donc,  pour  le  développement  lui-même, 

3—  2*  , 4 .11  34  , . 

3+î,-,.  ~ 1 ~ 1 ’ + if  * ~ Ï7  * +•'  - 

résultat  qu’il  est  facile  de  vérifier  par  la  réduction  en  série  d’après 
la  méthode  des  coefficients  indéterminés.  Mais  le  principal  avantage 
qu'on  retire  de  la  détermination  du  terme  général,  c'est  de  pouvoir 
obtenir  un  terme  de  rang  quelconque  sans  passer  par  tous  les  ter- 
mes intermédiaires. 

411.  Cas  particuliers.  — 1"  La  méthode  précédente  est  en  dé- 
faut lorsque  les  deux  racines  du  trinôme  x'1  -j-  dx  a sont  égales; 

car  alors  les  valeurs  de  A et  de  R deviennent  ^ * et  — 


c’est-à-dire  infinies;  et  en  efTet,  on  conçoit  que  la  somme  des  deux 
\ B 

fractions — : — , . ne  peut  reproduire  une  fraction  dont  le 

x — p x — p 

dénominateur  est  du  second  degré  en  x. 

Mais  observons  que,  dans  ce  cas,  la  fraction  , devenant  alors 

peut  se  mettre  sous  la  forme-; — ; — 1-  - — — , 

1 (*~P Y ^ (*—/>)’’ 


ou  bien  encore  - 1-  — 4-- - , 

{*— py—  (*— F?  — P)’’ 

expression  qui  se  réduit  à — 4-  — - — . 

(*  ~ P Y ~ * — p 

Or,  la  seconde  partie  de  cette  expression  donne  lieu  à une 
série  récurrente  du  premier  ordre,  qui  a (n°  409)  pour  terme  géué- 

ra,j  (j?)*"-1’  _ 

Quant  à la  première,  elle  revient  à 

(a  + cp)  (p  — *)-:s ou  t^JE.  . A — . 

P \ P/  > 

mais,  en  développant  ce  second  facteur  par  la  formule  du  binôme. 


('-r-’+T+F+F+'-'+T^ 

1t  désignant  le  rang  d’un  tenue  quelconque  ; donc  le  terme  général 
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correspondant  à la  première  partie  est 
a -j-  Sp  nx'~' 

P ' 


n(a4-ty) 

OU  — - ' — — . *•-*. 


pH-l  p— f-i 

Ainsi , le  terme  général  qui  correspond  à la  proposée  (2) 


est 


r«(a+.»)_  n -, 
L p'+'  p J 


ou 


«a  -f-  (»  — 1)  Cjp 


412.  2“  Le  cas  où  les  deux  racines  pet  q sont  imaginaires  semble 
aussi  faire  exception  à la  méthode  du  n°  410,  puisque  l’expression 
du  terme  général  renferme  les  quantités  p et  q,  cl  qu’alors  cette 
expression  doit  être  elle-même  compliquée  d’imaginaires.  Mais  il  est 
facile  de  s’assurer  que  les  imaginaires  se  réduisent  et  disparaissent 
tout  à fait. 

(A  B \ 

— + — J x"-‘ , A et  B par 

leurs  valeurs  trouvées  n°  410,  il  vient 

(Cq  -f-  «)p-  — (Cp  + «)  9°  _ 

p"qn  ( p — 9) 

expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

r a (p.  9")  » g(p—  -9—  1 

LpT(p-î)  Tp— T'if  — 9)j 
Cela  posé,  si  l’on  a p = r -J-  « ^ — 1 , 

on  a aussi  nécessairement  q — r — s |/ — 1 ; 
d’où,  pq  — r'  + >’,  p'q‘=  (r* +«’)’,  pn-'q'~'  = (r’-J-*’)— , 

p—q= 2sj/ — 1 , p-— g"=(»  +*/—  1)'— (r— 

(en  développant  par  la  formule  du  binôme  et  réduisant)  ; enfin 

p«-‘  — j»-*  = 24'  — 1. 

Le  terme  général  devient  donc 

r 2a4.|/~i  2C4'  ■ p/^~j  , 

L(r’  -f-  *’)"  • 2s  [/—  1 (r°  -f-  s’)"-’ . 2*  j/  — l J 

= f O. 

L*  ( r‘  + *’)”  ~ s ( r’  -f-  ’ • 

expression  tout  à fait  débarrassée  d’imaginaires. 
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Remarque.  — Pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  marche  que  l’on  a 
suivie  pour  la  détermination  du  terme  général  relatif  à une  série 
récurrente  du  second  ordre,  on  voit  que  la  question  est  ramenée  à 
la  décomposition  d’une  fraction  rationnelle  eu  fractions  simples  dont 
les  dénominateurs  soient  les  facteurs  du  prumier  degré,  du  déno- 
minateur de  la  fraction  proposée. 

Cette  question  incidento  étant  d’une  très* grande  importance 
dans  la  haute  analyse,  nous  en  donnerons  encore  la  solution  pour 
une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du  troisième  de- 
gré en  x. 


Décomposition  d’une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples. 

413.  Soit  ,a  ~^7?J  — la  fraction  proposée  ; otdési- 

a Cx  -j-  y i?  je3 

gnons  par  x — p,  x — q,  x — r,  les  trois  facteurs  du  dénominateur, 
que  nous  supposons  d’abord  réels  et  inégaux. 

Posons  X+CX  + ?*'  = _±_  + _B_  _C_t 

a ~[-ex-\-fX,-\-x'‘  x — p x — q x — r 

A,  II,  C,  étant  des  quantités  qu’il  s’agit  de  déterminer. 

Réduisons  au  même  dénominateur,  et  observons  que 

a' + C*-}-7V-f- **=(*  — p)  (x  —q)  ( x — r)  ; 

il  vient 

l A (x  — q)  (s  — r)  \ 

“ + &rj-7*’=  ; -f-  B (x  — p)  \x—  r)  l (î). 

( -j-  C ( x — p ) {x—q)  ) 

On  pourrait,  comme  daus  le  n°  410,  effectuer  les  calculs,  puis 
comparer  les  deux  membres  terme  à terme,  ce  qui  donnerait  entre 
A,  B,  C , trois  relations  desquelles  on  déduirait  cusuite  les  valeurs 
de  ces  quantités  ; mais,  par  une  considération  particulière,  on  par- 
vient plus  simplement  à la  détermination  do  ces  valeurs. 

Comme  les  équations  (1)  cl  (2)  doiveut  exister  quelle  que  soit  la 
valeur  de  x,  et  que,  de  plus,  A,  B , C , sont  indépendants  de  x,  il 
s’ensuit  que  si , pour  uue  valeur  particulière  attribuée  à celle  lettre, 
on  parvient  à déterminer  des  valeurs  correspondantes  pour  A,  B,  C, 
ces  valeurs  conviendront  également  aux  équations  (1)  et  (2).  Or, 
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si  l’on  fait  successivement  dans  l’équation  (2),  x =p,  * = q,  x==  r, 
il  vient 

1»  pourar^p,  a -J-  Cp  ?p’  = A (p  — q)  (p  _ r), 

ce  qui  donne  A = — ■ 

(P  — 9)  (P~ ') 

2°  pour  a:  = ç,  B = . a~t~^  • 

* (î  P)  (ï  — r) 

3“  pour  x = r,  C = JL+iL+.y'.  . 

(r-p)  (r-f) 

414.  Cas  particuliers.  — 1“  Supposons  p = q = r;  la  décompo- 
sition précédente  ne  peut  plus  avoir  lieu,  car  les  coefficients  A,  B,  C, 
deviennent  infinis. 

Mais,  en  suivant  une  marche  analogue  à celle  du  n°  410,  on  peut 
poser 

A . B C 

(•*  — pY  (a?  — p5)  *"  (*  — p)>  + a:  — p ’ 

et  essayer  de  déterminer  A,  B,  C,  d’après  cette  décomposition. 

|*our  cola , chassons  les  dénominateurs  ; il  vient 

*-\~Cx- f-  = A -j-  B (x  — p)  C (x  — p)a. 

Soit  d’abord  x=p;  il  en  résulte  A =a-|-f?p-J-7p’;  et  l’équa- 
tion devient,  quand  on  y met  cette  valeur  de  A, 

C(x  —P)  +?  (**  — f’)  — B (x  — p)  -j- C (j:  — p)', 
ou , divisant  par  le  facteur  commun  (x  — p)  , 

G + ? (■»  -f-p)  = B + C (x  -r-p). 

Faisons  do  nouveau  x = p ; on  trouvo 

B^ff+2^; 

d’où,  remplaçant,  dans  l’équation  que  l’on  vient  d’obtenir,  B par 
cette  valeur , 

7 (x  — p)  ==  C (*  T-  p)  ; donc  C = y. 

Ainsi , l’on  a l’identité 

a-f-er-fyj1  a -f-  Sp  -{-  yp*  g-[-2?p  y 

“ + ? * + + X*  \,X  — py  ' [x  — p)‘  ' x — p ’ 
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résultat  dont  il  est  aisé  de  constater  l’exactitude  en  réduisant  en 
une  seule  les  fractions  du  second  membre. 

2"  Soit  p = r,  ou  a -j-  S1  x -}-  j x*  -J-  x3  de  la  forme  ( x — p )’ 
(x  — 5);  et  essayons,  dans  ce  cas , la  décomposition  suivante , 

a -j-  Sx  -f-  jxy  A B . C 

(*  — py(,x  — 9)_  (*  — /»  ' x—q’ 

si  l’on  chasse  les  dénominateurs  , on  obtient 


a -f-Cr-J-yx’  = A (x  — 9)  -J-  B (*  — p)  — 9)  -f-  C (x  — p)\ 

Cela  posé  , soit  x = p ; il  vient  a Sp  yp'  = A {p  — 9)  , 

relation  d’où  l’on  tire  A = * ^ 

P—'l 

Mettant  pour  A , sa  valeur  dans  la  seconde  équation  identique  , 
cl  transposant , on  trouve 


— a(x  — p)—  Gq  (x  — p) ypx  (x  — p)  — 7q  (x‘  — p’) 

= (p  — 9)  LB  O — p)  O — 9)  + c (*  — p)’]  » 

si  l’on  divise  par  x — p,  et  que  l’on  fasse  ensuite  x =p , cette  der- 
nière identité  donne 


(a-fa?—  -f  S7P9) 

(p  - «)* 

Enfin,  si  l’on  fait  x—q  dans  la  seconde  des  deux  identités, 

on  en  déduit  C = a ^ 

(P  — î)’ 

Nous  ne  considérons  point  le  cas  où  deux  des  racines  du  poly- 
nôme a'-J-C1  ■*-(-?'  x * sont  imaginaires,  puisque  nous  avoua  déjà 
vu  que  l’expression  du  terme  général  peut  être,  dans  ce  cas,  dé- 
barrassée d’imaginaires. 

413.  11  est  facile  d’étendre  la  marche  précédente  à une  frac- 
tion rationnelle  d’un  ordre  quelconque  ; mais  , pour  compléter 
ce  qui  a rapport  à la  détermination  du  terme  général  d’une 
série  récurrente,  il  nous  reste  à indiquer  comment  on  peut 
obtenir  le  terme  général  relatif  à chacune  des  fractions  , telles 

nu3“iuclles  on  e5t 

conduit  par  celle  luclhudc. 
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Soit  d’abord  l'expression 


i revient  à A ( x — p)-J,  ou  — p-  ^ . 


qui 

Or,  on  a 


(,-î)-.,+3.;-4 


3.4  x’  , 8 . 4 . 8 


2 ’ p‘~  2.8 

et  le  terme  général  de  celte  série  est  évidemment 

3 . 4 . 8 . 6 . . . ■ (n  — 1)  . n . (n-f  1)  x — ' 


ou , en  simplifiant , 


i . S.  4 . 6 (»—  1) 

n (n  -f- 1)  x—‘  . 

2 ' p»-" ’ 


donc  le  terme  général  de  l’expression  proposée  est 

se 
P 


A « (n  -I—  1)  x-  ■ , . n (h  1 ) A 

-*  • ir — ~ • — r,  ou  bien, —s? — ~ • TT, 

pi  2 o"-*  ’ 2 »*+* 


n ■ A . , • A /,  x\— 4 

De  meme,  r — revient  a — r [ 1 1 : 

(x— f)4  p4  ^ p J 

Mi5  (‘  + 4 l 


4.5  , 4.8.6  x3  , 

2 + 2.3  •p  + **** 


série  dont  le  terme  général  est 

4 . 5 . 6 . 7 . . . . (n  — 1)  . n . (it  1)  (m  -j-  3)  x*-' 

2. 3. 4. 5. 8. 7 (n  — 1) 

. j . , n(n-J-  I)  (n-f-  2)  x"-' 

ou,  en  réduisant,  ^ -g1 ■ ÿ=7> 

on  a donc,  pour  le  terme  général  de  l’expression  proposée, 

A „(n+\)(n^)  ou  bien"(”+J)  ^+j)  A . 

p 4 2.#  p'—<’  2.8  p~+-J 

...  et  ainsi  de  suite. 


Sicoiide  quotio*.  Sommation  des  séries  récurrentes. 

Celle  question  se  divise  en  deux  parties  : 

Ou  l’on  demande  la  somme  des  termes  de  la  série  tout  entière,  c’csl- 
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à-dire  In  fraction  génératrice  qui  a donné  lieu  à celle  série;  ou 
bien,  la  somme  d’un  nombre  limité  de  termes. 

La  première  partie  est  la  plus  facile  à traiter. 

416.  Première  partie.  — Soient  A,  B,  C,  D,  E,  F,  . . . les  termes 
d’une  série  récurrente  ; et  pour  fixer  les  idées , supposons  que  la 
série  soit  du  troisième  ordre.  Mais  ce  que  nous  allons  dire  s’appli- 
quera aisément  a une  série  d’un  ordre  quelconque. 

La  méthode  est  analogue  à celle  qui  a été  suivie  (n°  193)  pour 
les  progressions  par  quotient. 

Désignons  par  p,  q,  r,  les  quantités  qui  forment  l’échelle  de  rela- 
tion, c’est-à-dire  les  quantités  constantes  par  lesquelles  il  faut 
multiplier  C , B , A , pour  former  D , puis  D , B , C , pour  former  E , 
et  ainsi  de  suite;  on  aura  les  relations 

D = Cp  B9  -{-  A r, 

E = D/j  -j-  Cq  -J-  Br, 

F ==  E/>  —J—  — {—  Cr, 

G = fp  -j-  F.ç  -{-  Dr, 


Ces  relations  sont  en  nombre  indéfini;  donc,  si  on  les  ajoute 
terme  à terme , et  que  l’on  appelle  S la  somme  ou  la  fraction  généra- 
trice cherchée , on  obtiendra 

S — A — B — C=p  (S— A— B)+g(S  — A)+rS, 

d’où  l’on  déduit  S = f (-A.-+.B)  Ï.9.  * T (A  ■+  B + C). 

P + V+r~  1 

En  suivant  la  même  marche  pour  les  séries  du  1",  2e,  4”.  . . 
ordre,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 


1"  ordre  S = . . 4 

p—  1 

2»  s (A  + B) 

S"  . . S f(A+B)  + 9A-(A-fB  + C)  i 

F + î + r— i 

4«  ..  3 p(A  + B+C)+g(A+B)+r\-(A-}-B+C4-D) 

F+î+'-f*—  1 


Oh 

(2), 

(3), 

W; 


. . . et  ainsi  de  suite. 
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Soit,  pour  exemple , In  série  du  troisième  ordre , 

1 — 2x + 8x’  — lOx3 + 22x4  — 61*5+ 12Sx«..., 
dont  l’échelle  de  relation  se  compose  de  l’ensemble  des  quantités 
( — *»  + 2*%  — 3*3); 

on  trouve , en  appliquant  la  formule  (3),  et  observant  que  l’on  a 

A = 1,  B = — 2x,  C = 3x%  p — — x,  g = 2x’,  r — — 3x\ 

— x(  1 — 2x  ) + 2*’  — 1 + 2*  — 3x’ 1 — x — x’ 

— x + 2x’  — Ux3  — 1 1 + x — 2x’  + Sx1 

Il  arrive  quelquefois  que,  dans  la  série  proposée,  les  deux  ou  trois 
premiers  termes  ne  sont  pas  compris  dans  la  loi  de  récurrence.  Cela 
provient  (n°  184)  de  ce  que,  dans  la  fraction  qui  lui  a donné  nais- 
sance, le  degré  du  numérateur  est  plus  élevé  que  celui  du  dénomina- 
teur; dans  ce  cas,  pour  obtenir  la  fraction  génératrice,  on  commence 
par  faire  abstraction  des  termes  dont  on  vient  de  parler;  puis, 
nprès  avoir  obtenu,  d’après  les  formules  précédentes,  la  somme  des 
autres  termes,  on  y ajoute  les  termes  dont  on  avait  d’abord  fuit 
abstraction,  en  ayant  soin  de  réduire  le  tout  en  une  seule  expres- 
sion fractionnaire. 

417.  Seconde  partie.  — Dans  les  formules  précédentes,  il  n’entre 
que  les  premiers  termes  de  la  série  et  les  quantités  qui  forment 
l’échelle  do  relation.  Mais,  si  l’on  demande  l’expression  de  la  somme 
d’un  nombre  déterminé  de  termes,  il  faut  en  outre  connaître  les  der- 
niers termes  de  la  série. 

Soit  encore  une  série  récurrente  du  troisième  ordre,  dont  les  pre- 
miers termes  sont  A,  B,  C,  D,  E, . . .,  l’échelle  de  relation  (p,  q , r), 
et  les  derniers  termes,  K,  L,  M,  N. 

Puisque  la  série  est  du  troisième  ordre,  on  a les  relations 

D = Cp  + Bg  + A r, 

E = Dp  C q — [-  Br, 

F = Ep  + Dg  + C r, 


N = Mp  + Lg  + Kr. 

[Le  nombre  de  ces  relations  est  limité  et  égal  au  nombre  des 
termes  dont  on  eherche  la  somme,  diminué  de  trois.~\ 
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Cela  posé,  en  les  ajoutant  terme  à terme , et  désignant  par  S la 
somme  cherchée , on  a évidemment 

S—A— B— C=p(S-A— B— N)-H;S— A— N-M)-f-r(S— N— M— L); 
d’où  l’on  tire 

„ p(A  — {—  B— f-  N)  — {-ç(A  -f-  N-}-  M)  -f-  r(N  — }—  M — {—  L.)  — (A-^-B-{-C) 

S=  P+î+'-l  ‘ 

On  pourrait  également  obtenir  les  sommes  relatires  à une  série 
récurrente  d'un  ordre  quelconque. 

En  comparant  cette  formule  avec  la  formule  (8)  du  n"  4 10,  on  voit, 
1°  que  celle-ci  se  déduit  de  celle  qu’on  vient  d’obtenir,  en  négli- 
geant tous  leB  termes  affectés  de  L,  M,  N,  . . . 

2°  Que,  pour  appliquer  la  formule  (3),  il  suffit,  comme  nous 
l’avons  déjà  dit , de  connaître  les  trois  premiers  termes  et  l’échelle 
de  relation  ; tandis  que,  pour  faire  usage  de  la  formule  précédente, 
il  faut  absolument  avoir  les  expressions  des  trois  termes  qui  pré- 
cèdent celui  auquel  on  a arrêté  la  série  ; ce  qui  exige  que  l’on  sache 
trouver  le  terme  général  de  la  série , c’est-à-dire  l’expression  d’un 
terme  de  rang  quelconque,  question  qui  devient  très-compliquée 
quand  la  série  est  d’un  ordre  un  peu  élevé. 

418.  Au  reste,  les  formules  relatives  au  cas  de  la  somme  d’un 
nombre  déterminé  de  termes  s’appliquent  principalement  aux  séries 
récurrente i numériques. 

Soit,  par  exemple,  une  série  récurrente  du  troisième  ordre,  dont 
les  trois  premiers  termes  étant  1,  2,  3,  le  suivant  est  égal  au  double 
dn  troisième,  augmenté  de  la  somme  des  deux  premiers,  le  cin- 
quième est  égal  au  double  du  quatrième,  augmenté  do  la  somme 
du  troisième  et  du  deuxième  ; et  ainsi  de  suite.  Le  développement  do 
celte  série  sera 

1,  2,  3,  9,  23,  88,  148,  377,  900,  2448,  6227  .... 

Cela  posé,  pour  obtenir  la  somme  des  ouïe  premiers  termes,  on  fera, 
dans  la  formule  ci-dessus, 

A=l,  B=2,  C=3,  p=  2,  ç=l,  r=l,  N=0227,  51=2448,  L=960; 
cc  qui  donnera 

S = 2 X 6230  -{-  8873  -f  9632  — 0 _ 

3 
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Si  l’on  demandait  la  somme  d’un  plus  grand  nombre  de  termes, 
par  exemple,  la  somme  des  150  premiers  termes,  il  faudrait  pousser 
la  série  jusqu’au  80'  inclusivement,  ce  qui  ne  laisserait  pas  que 
d’être  fort  long. 

Ou  bien,  il  faudrait  former  directement  les  48°,  49',  50'  termes, 
d’après  l’expression  du  terme  général.  Or,  pour  obtenir  celui-ci  par 
la  méthode  exposée  nM  409  et  suivants  , on  commencerait  par  mettre 
la  série  proposée  sous  la  forme 

1 + 2x  -f  Sx’  -J-  9x3  + 23x4  + 88x5  -f-  ....  ; 
on  rechercherait  la  fraction  génératrice  gui  a donné  lieu  à cette  série , 
et  on  la  décomposerait  (n°  4 1 8)  en  trois  fractions  simples  pour  chacune 
desquelles  on  obtiendrait  un  terme  général.  Faisant  ensuite  la  somma 

de  ces  trois  termes  généraux , on  aurait  celui  de  la  série 

1 — [—  2j?  —J—  3x’  4*  ....  ; enfin,  on  supposerait  x = 1,  ce  qui  donne- 
rait le  terme  général  de  la  série  1 —J—  2 — 3 —J—  0 — j—  23  —J—  . . . . j 
mais  il  est  facile  do  s’assurer  que  tous  ces  calculs  sont  souvent  im- 
praticables. 

En  effet,  si  l’on  applique  la  formule  (3)  du  numéro  416  à la  série 
1 -j-  2x  -J-  3x’  -j-  9x3  -J- , en  y supposant 

A = 1 , B = 2x,  C = 3x’,  p — 2x,  g — x’,  r = x3 , 


on  aura 


S 


1 — 2x’ 

1 — 2x  — x‘  — x3’ 


Or  , l’expression  x3  -j-  xa  2x  — 1 , égalée  à zéro , ne  peut  évi- 
demment avoir  que  des  racines  incommensurables  j ainsi,  ladécora- 
1 — 2x’ 

position  de  la  fraction  ^ p p cn  fractions  simples  no 

peut  se  faire  d’une  manière  exacte. 

Ces  réflexions  prouvent  que  les  résultats  analytiques,  simples  en 
théorie , sont  souvent  peu  susceptibles  d’application. 

419.  Nous  terminerons  la  théorie  des  séries  récurrentes  par  l’ex- 
position d’un  moyen  , dû  à Lagrange , pour  reconnaître  si  une  série 
proposée  est  de  la  nature  des  séries  récurrentes. 

Ce  moyen  est  fondé  sur  les  observations  suivantes  : 

1°  Si  la  série  proposée,  que  nous  désignerons  par  S,  est  une  série 
récurrente  du  premier  ordre,  elle  provient  d’une  fraction  de  la 

forme  — — — — -. 
a -j-  o x 

ALGÈBRE.  38 
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Or , on  a 


a'  + b's  a'  . b' 

! =-+-*; 

a a a 


ce  qui  pronve  que  la  fraction  renversée,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
l'unité  divisée  far  la  série  proposée,  S , doit  donner  pour  quotient  une 
fonction  entière  de  x (n°  230)  égale  à p -j-  qx ; si  cette  division  ne  ta 
fait  pas  exactement , c’est  que  la  série  (en  supposant  qu’elle  soit  ré- 
currente) est  du  second  ordre  ou  d’un  ordre  supérieur. 

2°  Si  S est  une  série  récurrente  du  second  ordre,  ello  provient 

a -)-  bx 


d’une  fraction  de  la  forme 


o'  -|-  b'x  -J-  cV  ’ 


or , on  a 


td-\-Vx-\-c’X‘  _ g'  ob'  — la'  ay  — b(ab'—  ba' ) 
a -j-  bx  a g’  g’  ( o -j-  bx  ) 


ou 


f>  + 9l:  + 


K 


g -J-  bx 


V; 


ce  qui  pronve  que  l'unité  divisée  par  S doit  donner  lieu  à un  quotient 
entier  de  la  forme  p -j-  qx , plus  un  produit  de  x’  par  une  série  récur- 
rente du  premier  ordre,  c’est-à-dire  qu’en  désignant  par  SV  le  reste 
auquel  on  parvient  après  avoir  divisé  1 par  S et  obtenu  le  quotient 

g 

p -j-  qx , on  doit  trouver  — égal  à un  quotient  exact  de  la  forme 
S 

p’  -)-  q'x;  et  ainsi  de  suite. 

Guidé  par  ces  considérations,  Lagrange  a donné  la  règle  suivante 
pour  reconnaître  si  une  série  donnée  est  récurrente  : 

Soit  S = A -f-  Br  -J-  Cv  -J-  D*’  -{-  . . . , la  série  proposée. 

1°  Divises  l’unité  par  S,  et  pousses  l'opération  jusqu’à  ce  que  vous 
ayez  un  quotient  de  la  forme  p -j-  qx,  et  un  reste  de  la  forme  SV 
(S' désignant  une  série  indéfinie  de  la  forme  A'  -j-  B\r-}-  CV-)-  . . .); 

2°  Divises  S par  S',  et  pousses  l’opération  jusqu’à  ce  que  vous  a y ex 
un  quotient  de  la  forme  p’ q'x,  et  un  reste  tel  que  S'V  (S"  étant 
égal  a A"-fr*  + C'V-| ); 

3°  Divises  S' par  S",  et  pousses  l’opération  jusqn’à  ce  que  von* 
ayez  un  quotient  de  la  forme  p"  -J-  q"x,  et  un  reste  le!  que  S"V,‘ 

A*  Divises  S"  par  S'",  et  pousses  l'opération  jusqu’à  ce  que  vous 

ayez  un  quotient  de  la  Forme  p'"  -f-  cf"x,  et  un  reste  S'V 

Et  ainsi  de  suite. 

Des  que  l’une  de  ccs  divisions  se  fait  exactement,  la  série  proposée 


\ 
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est  récurrente , et  l’ordre  de  la  série  est  marqué  par  Jo  rang  de  la 
division  qui  s’est  faite  exactement. 

Quant  à l’échelle  de  relation  de  la  série,  ou  l’obtiendrait  aisément 
(n*  184)  si  l’on  pouvait  obtenir  la  fraction  génératrice. 

Or,  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  troisième  division  se 
fasse  exactement. 

On  aura  donc  la  suite  d’équations 

g ==  P + 9*  + j *■» 

ÿ = P + + F 

= P"  + «"*■ 

S"  1 

La  dernière  donne  -jr-\ 

o p — p*  y x 

d’où,  en  substituant  dans  la  seconde, 


S 

S' 

donc 


S' 

s 


. (p'+9'*)(p"4-9"*)4-** 

p"  -f  i'x  p"  + 9”* 

p"  + €x 


( P ' + 9X)  (p"  + 9"x)  + ** 

Substituant  cette  valeur  dans  la  première  équation , on  trouve 


1 , , (p"  -J-  q"x)x' 

■5  =p  + 9-”  + ;•»  , , J-, 7 I „ , , on  bien 

b (P  +9  *)(P  +9  *)+* 

1 _ (p+9:r)(p'+9,-r)(p"+9'J)+(P+9J);r’+(p',  + 9"J)J\ 

g ■ 

donc  enfin 


S = 


<P’  +9x)(P"  + 9"*)  + x’ 
(p'  + <l'x)  (P"+9"X)+Xl 


(P+9jr)  (P+9’X)(P+9'X)  +(p + 9X)  *’ + (p"  +9"x)x'  ’ 
expression  qui , simplifiée,  est  de  la  forme 

g a -{-  bx  -f-  c. r* 

* a’  -}-  b’x-\-  c’x'  -J-  d'jr*  ’ 

et  l’échelle  de  relation  est  alors  (n°  184) 

/ b ' e'  d'  A 

( 7r, Tx\ -,  ar5). 

V « « a / 

38* 
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•420.  Prenons  pour  exemple  la  série 

1 , 8,  6,  10,  18,  21,  28,  36,  45  , 

♦t  (h  1 1 ) 

dontchaquelerines’obticntd’après l’expression  générale — — -r^- — , 

À 

n désignant  le  rang  du  terme  que  l’on  veut  former. 

Pourrcconnaitre  si  cette  série  est  récurrente  , on  la  mettra  d’a- 
bord sous  la  forme 


1 + 8a:-j- 8*’ + 1 Ox3 -f  1 5x4 + 2 1 *s -}- 28 i6 -f  30jr7 -f  45a4 -f  ; . . . 

Cela  posé,  en  appliquant  la  règle  ci-dessus,  on  trouve 

1 1 . , . S' 

S 14-  8x+  6x>  + . . . ~ »-r  4 g x’ 

(S'  ayant  pour  développement 


8 4. 8x4- 1 5x’  -f  24x3  4-  35x4 4. 48x5  4- 83x6  + 80x7  4. 99x“4-. . .)  ; 
S 1 4"  3x-f-  6x»4-..._l  1 . xa  S" 

S7  ~ 8 4 8.r  4-  lox’  4 . . . — 3 9 X 9 ‘ S' 

(S''  = 14-3x4-6x’-|-  10x34-..  .); 

S'  3 -(-  8.r  -J-  1 o x*  -j- ...  0 

S"  = 1 4-  3x  + 6x’  4. 10x3  4-  . . . = _ *’ 

quotient  exact. 

Ainsi,  la  série  est  récurrente,  et  du  troisième  ordre. 

Pour  obtenir  l’échelle  de  relation , rapprochons  les  équations 


la  dernière  donne 
d’où 


1 1 , , S'  , 

s = 1 — «*4-  g •*’, 

S 1 . 1 .S" 

s"'  ~ 3 + 9 * ¥ * 

1 


S'' 

S'  — 8—  x’ 

S 8 4-  * , 1 

W — ~ 0 f"  9 • 


x* 

9“’ 


et  par  conséquent 
donc  enfin  S : 


i=  1 — 3x  4-x’  (3 — x)  ==  1 — 3x-j-  3x* — x3,- 


1-8x4-  3-' ■ 


(l  - x)3 
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Ainsi,  l’échelle  de  relation  de  la  série  1 -j-  'Sx  -f-  Ox1  so 

compose  des  quantités  (Sx,  — 3j%  4-  x3),  et  l’échelle  de  relation 
de  la  série  proposée,  1 — {—  3 — {—  6 — |—  1 0 — }—  . . . . est  l’ensemble  des 
nombres  (3,  — 3,  -j-  1)  ; ce  qu’il  est  facile  de  vérifier. 

Par  exemple,  le  terme  28  se  compose  de  la  somme  des  produits 

des  trois  termes  21,  18,  10, 

multipliés  respectivement  par 3,  — 3,  -f-  1. 

N.  B.  On  voit  encore  que  la  règle  précédente  donne  le  moyen 
de  retrouver  l'échelle  de  relation  d’une  série  récurrente,  quand  la 
trace  eu  a été  perdue. 


§ II.  Des  Séries  de  nombres  figurés  el  de  celles  qui  en  dépendent. 

11  existe  encore  une  certaine  classe  de  séries  pour  lesquelles  on 
peut  obtenir  facilement  te  terme  général  et  l'expression  de  ta  somme 
d'un  nombre  limité  de  termes  : ce  sont  les  séries  numériques  qui 
tirent  leur  origine  d’une  progression  par  différence. 

•421.  Détermination  du  terme  général  de  la  série . 

a"  -J-  A” -|-  c“  -J-  d™  . . . . ; a , b,  c,  d,  . . . . étant  les  différents 
termes  d’une  progression  par  différence. 

On  a vu  (u°  186)  que,  dans  toute  progression  par  différence, 

■f  a.  b. c.d.e.f. g.  h..,., 

le  terme  général , /,  a pour  expression  ,/=«-}-(»  — 1)  r,  r dé- 
signant la  raison  et  n le  nombre  des  termes;  donc  le  terme  général 
de  la  série  des  m"m"  puissances  des  différents  termes  de  cotte  pro- 
gression a pour  valeur 

= [a  -[-  (n  — 1)  r]™. 

Soit  proposé  , pour  exemple,  do  trouver  le  quinzième  terme  de 
la  série  des  cinquièmes  "puissances  des  termes  de  la  progression 
V 1 .3.8.7.9.11.13 On  aura,  en  faisant  dans  la  for- 

mule, n — 18,  m = 8,  a = 1,  r — S, 

<5  = (|  -f  U X 2)5  =205  =20811149. 

■422.  Sommation  des  termes  de  la  série 

o"  -{-  bm  -j-  c*  -{—  -J—  . . . -J-  km  -J- 

°,  b,  c,  d,  . . . . k,  I,  étant  les  différents  lermcsd’une  progression 
par  différence. 
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On  a , d’après  la  formule  du  binumo , 

m | 

bm  s*  ( o -j-  r )™  bb  a"  -J-  mra *— 1 + m — ^ + « 

e"  = ( 5 + r )"  = *’*  + + *» ”*  -■  ^6"“*  + » 


ffl  _ 1 

/j  =s=  ( A -j-  r )"  = A”  + mrkm~l  -j-  *»  - — - — r’A"-3  -f- 

Ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à mcinbro  , et  désignant  par 
S„,  S„_,,  S„_, . . . , S, , S„  les  sommes  des  m'"'" , ( m — 1 ),,m" . . . 
puissances , on  obtient 

Sm — a™ = S„— /“■— »ir  (S„_ , — l*~  *)  +OT— y~ r’(S“-  • 

ou  réduisant, 

= (8—,  — lm~‘ ) + *» 8ra_,  (A), 


formule  qui  renferme  les  sommes  dos  puissances  , depuis  8„_,  jus- 
qu’à S0  inclusivement 

( S°,  étant  égal  à a»  + 6°  -f  «* + *°+  h>  &luivaut  à « ). 

Pour  faire  connailre  l’usago  de  la  formule  (A) , faisons  successi- 
vement m = 1,  2,  3,  A,  5 . . . . 

Soit , 1"  m = 1 } on  trouve 


/ — a =r(S„ — 1°); 


d’où  S0 


l — a , j _(«— 1 )r-fr_ 
r ‘ r 


», 


résultat  que  l’on  connaît  déjà. 
2”  m — 2 ; il  vient  P — 

d’où  S,  — / = — 


«’sssSrfS.—  O + ^So  — 1") 

— oJ  r ( 1 — a ) . 

_ _ . 


> 


P — a?  , r{l-\-a)  ( / -f  a ) ( l — a -{-  r ) 

dünc  S-—-  +___ = , 

ou  bien , à cause  do  / = a -J-  ( » — 1 )r,  d'où  l — a -f-  r = «r, 
r ( / + a ) . «r  _ ( / + a )n 
S‘  3r  2 ’ 


résultat  qui  est  encore  couuu  (nu  187). 
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2°  m — 'ij  la  formule  (A)  devient 

P — a’  = 3r(  S,  — >)  -j-3r’(  S,  - /)  -f  r3(S„-  1°), 
résultat  qui  fera  connaître  S,  eu  fonction  de  S,  et  de  S0. 

4°  tn  — 4 ; 

/4_04  = 4r(S1-/3)+8r’(S,— /’)+4r3(SI  — 0+r4(S»  — /»); 

et  celte  formule  donnera  S,  en  fonction  de  S,,  S,,  S0;  ainsi  de 
suite. 

D’où  l’on  voit  qu’on  pourra  toujours  obtenir  la  somme  des  puis* 
sauces  semblables  d’un  nombre  détermine  de  termes,  en  fonction 
des  sommes  des  puissances  inferieures,  quels  que  soient  les  degrés 
do  ces  puissances. 

433.  Prenons  , pour  exemple,  la  suite  naturelle  des  nombres 


1,  2,  3,  4,  6,  0,  7,  8,  9 ...  ; 

et  recherchons  la  somme  des  carrés , des  cubes,  etc.,  des  » premiers 
termes. 

On  a,  d’après  les  formules  précédentes,  et  en  observant  que 
o=l,  r = I,  /=»,  S0  = », 


1° 

2“ 


c _"(»+*)  ....  «’  + » . 

s, , OU  - , 


m3  — I = 3(  S,  — n1  ) -j-  3(  S,  — »)-{-»  — 1 j doue 

c , n3  — l »’  — » » — 1 2»3  -f-  3»’  -j-  *» 

o,  — n -f-  3 - g — (j  * 

ou  bien  encore,  S,  = 1 ^ ^ ^ ■ 

2.3 


3°  »4—  1=4{S,—  »3)+0(S,  — n>) -f-4(S,  — »)-f  n—  1; 

, _ , . «4  — 1 2»3  — 3n’  -f-n  n*  — n n — 1 

donc  S,  — »H 4 2 — 

C »4  + 2,‘3  + *’  *>’(  ” + 1 )’  ,c  „ 

ou  S,  = i — T = r = (S->  • 


Ou  trouverait  pareillement 


6»5-j-  1S«4  -(-  10n3  — n 
30 


et  ainsi  do  suite. 


N.  B.  Afin  de  distinguer  les  sommes  des  paissances  semblables 
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des  termes  do  In  série  naturelle  1,2,3...,  des  sommes  relatives  à 
toute  autre  progression  , nous  désignerons  dorénavant  les  premières 
par./;,  , /, , fr;  en  voici  l’usage  : 

424.  On  peut  toujours,  à l’aide  de  ces  expressions , obtenir  la  râ- 
leur de  la  tomme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  d’une  série  dont 
le  terme  général  est  une  fosctiok  ratioxxeli.e  et  XTrifcSï  du  nombre  des 
termes  que  l’on  considère. 

Soit , pour  fixer  les  idées , une  série  dont  le  terme  général  est  anP, 
a étant  un  nombre  connu  quelconque  , p un  exposant  entier  et  po- 
sitif, n le  rang  du  terme  que  l’on  considère. 

La  série  proposée  est  alors  de  la  forme 

a.Ir-j-n.2/'-j-a.3/>-J-o.4r-{-  ...-}-  a . , 

série  qui  revient  évidemment  à 

«(l*+V  + »'  + 4'+ \-nr)  = a.fp. 

De  même,  une  série  dont  le  terme  général  est  exprimé  par 

a . np  db  b . n’  ± c . w,  revient  à 

u(  1^  2**  3*  nr  ) \ 

± b(  I»  -f-  2?  -f-  3’  -|-  . . . -j-  ni  ) > = a ,/p±b d=  c 

± c(  lr  2r  — j—  3r  -j—  . . • nr  ) ) 

Or,  les  expressions  fp,  f,,  fr,  sont  connues  d'après  les  formules  du 
n°  423  ; ainsi , la  somme  des  n premiers  termes  de  la  série  proposée 
est  également  déterminée. 

428.  Application  au  x séries  de  nombres  figurés.  — On  appelle  ainsi 
les  séries  que  l’on  déduit  d’une  progression  par  différence,  dont  le 
premier  terme  est  l'unité  et  la  raison  un  nombre  entier , en  faisant 
successivement  la  somme  des  deux  premiers,  des  trois  premiers , des 
quatre  premiers  ....  termes  de  la  progression  , et  opérant  ensuite 
sur  la  nouvelle  série  que  l’on  obtient  par  ce  moyen,  comme  on  a 
opéré  sur  la  progression  ; et  ainsi  de  suite. 

Soit  d’abord  la  progression  naturelle  des  nombres 


— 

- 1 . 

2 . 3 . 4 . 0 . 

ü 

/ . 

• 

1, 

3,  0,  10,  15, 

21, 

28  . 

• • • « 

1 

1. 

4,  10,  20,  35, 

50, 

84  . 

Les  séries.  . 

• « 
1 

I.1' 

* 

5,  15,  35,  70, 

• • » • t 

120, 

1 t 

210  . 
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dont  la  première  se  forme  en  ajoutant  successivement  les  deux  pre- 
miers , les  trois  premiers  ....  termes  de  la  progression  proposée  , 
dont  la  teconde  se  forme  à f aide  de  la  première  comme  celle-ci  s’est 
formée  au  moyen  de  la  progression , dont  la  troisième  est  déduite  de 
la  seconde  comme  celle-ci  l’a  été  de  la  première  ....  ; ces  séries , 
dis-je , sont  celles  des  nombres  figurés  de  la  première  classe. 

La  premièic  est  la  série  des  nombres  triangulaires. 

La  seconde  , celle  des  nombres  pyramidaux  triangulaires. 

Les  séries  suivantes  n’ont  pas  reçu  de  dénominations  parti- 
culières. 

La  progression  ~ 1.3. S. 7. 9. II  . . . 2 n — 1,  donne  naissance 
aux  nombres  figurés  de  la  seconde  classe  ; et  les  séries  qui  en  dépen- 
dent sont , d’après  la  loi  ci-dessus  , 

1,  4,  9,  16,  28,  36.  . . . 

I,  5,  14,  30,  55,  91.  . . . 


La  première  de  ces  deux  séries  est  la  suitu  des  nombres  carrés;  la 
seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  quadrangulaires. 

Ces  dénominations  proviennent  de  l'analogie  que  ces  nombres 
ont  avec  certaines  figures  géométriques. 

426.  Les  séries  qui  viennent  d’ètre  formées  jouissent  de  plusieurs 
propriétés  curieuses,  dont  nous  ferons  connaître  la  plus  importante  : 
c’est  que  l’on  peut  toujours  former  leur  terme  général,  et  obtenir 
l'expression  de  la  somme  des  n premiers  termes  en  fonction  des  quan~ 
titès  f,, 

En  effet  , pour  une  progression  quelconque,  la  première  des  sé- 
ries qui  en  dérive,  est  telle  que  son  »""*  terme  ost  égal  à la  somme 
des  n premiers  termes  de  la  progression  proposée  ; donc  , 1°  ce 
terme  peut  toujours  être  exprimé  rationnellement  en  fonction  de  n; 
2°  puisque  ce  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  de  « , la 
somme  des  n premiers  termes  peut  (n°  424)  être  exprimée  au 
moyen  des  sommes  f, , f ,,  f,  , ...  . dont  les  valeurs  sont  connues. 

Ainsi,  soient  la  progression -f-  1.2  . 8 . 4 . 8.  . . . , 
et  les  suites  qui  en  dérivent  1,3,  6,  10,  15.  . . . , 

1,  4,  10,  20,  35 
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La  somme  des  termes  de  la  progression  étant  , le 


lermc  général  de  la  première  suite  est 


(”+  *)” 


2 ’ °U  2 + 
donc  (u°  424)  la  somme  des  n premiers  termes  de  cette  suite  a pour 
expression , 

1 , , 1 . 
jA+g/lj 

ou , remplaçant  f,  }f,  par  leurs  râleurs  (n°  423)  , 

2»3  -|-  3n>  + » , n’  -|-  s»  «3  -f-  3»’  -(-  2 n 

fi  1 4 ~ 0 

, , . . . n(n  + 1)  (n  + 2) 

expression  qui  peut  encore  s écrire  ainsi  : ■ ' — i — 

2,8 

De  même , le  terme  général  de  la  seconde  suite  étant 
»3  + 3»’  + 2n  1 , , 1 . , 1 

T 6 1 > ‘"‘ê"  +5"  +1"’ 

on  a pour  la  somme  des  n premiers  termes  de  cette  suite , 

\f>  + \f>  +\f-  ! 

ou,  substituant  pour /•,/>,/,>  leurs  valeurs, 

nr<  -f-  2n3  -}-  *’  i 2»3  -f-  3n’  -{-  « . «’  » 

24  ' ïi  1 6 

»4  + 0„î-j_  1 !»»_{- 0„  *(»-|-l)(»-f2)(n-f3) 

— 24  ~ 2.3.4 

On  aurait  de  même,  pour  le  terme  général  de  la  troisième  suite, 

»4  4-0»3  + lln’4-6n  1 . . 1 , , 11  . 

■ -T  -"Tï =t-'  ou  24  "4  + 4 " + 24  * +*' 

et , par  conséquent,  pour  la  somme  des  n premiers  termes  , 

ti54-10n44-38n34.30»»  + 24»  »(n-f  1)  (n+2)  (n-f3)  (n-f-4) 

120  2 . 3 . 4 . 8 > 

et  aiusi  de  suite. 
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A'.  B.  11  est  a remarquer  que  les  expressions 

n «(b  -{-  1)  b(b  -f-  1)  (•»  -f-  2)  «(»  -}-  1)  (b  -f-  2)  (»*  -f-  3 

P 2 ’ 273  ’ 2.3.4  ’ 

ne  sont  autre  choso  que  les  termes  généraux  des  coefficients  du  dé- 
veloppement de  (1  — x)~‘ en  supposant  successivement  «i  = 2, 
«i  = 3 , m = 4 , to  = 5 . . ..  ( Voyez  à ce  sujet  le  n°  418). 

427.  Soient  encore  les  nombres  figurés  qui  correspondent  à la 

progression  7 1 . 3 .8.7  . 9. ..2»  — 1, 

savoir  1,  4,  9,16,23 

1,  8,  14,80,83 


Le  n**"*  terme  de  la  série  des  nombres  carrés , étant  la  somme  des  n 
premiers  termes  delà  proposée,  a pour  expression 

(2n-l  + l)« 

T — — 7*  • 


Donc  la  somme  des  n premiers  termes  de  cotto  même  série 

18)  à 

«(,.+  1)  (2b + 1) 


. , , . . . , 2b3 -4- 3b’ -I- n 

est  égalé  a/, , ou  (n°  428)  a — - 1 , expression  qui  re- 


vient encore  à 


2 . 3 


r , . , . . . 2n3  —I—  3»1  —I—  ti 

Le  n’**'  terme  de  la  seconde  sérié  étant  1—5 — , 

o 

1 , . 1 


3n3+  â"’  + B*' 


ou  bien 

on  a , pour  la  valeur  de  la  somme  des  n premiers  termes , 

1 , 1 r , 1 r «4  -f-  4b3  5b’  2b 

3"'J"'_2^  ‘ 6^'  fl  * 

«(»+  l)’(n  + 2) 

ou  bien  encore  — — ' ; — ! — 

On  trouverait  do  la  même  manière  les  termes  généraux  et  somma- 
toires  des  séries  qui  résultait  de  touto  autre  progression. 
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§ III.  Retour  des  suites,  ou  méthode  inverse  des  séries. 


428.  La  mclhode  des  coefficients  indéterminés  donne  , en  géné- 
ral, le  moyen  de  développer  toute  fonction  de  x suivant  les  diverses 
puissances  de  celte  lettre.  Réciproquement,  celte  fonction,  que  l’on 
peut  désigner  par  y,  étant  développé  suivant  les  puissances  de  x,  on 
peut,  par  la  même  méthode,  obtenir  te  développement  de  la  quantité 
x suivant  les  puissances  de  y ; et  c’est  en  cela  que  consiste  le  retour 
des  suites,  ou  ta  méthode  inverse  des  séries. 

Soit  y = ax-\-  bx ’ -{-  c jr3  — |—  . . (I),  la  fonction  développée 

suivant  les  diverses  puissances  de  x (a,  b,  c,  d,  . . . étant  des  quan- 
tités connues);  on  demande  réciproquement  la  valeur  de  x en  y, 
c’est-à-dire  les  coefficients  du  développement 

* = Ay  + By’  + Cy3  + Dy4  + . . . . (2). 

Pour  y parvenir,  élevons  successivement  au  carré,  au  cube 

les  deux  membres  de  l’équation  (1);  il  vient 


V' 

= a1  . x 

■’  4-  %ib  . x3  -1-  6’ 

x*  + 26c 

x5  -f 

-[-  2oc 

-}-  2ad 

y3 

— o3x3 

Sa’bxî 

-f  3 ab7 

X5  -j-  . . . , 

-j-  3a’c 

1 

y4 

= 

+ 4 a>bx5 

+ • • • > 

y5 

= a5x5 

+ • • •» 

d’où 

, substituant  dans  l’équation  (2) 

et  ordonnant , 

0 = 

: Ka  I X 

+ \b  j x’ 

-f-  Ac 

x3  -j-  A d 

x4 

— 

■ 1 1 

-j-  Ba’  1 

-f  2Ba6 

-f  B<b’ 

+ Co3 

-j-  2Boc 

-j-  3Ca"6 
+ Da'i 


Égalant  à 0 les  coefficients  de  x , x % x1,  x4,  . . . on  obtient  les 
équations 

A o — 1=0,  \b  -}-  Bu1  = 0,  Ac  -f-  2Iia/>  -j-  Co3  = 0 , 

\d  -J-  Bip  -(-  2B<ic  -|-  3Co’i  -{-  D«  i = o . . . , 
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desquelles  on  déduit  successivement , 

^ __  | g ^ | - b C Ac  — 2B ah  Hb1  — tic 

a ’ a*  «J  ' ? 


D = 


o o*  aJ 

Sabc  — B63  — a’d 


5 > 


a? 


Ainsi,  l’on  obtient , pour  le  développement  demandé, 
I ..  1 t , , 2A’—  «c  , W — 5/iic  4-  a’rf 

* = « y— «s*-y’-ï — ^ — y ay-- 


N.  B.  Si  l’on  a un  développement  de  la  forme 
y = a -j-  ax  -j-  bx 1 -|-  c*3 

il  est  facile  do  s’assurer,  en  reprenant  la  méthode  précédente, 
que  l’on  ne  peut  pas  développer  x suivant  les  puissances  de  la 
fonction  y clle-mcme;  mais  on  peut  faire  y — a — z,  ce  qui  donne 

s = ax  -{-  bx*  -|-  ex3 . . . 

Posant  ensuite  x ==  A*  -f-  Bs’  -)-  Cs3  , . . . on  déterminera  les 
coefficients  A,  B,  C ...  ; après  quoi  l’on  remettra  pour  % sa  va- 
leur y — a ; et  alors  le  développement  de  x procédera  suivant  les 
puissances,  non  de  la  fonction  y,  mais  de  l’expression  y — a. 

429.  Application!.  — Soit,  pour  premier  exemple,  la  série 

y = T-j-xJ-|-*3-f-ir4-|-flr5-)-.  . . 

Posons  x = Ay  -}-  %’  + Cy3  + %4  + Ey5  + . . . 

En  formant , comme  ci-dessus,  les  diverses  puissances  de  y et  en 
substituant  leurs  valeurs  dans  la  seconde  identité,  on  obtient  les 
équations  suivantes 

A — 1=0,  A+B  = 0,  A+2B  + C=0,  A + 3B-f  3C  + D=0, 
A-j-  4B-J-6C  -f.  4D-j-E=  0 . . . .;  d’où  l’on  déduit  successive- 
ment 

A = 1,  B = — 1,  C=  + l,  D=  — 1,  E=+  1 ... 

Donc  X = y — y*  4-  y3  — y4  -J-"  y5  — .... 

Et  en  effet,  x-f-*’  -J-x3  -j-  ...  est  uno  série  récurrente  dont  la 

fraolion  génératrice  est  (n°  417)  -p-î — . 

1 — x 
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x , v 

Ainsi,  l’on  a y = , d’où  l’on  liro  x = -r-* — ; 

’ J I — x 1 —J—  y 

or,  en  développant  celle  dernière  expression  en  série  par  la  division, 
on  trouve 

* = y — y’  4-  y’  — y4  + y5  — • • • U)> 

Soit , pour  second  exemple,  l’équation 

^1+T+o+i^3+rxrr+--’ 


dont  le  second  membre  n’est  nuire  chose  que  le  développement  do 
er  (voyez  n*  229). 

En  faisant  y — 1 = s,  on  a 


1.2.3. 


+ 


#4 

1.2. 3. 4 


-f-.  . . 


Posons  alors  x = As  -f~  Es’  + Cs3  -j-  Dsl  (2). 

En  formant,  à l'aide  de  l’identité  (1),  les  diverses  puissances 
de  s,  puis  substituant  leurs  valeurs  dans  l’identité  (2),  on  sera  con- 
duit aux  équations  suivantes, 


A _ 1 = 0,  £ + B = 0,  A+B+C=0,  £+§+’ 
d’où  l’on  déduit 


A =»  1,  B 


D 


I 

4 


donc,  le  développement  do  x en  s est 


s 


I 


ainsi,  l’on  a pour  celui  de  x en  y, 

f y_— J ) (y-D*  , (y-1)3  (y -1)4 

1 2~ + l 4 


Observons  d’ailleurs  que  l’équation  y =s=  e*  donne  (n®  208),  dans 
le  système  népérien,  x = 1' . y ; donc 
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Tel  est , en  effet  (n°  235),  le  développement  en  série  du  logarilbmo 
naturel  d’un  nombre. 

La  méthode  inverse  des  séries  est  d’un  usage  peu  fréquent , parco 
qu’il  est  difficile  de  reconnaître,  d’après  la  nature  des  calculs,  une 
loi  de  formation  pour  les  coefficients  ; et  l’on  est  souvent  obligé  de 
déterminer  un  grand  nombre  de  coefficients  avant  de  pouvoir  saisir 
cette  loi. 

430.  Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à dire  sur  cette  méthode 
par  la  remarque  luttante  : 

Si  l’on  a une  équation  de  la  forme 

an  4"  -}■  cyz  -f*  • • • &'.**  4-  e'*3 + ••••» 

formée  par  deux  séries,  et  qu’on  veuille  exprimer  y en  x par  une 
série  telle  que  y = A*  + C*3  — . ...»  il  faut,  pour  obte- 

nir A,  B,  C , . . . former  les  diverses  puissances,  y1,  y* , ....  à 
l’aide  de  cette  dernière  équation  , puis  les  substituer  dans  la  pre- 
mière, ce  qui  donne  alors  une  équation  identique  en  » , dont  on 
égale  séparément  à 0 les  coefficients  correspondants. 

Mais  les  calculs  dans  lesquels  on  est  ainsi  entraîné  sont  souvent 
impraticables,  parée  que  les  coefficients  A,  B,  C,  . . . . entrent,  dans 
les  équations  de  condition , à des  puissances  do  degré  supérieur  au 
second. 


g IV.  Des  séries  trigonomélriques  et  circulaires. 

Nous  compléterons  la  théorie  des  suites  par  la  recherche  du  dé- 
veloppement des  trois  lignes  trigonomélriques  principales,  sin  x , 
cos x,  tang  x,  suivant  les  diverses  puissances  de  l’arc  x,  séries  qui 
servent  à la  confection  des  tables  trigonomélriques. 

Développement  de  sin  x et  de  cos  x. 

431.  Pour  résoudre  celte  question , nous  partirons  de  la  for- 
mule 

(cos  a- J-  sin  a . — 1)"  =»  cos  mo-j-  sin  ma  . — 1 , 

démontrée  (n°  389). 

Si  l’on  développe  le  premier  membre  de  celle  équation  d’après 
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la  formule  du  binôme,  il  est  aisé  de  voir  que  ce  développement  se 
composera  de  deux  parties  distinctes  : une  partie  réelle  et  une  partie 

affectée  de  }/ — 1.  Or,  pour  que  l’équation  précédente  puisse 
exister  , il  faut  qu’il  y ait  séparément  égalité  entre  les  parties  réelles 
des  deux  membres,  et  entre  les  deux  parties  imaginaires. 

Supposons  doue  le  développement  effectué;  nous  obtiendrons 
les  deux  nouvelles  équations 


-j-  m 


cos  ma  = cos„a  — «i 
tn  — 1 


m — 1 


. cos"~’a  . sin’n 


m — 2 tn  — 3 , . , , 

— — . — - — . cos’"-’»  . sin’a-{-  . . 


. m — 1 tn  — 2 , . , , 

sin»ta  = cosm-Ia.sma — m. — - — . — - — . cos"1— 3a . sm’a-f- .... 

2 A 1 


Ces  formules  servent,  on  trigonométrie , à déterminer  le  sinus  et 
le  cosinus  des  arcs  multiples,  tna,  en  fonction  des  sinus  et  cosinus 
de  l’arc  a;  mais  on  peut  aussi  en  déduire  les  valeurs  du  sinus  et  du 
cosinus  d’un  arc  en  fouctiou  de  cet  arc. 

432.  Observons  d’abord  que , d’après  la  relation 


tang  a = ' 


on  peut  mettre  les  formules  précédentes  sous  la  forme 
cos  ma  = 


«.-1 


m — 1 m — 2 m — 3 


cos"a  ^1— «s.^-^.tang’o-J-m.^— .— g— .- 


-p^-. tangua— etc.^, 


i = C05ma  ^ 


m — 1 m — 2 , , \ 

m . tang  a — tn . — - — . — - — . lang’o  J • 


Cela  posé,  faisons  ma  = x,  d’où  m 


ces  formules  deviennent 
a 


cos  x = 


(,  x — a tang  o , x — a x—ia  x — 3o  tangua 

' 1"  2-  ■ 

_ / tango  x — a x — 2a  tang3a  , 

1 X = cos  a ( x . x-  

\ « 


2 3 a1  ‘ 

Remarquons  actuellement  que  les  trois  quantités,  a,  x,  et  tn. 
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étant  liées  par  la  relation  ma  = x,  ou  m = -,  on  peut  fairo  va- 

a 

rier  m et  a de  manière  que  leur  produit  x reste  constant ; car  si  l’on 
prend  pour  a , par  exemple,  une  suite  de  valeurs  tout  à fait  arbi  traires, 
les  valeurs  de  m,  correspondant  à ces  valeurs  de  a et  à la  râleur  con- 

X 

liante  de  x,  s’obtiendront  au  moyen  de  la  relation  m — D’un  au- 
tre coté,  l’on  sait , d’après  les  principes  de  la  trigonométrie,  que  plus 
un  arc  a diminue , plus  il  approche  de  devenir  égal  à son  siuus  et  à 

. ....  , sina  tango 

sa  tangente;  ce  qui  revient  a dire  que  le  rapport , ou  — - — , 

tendions  cesse  vers  l’unité , et  que,  quand  on  suppose  l’arc  moindre 
que  tout  arc  donné,  ce  rapport  ne  diffère  de  l’unité  que  d’une  quan- 
tité moindre  que  touto  grandeur  donnée;  en  termes  algébriques , si 
l’on  suppose  a =0,  il  en  résulto 

sin  0 tang  0 , 

~Ô  0 

D’après  ces  considérations,  faisons  a = 0 dans  les  deux  formules 
ci-dessus  ; les  premiers  membres  ne  changeront  pas , puisque  l’on 
suppose  x constant  ; mais  les  seconds  membres  deviendront 

cos"0.  — YTâ’1  + 1.2.8.4’1- 1.2. 8. 4. 8.0*  1 + • • • •) 
cos-o  • (y  • i — Y7273  • 1 + ïTITâTTTâ  ’ 1 “ ) ’ 


d’ailleurs  on  a cos  0 = 1 , d’où  cos"  0=1;  donc  enfin , l’on 
obtient 

= 1 — 172  + 1.2. 8.  i “ 1.2. 3. 4. 5. 6 ^ W » 


COS  X 


sin  x = t 


1.2.3 


+ T7 


2. 3.4.5 


(B).  (*) 


(•)  Eü  appliquant  aux  série*  (A)  et  (B) le*  principe*  établi*  à la  fin  du  sixième  chapitre 
(y  ote  sur  les  séries  convergentes ),  il  est  aisé  de  reconnaître  quelles  finissent  toujours  par 
devenir  convergentes. 

En  effet,  le  rapport  d'un  terme  quelconque  au  précédent  peut  être  exprimé. 

i1 

pour  1.  première  .crie , pur  — > 

x* 

et  pour  la  «coude , p.r  — ,, 

(n  désignant  le  rang  du  terme  t partir  du  >econd). 

Or , x ayant  une  râleur  finie  et  déterminée , il  est  lotijour.  pooiblc  de  prendre  a a«- 
Ai.atBSE.  39 
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■433.  Pour  faire  servir  ces  formules  à la  construclion  des  tables 
trigonomëtriques,  il  faut  supposer,  1°  que  l’on  connaisse  le  rapport 
*-  = 8,1413936  ....  de  la  circonférence  au  diamètre,  ou  de  la 
daaii-circonférence  au  rayon  ; 2°  que  *■  représente  la  longueur  d’un 
arc  d’un  certain  nombrede  degrés,  rapportée  au  rayon  pris  pour  unité. 

D'après  ecla,  soit  propôsé  de  déterminer  le  siuus  et  le  cosinus  do 


l’arc  d’uMc  minute. 

Comme  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  1 , a pour  va- 
leur 3,1415926  . . . , il  vient,  pour  le  quart  de  circonférence, 
1,5707903. ..,  et  pour  l’arc  de  T,  qui  est  le  10000^"“  du  quadrant, 
0,00015707963.  11  suffit  donc  do  substituer  à la  place  de  x , cette 
valeur  dans  les  deux  formules  (A)  et  (B),  et  de  calculer  les  deux 
premiers  termes  seulement;  car  il  est  visible  que  les  autres  seraient 
extrêmement  petits.  On  peut  même  observer  que  les  termes  étant 
alternativement  positifs  et  négatifs , l’erreur  commise  s’estime 
(n°  170)  par  le  premier  des  termes  que  l’on  néglige. 

Prenons , par  exemple  , le  premier  terme  x de  la  série  relative  au 
sinus,  pour  exprimer  sin  1';  l’erreur  commise  est  moindre  que 
( 0,00015707  . . . )3 


2.3 


-.  Or,  on  a 


( 0, 00015707...  )*  < ( 0, 00010  )3,  ou  0,000000000004090; 
le  6e  de  cette  expression  est  moindre  que  0,000000000001;  donc  la 
valeur  de  sin  1'  ne  diffère  pas  de  l’arc  lui-même,  dans  les  douze  pre- 


miers chiffres  décimaux, 

En  général,  tant  que  x sera  une  fraction,  ce  qui  aura  toujours  lieu 
xi  l’on  considère  un  arc  moindre  que  le  8ia“  de  la  circonférence 
(ou  50°),  les  deux  séries  seront  très-convcrgcntcs  ; et  un  petit  nom- 
bre de  termes  suffira  pour  donner  des  valeurs  très-approchées  de 
sin  x et  de  cos  x . 

434.  Les  séries  (A)  et  (B)  donnent  lieu  à des  conséquences  assez 
importantes  que  nous  allons  déduire  successivement. 

Première  conséquence.  — En  comparant  ces  deux  séries 


co*  * = 1 - r 2 + 

X X3 

sin  x — — — 

1 1.2.3 


*4 

1.2. 3. 4 


1 .2.3.4.B 


(A) , 

(B) , 


se«  (;r»nit  pour  que  le  rapport  soit  une  fraction  ; et  celte  fraction  itiminucra  inJcKni- 
ment  à mesure  que  n augmentera. 

Ainsi  ce*  série*  rentrent  dan*  le  premier  ca»  du  n«  » de  la  note  déjà  citée.  . 
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à celle  qui  donne  le  développement  dcor  (n°  229), 


,+T+ï^+T^-3+ï^3T+ 


013 


on  voit  que  leur  somme  donne  celle  dernière  série,  aux  signes  près, 
de  deux  en  deux  rangs;  mais  si  l’ou  remplace  dans  celle-ci,  x par 
x [/  — 1 , et  qu’on  multiplie  les  deux  membres  de  (B)  par  |/  — 1 , 
on  aura  (en  se  rappelant  que  les  diverses  puissances  de  [/  — 1 sont 

+ */=!,  -1,  fl), 


cos*-f-|/_l,ln  — H-J  V T.13.Â+- 

.j^1+.y=r_i-î^iv=T+î^0+... 

donc  e*>'~  = cos  x -f-  (/  — 1 . sin  x. 


En  changeant  «en  — x,  et  observant  que  cos  ( — x)  — cos  x , 
sin  (— x)  = — sin  x,  on  trouverait 

= cos  x — (/  — 1 . sin  x. 


ce  qui  donne  enfin  la  nouvelle  formule 

= cos  x ± ^ — 1 . sin  . (C). 

N.  B.  Les  valeurs  qu’on  vient  d’obtenir  pour  e-*''-*, 

combinées  par  addition  et  par  soustraction  , conduisent  aux  deux 
formules  suivantes  qui  sont  employées  assez  fréquemment  : 

cas  x = ^ (e+x>'—‘ ‘ -f-  e_xA  _1)  , 

sin  x — ^ ( e+,l'~ ’ — 

2 |/-  I 

43S.  Seconde  conséquence.  — Si , dans  la  formule  (C) , on  met  nx 
À la  place  de  x,  « étant  uu  nombre  réel  quelconque , il  vient 

= cos  nx  ± yTTÏ 

. sin  nx; 

d’un  autre  cûlé, 

i _ (e:fc.> *j»  = (CüS  x ± j/  — l.sin  «)"; 

donc  (cos  x àz  l/  — 1 . sin  «)*  ==  cos  nx  ± {/  — 1 . sin  nx. 

59” 
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Ainsi  la  formule 


(cos  a ± sin  a . |/  — l)"  = cos  ma  sin  ma  J/  — 1 , 

qui  n’avait  été  démontréo  (n°389)  que  dans  le  cas  où  m était  un 
nombre  entier  et  positif , est  maintenant  vérifiée  pour  un  exposant 
quelconque. 

436.  Troisième  conséquence.  — De  la  formule  (C)  l’on  déduit 
encore,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  le 
système  népérien, 

± x [/  — 1=1'  (cos  x ± ^ — 1 . sin  x)  ; 

d’où , en  séparant  les  deux  formules  contenues  dans  celle-ci , et  re- 
tranchant la  seconde  de  la  première,  , 


Sx  [/—  1 = V 


cos  X 
COS  X 


— 1 . sir 
— \/  — 1 . sin 


ou  bien,  a*  /~1  = 1-  1 + /-Ll  »»ng  * 

1 — (/  — 1 . tang  x 

Or,  on  a trouvé  (n°  228)  1'  J = 2 ; 

faisant,  dans  celte  formule,  y — 1 . tang  x,  on  obtient 

rl  + /=l.Ung,  =2 A , | p/ZT; 

1 — l/ — 1. tanga:  ' 5 / 


-j/  — 1 .tang 
donc  Sx  y/  — 1=2  ^tang  x 


3 ~ S 

tang3*  . tang5 


cl  par  conséquent,  x = tang  x 


3 ~ 8 

tang3*  , tang5* 
“3  fi- 


^ ■ ■ • O». 


Cette  formule  donne  la  valeur  d’un  arc  en  fonction  de  la  tangente 
de  cet  arc.  Donc , par  la  méthode  inverse  des  séries  ( n°  428  ) , on 
pourrait  développer  réciproquement  tang  * en  fonction  de  x.  Mais 
on  parvient  à ce  dernier  développement  par  le  moyen  qui  suit  : 

Soit  tang  *=A*-f-li*3-j-C*5-j-D*5  . . . 

(en  observant  que  la  tangente,  de  même  que  le  sinus,  ne  peut  ren- 
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fermer  dans  son  développement  aucune  puissance  paire  de  l’arc, 
puisqu’elle  doit  changer  désigné  avec  cet  arc). 

Pour  déterminer  A,  B,  C,  . . . on  substitue  dans  la  relation 
tang  x . cos  x = sin  x,  à la  placo  de  sin  x et  de  cos  x , leurs  déve- 
loppements trouvés  (n°  ASS),  puis  à la  place  de  tang  x,  la  série  ci- 
dessus;  et  il  vient 


(A,+DI.+C*.+D;H-.J(>- f5+îir  ŒOTB+  - ) 


T 1.2.3+  1.2. 


3. -4. 8 1.2. 3. A. 5. 6. 7 


Effectuant  la  multiplication  indiquée,  et  égalant  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  a-,  on  trouve  successivement 


A -p 


B = 
C = 


A 

1 .2 

B 

1.2  ‘ 


1 .2  .3’ 


A _l 1 

1.2. 3. A ~ 1.2. 3. A. 8’ 


D =7—2.  — 


1 


1.2  1 .2.  S.  A *”  1.2. 3. A. 8. 6 1 .2 .3. A .8  .6.7’ 


et  ainsi  de  snite. 

La  loi  des  coefficients  se  trouve  ainsi  bien  déterminée. 

A37.  Les  analystes  ont  fait  servir  la  formule  (D)  du  n°  précédent 
à la  détermination  du  rapport  approché  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Pour  que  celte  formule  puisse  être  utile , il  faut  quo  l'arc  dont  on 
cherche  la  valeur  soit  tout  au  plus  égal  à 80° , puisque  l’on  a 
tang  80°=  1. 

Cela  posé,  soit  80°  = m et  prenons  pour  m l’arc  dont  la 

tangente  est  égale  à j , auquel  cas  on  a , d’après  la  formule  (D), 


_L  + _L 

3.  A3  ‘ 8 . A5 


1 


7.A7 


série  très-convergente  dont  la  loi  est  manifeste. 
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D’ailleurs,  l’équation  80°  = m -j-n,  donne  n = 80°  — m;  d’où 


tang  n 


tnng  80“ — tang  m 
1 *4-  tnng  m tang  80° 


’ + j 


donc,  en  appliquant  encore  la  formule  (D) , 

3 3J  . 35  37 

” S 3.8J  + S.85  7.8:  + •••» 

ainsi  ( m -j-  n ) ou  l’are  de  80° , est  représente  par  là  somme  des 
deux  séries 


1 1,1  1 , , 3 3*  , 3*  87 

4 S.A^B.A5  7 . 4:  ' *1' ‘ B d.B^B.B3  7.8:  + *‘* 

La  seconde  de  ces  deux  séries  n’est  pas  très-convergente  ; et  il  fau-  • 
drait  un  assez  grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  un  degré  d’ap- 
proximation suffisant. 

438.  Mais  on  peut  parvenir  à deux  autres  séries  beaucoup  plus 
convergentes. 

Soit  e l’arc  dont  la  tangente  est  égale  à | ; 11  en  résulte 

O 


r 


i i 

B 3.84 


Or,  on  a,  d’après  les  formulos  trigonomélriqucs , 


tang  2r>  = j 


2 tang  v 
— InUg’c 


8 

12’ 


tang  4e  — 


2 tang  îc 
1 — tang’2c 


Comme  cette  dernière  tangente  diffère  très-peu  de  l’unité,  on 
peut  déjà  conclure  que  l’arc  4c  diffère  peu  de  80° , et  qu’ainsi  la 
tangente  de  4p  — 80°  doit  être  une  fraction  très-petite. 

Cela  posé,  soit  s — 4c  — 80°,  d’où  tang  * = tang  ( 4c  — 80°)  ; 


il  vient 
donc 

d’ailleurs, 


tang  a 

1 

3 239 

l’équation 


tang  4c  — 1 1 

1 -J-  tang  4c  230  ’ 

! | ! . 

3.  2391  ~ 8.  2395  ” 

z = 4r  — 80°  donne  80°  = 4p 


s. 
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Huilant  dans  celle  expression,  à la  place  de,e  et  de  s,  leurs  valeurs, 
ou  obtient 


d’où  l’on  conclut  enfin , pour  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  ou  pour  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon, 


Il  est  facile  de  s’assurer  que  les  quatre  premiers  termes  de  la  pre- 
mière série,  cl  les  deux  premiers  termes  de  la  seconde  , donnent  la 
valeur  de  r à moins  de  0,00001  près. 

439.  Coxclcsios  — En  réfléchissant  sur  tout  ce  qui  vient 

d’èlre  dit  sur  les  séries  circulaires  ou  Irigonométriques,  on  voit  le 
parti  que  l’on  peut  tirer  do  l’emploi  des  symboles  imaginaires,  pour 
résoudre  des  questions  d’une  très-grande  utilité.  Comme,  pour  par- 
venirà  ce  but,  on  étend  à des  expressions  imaginaires,  des  formules 
qui  d’abord  n’avaient  été  reconnues  vraies  que  pour  des  quantités 
réelles,  on  pourrait  être  tenté  de  révoquer  en  doute  l'exactitude  des 
résultats  auxquels  on  est  conduit  ; cependant  si,  après  certaines 
transformations  , on  parvient  à des  expressions  débarrassées  d’ima- 
ginaires, qui  s’accordent  nvcc  celles  que  fournirait  un  raisonne- 
ment strict  et  rigoureux,  on  est  forcé  d'admettre  la  légitimité  des 
moyens  employés. 

C’est  ainsi  que  les  analystes  ont  fait  les  découvertes  les  plus  im- 
portantes, auxquelles  on  ne  parviendrait  que  très-difficilement  par 
des  moyens  en  apparence  plus  satisfaisants. 

La  méthode  suivie  pour  obtenir  les  expressions  de  sin  x et  cos  x , 
offre  encore  l’exemple  d’un  raisonnement  qui  conduit  promptement 
au  but,  quoique  laissant  d’abord  un  peu  de  vague  dans  l’esprit. 

Tour  parvenir  à ces  expressions,  on  supposo  que,  l’arc  a deve- 


nant nul , le  rapport 


tang  a 
a 


se  réduit  à 1.  Au  premier  abord,  on  a 
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de  la  peine  à concevoir  que,  l'arc  étant  nul,  il  puisse  exister  un  rap- 
port entre  l’arc  et  sa  tangente,  et  que  ce  rapport  soit  égal  à 1; 
mais  si,  au  lieu  de  supposer  l’arc  tout  à fait  nul,  on  suppose  qu’il 
ne  diffère  de  0 que  d’une  quantité  extrêmement  petite,  le  rapport 
entre  la  tangente  et  l’arc  est  calculable  et  diffère  très-peu  de 
l’unité;  et  plus  l’arc  est  petit,  moins  le  rapport  diffère  de  l’unité. 
D'où  l’on  peut  conclure  qu’à  la  limite  de  décroissement  de  l’arc  , 

c’cst-à-dire  quand  a devient  nul,  on  a V11^.  a.  — J.  L’exactitude 

des  formules  auxquelles  on  parvient  ainsi,  exactitude  qui  se  trouve 
vérifiée  par  les  applications  que  l'on  en  fait  à la  détermination  des 
sinus  et  cosinus  de  certains  ares,  confirme  aussi  l’exactitude  des 
principes  qui  y ont  conduit. 

La  considération  des  rapports  def  grandeurs  variables,  dans  les 
limites  de  leurs  accroissements  ou  de  leurs  décroissements,  est  l’objet 
de  V Analyse  infinitésimale,  nouvelle  branche  des  mathématiques  à 
laquelle  la  théorie  des  séries  peut  être  regardée  comme  une  espèce 
d’introduction. 


FIN. 
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Cette  Note  a pour  but  de  présenter  un  moyen  général  d'obtenir  l'équation  Anale 
débarrauée  de  tout  facteur  étranger,  et  par  conaéquent  de  compléter  la  méthode 
indiquée  A la  page  537,  d'après  M.  Gérono. 

Appelons  A et  B les  deux  polynômes  proposés;  et  supposons  qu'on  leur  applique 
la  méthode  d'élimination  simpliBéc  du  n°  373.  Soient  m,  m',  m",  ...  les  mul- 
tiplicateurs en  x dont  l’introduction  dans  les  dividendes  successifs  est  néces- 
saire pour  conduire  A des  quotients  entiers,  q,  q’,  q"  . . . ; et  soient  encore 
nr,  nV,  n"r",  ...  les  restes  obtenus,  n,  n',  n",  . . . étant  leurs  facteurs  respec- 
tifs en  x,  facteurs  par  lesquels  on  divise  ces  restes,  conformément  A l’esprit  de  la 
méthode  indiquée,  avant  de  passer  A la  division  suivante. 

Cela  posé,  nous  aurons,  en  admettant  pour  fixer  les  idées,  que  le  nombre  des 
équations  soit  de  cinq  : 

mk 
m’ B 
m"r 
m"'r' 
m"r" 

Multiplions  cet  équations  par  les  facteurs  indéterminés  respectifs,  f,  P,  C,  P", 
f ",  ajoutons  tous  les  résultats,  et  égalons  A zéro  chacune  des  quantités  qui  multi- 
plient r,  r’,  r",  r"'.  Nous  aurons  ainsi  : 

nf  -4-  q’f  — m"f  ~ 0 

n'P  -+-  q'T  — m"'f"  — 0 

n"p'  -s-  g'" f"  — m"p"  = 0 

n' "P"  q'rf"  = 0 

Le  nombre  des  équations  [3]  étant  inférieur  d'une  unité  A celui  des  facteurs 
/,  P,  P', . . . nous  pouvons  disposer  d'un  de  ces  facteurs  de  manière  A les  rendre 
tous  entiers,  ce  qui  se  fera  le  plus  simplement  possible  en  posant 

t”  = n n'  n"  n’"  [3]. 

Cette  valeur  de  /"  rendra  évidemment  entières  celles  de  toutes  les  autres  indéter- 
minées/"', f,  P,  P qu’il  est,  du  reste,  inutile  d’écrire  et  de  calculer  ; et  alors  le 
système  des  équations  [1]  sç  trouvera  remplacé  par  la  seule  équation  Identique 

fmK  = ( qf — m'P  ) B -4-  N [I], 

dans  laquelle  on  a fait,  pour  abréger, 

» n n'  n"  n’"  nn  = N [5]. 

Maintenant,  il  est  clair  que  toute  hypothèse  ( faite  sur  x et  x ) capable  d’annu- 
ler simultanément  A et  B,  annulera  également  le  produit  N;  et  par  conséquent, 


: q B -4-  nr 
i q'r  -s-  nV 
: j'V  -4-  n'V' 
q"'r"  -4-  nmr"’ 
gnp"  -y-  n" 


• • m- 
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AUTRE  NOTE 


en  posant  N = 0,  on  aurait  l’équation  finale  ai  ce  produit  ne  devait  contenir  aucun 
facteur  étranger;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  pouf  l’ordinaire. 

Kn  effet,  supposons  qu’une  même  valeur  de  y,  par  exemple  y — k,  rende  iden- 
tiquement nutles  à la  fois  deux  des  trois  quantités 

mf,  { qf  — m'f  ),  et  N ; 

elle  rendra  également  nulle  la  troisième,  puisque,  par  hypothèse,  A et  B n’ont 
aucun  diviseur  exact  en  y.  Ainsi , le  facteur  (y  — k ) divisera  Identique- 
ment l'équalion  [4],  sans  que,  pour  cela,  la  valeurs  = k appartienne  aux  équa- 
tions A = 0,  B =;  0 ; et  comme  tout  système  de  valeurs  de  X et  de  y,  capable 
d’annuler  A et  B,  continuera  néanmoins  A annuler  de  même  le  quotient  de  N par 
le  facteur  (y  — k),  il  s’ensuit  que  ce  Facteur  est  totalement  étranger  à la  véritable 
équation  finale,  et  doit  en  être  entièrement  rejeté. 

On  volt  facilement  d’ailleurs  que  les  facteurs  en  y,  communs  aux  trois  termes 
de  l’équation  [4],  sont  les  seuls  qui  doivent  être  ainsi  cousidérés  comme  étrangers . 

Il  ne  s'agit  donc  maintenant  que  d’examiner,  parmi  tous  les  fadeurs  en  J*  du 
produit  N,  quels  sont  ceux  qui  peuvent  annuler  la  quantité  mf,  ou,  ce  qui  est  la 
même  chose,  les  deux  quantités 

mf  et  ( qf  — m'T  ). 

Or,  en  se  rapportant  aux  équations  [a],  on  reconnaîtra  que  cela  peut  se  faire  en 
a Imettant  l’un  des  quatre  systèmes  suivants  : 

1°  N = 0 et  m = 0 \ 

!•  B = OjeO,  et  m'  = 0 ( -g. 

3-  N = 0,  f ±=  0,  r ==  0,  et  m"  = 0 j 1 J‘ 

<a  N = 0,  / t=  0,  F = 0,  f”  = 0,  et  m"'  sa  9 ) 

Il  n'y  a plus  d'autre  système  admissible  au  delà  du  quatrième.  Car  si  l'on  sup- 
posait encore  f"'  = 0,  l’équation  [4]  ne  serait  alors  autre  chose  que  la  dernière 
des  équations  [1],  multipliée  par  f". Or,  l’équation,  ainsi  réduite,  ne  peut  admettre 
aucun  facteur  en  y ( excepté  f'r  qui  est  évidemment  hors  de  la  question  ),  puisque 
tout  diviseur  en/',  commun  A m1»  et  n1*,  devrait  aussi  diviser  q,T,  ce  qui  est  im- 
possible si  l’on  a bien  opéré. 

De  ce  qui  précède  il  résulte  premièrement  que  les  fadeurs  étrangers  provien- 
nent essentiellement  des  multiplicateurs  m,  m',  m",  m"’. 

Secondement.  Observons  que,  quand  on  a fait  f =c  0,  l’équation  [4]  est  divisible 
exactement  par  n,  et  devient  entièrement  indépendante  de  n après  la  division; 
que  de  même,  quand  on  a fait/"  = 0,  l’équation  [4]  est  divisible  par  nn',  et  de- 
vient, après  la  division,  indépendante  de  n et  de  il' . . . ; et  ainsi  de  suite.  D’où 
il  résulte  que  les  hypothèses  f ~ 0,  f = 0,  f ta  0,  ont  nécessairement  pour 
effet  de  rejeter  en  dehors  de  la  question  chaque  équation  qui  se  trouve  multipliée 
par  un  facteur  ainsi  annulé  ; et  par  suite  ( comme  on  peut,  au  reste,  lo  concevoir  <2 
priori  ) que  les  solutions  communes  aux  équations  [N  = 0],  [ m'  = 0 ],  ne 
peuvent  être  attribuées  au  fadeur  n;  que  les  solutions  communes  & [ ft  = 0], 
( m"  — 0 ] , ne  doivent  être  rapportées  ni  à n ni  à n'  ; que  de  même , les  solutions 
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étrangères,  fournies  par  m’"=0,  ne  peuvent  appartenir  ni  à n,  ni  à n’,  ni  à n", . . . 
et  ainsi  de  suite. 

Puisque,  d'ailleurs,  il  ne  saurait  y avoir  aucun  facteur  commun  entre  m et  n, 
entre  m'  et  n',  entre  m"  et  n",  . . . ainsi  qu'on  l'a  expliqué  ci-dessus  pour  m’r  et 
n",  il  s'ensuit  encore  que  les  systèmes  des  équations  [6]  peuvent  être  remplacés 
par  ceux-ci  : 

lo  m — 0 et  n'n"n'"n,r  — 0 

îo  m'  = 0 et  n"n'"n„  = 0 

3°  m"  = 0 et  »i'"iiiy  = 0 

4»  m'"  =0  si  n,r  = 0 

lesquels  reviennent  identiquement  aux  suivants  : 

n'  = 0 et  m = 0 
n"  — 0 et  mm'  = 0 
n'"  =0  et  mm'  m"  = 0 
n>»  = 0 et  mW"  — 0 

De  là  on  peut  conclure  ce  principe  général  : 

Tout  facteur  en  y commun  entre  le  reste  d’une  division  et  un  quelconque 
des  multiplicateurs  introduits  dans  les  divisions  précédentes,  est  étranger  à 
l’équation  finale,  et  doit  être  supprimé  autant  de  fuis  qu’il  se  trouve  dans 
ces  multiplicateurs  précédents , sans  que  jamais  les  solutions  des  équations 
proposées  puissent  en  être  aucunement  altérées. 

Par  suite,  pour  avoir  les  valeurs  de  x qui  correspondent  respectivement  à cha- 
que valeur  convenable  de/',  il  faut  commencer  par  supprimer  entièrement,  dans 
chaque  reste,  et  sans  y avoir  égard  en  aucune  manière,  les  facteurs  en  t dont  il 
est  question;  on  substitue  ensuite,  dans  le  diviseur  correspondant  (conformément 
à la  méthode  du  n»  373  ),  les  seules  valeurs  de  y que  celte  suppression  n'a  pas 
fait  disparaître. 


fis  dl  la  .soit. 
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